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Capitolo 1

Anelli e Campi

1.1 Anelli

Un anello & un insieme A tale che:
v A£D
4 per V coppia (a,b) € A x A & definito un elemento di A

chiamato somma di ¢ e di b
indicato con a + b

e un elemento di A

chiamato prodotto di a e di b
indicato con ab

¢ loperazione di addizione € associativa e commutativa, ammette
elemento neutro, rispetto ad essa ogni elemento ha opposto, ossia:

o per Va,b,c € A si ha
(a+b)+c=a+ (b+c)

(Nota: il risultato delle due operazioni si pud quindi indicare

con
a+b+c
omettendo le parentesi);
o per Ya,b € A si ha
a+b=b+a

(Nota: si provi che per Va,b,c € A sussitono quindi le ugua-
glianze seguenti

a+b+c=a+c+b=

b+a+c=b+c+a=
c+a+b=c+b+a );
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1 Anelli e Campi

o Jw € A tale che per Va € A si ha
atw=w+ta=a
(Nota: se n € A & un secondo tale elemento, si ha
n=ntw=uw;

quindi w e l'unico elemento con tale proprieta; w si dice
I’elemento neutro rispetto all’addizione, o lo zero di A, e si
denota con 04 o pitt semplicemente con 0);

o per Va € A, Ja’ € A tale che
a+ad =d +a=0
(Nota: se a” € A & un secondo tale elemento, si ha

d=d+0=d+(a+d")=
a/+a +a// — O+a// — a// .
( ) ;

quindi @’ ¢ l'unico elemento con tale proprietd; a’ si dice
Iopposto di a, e si denota con il simbolo —a );
(Nota: si provi che:

—(—a)=ua
—(a+b)=(-a)+(=b) ;

a—1b a+ (—b)
i simboli ¢ —a+ b sono abbreviazioni di a)+b )
—a—1b a) + (=b)

A loperazione di moltiplicazione & associativa, e distributiva a sinistra
e a destra rispetto all’addizione, ossia:

(_
(_

o per Va,b,c € A si ha
a(be) = (ab)c
o per Va,b,c € A si ha

(a+b)c=ac+ be
cla+b)=ca+cd

Nota: per Va,b € A si ha quindi:

e Oa=0
Infatti: 0a = (0 4+ 0)a = Oa + Oa, quindi

0= (0a) — (0a) = (0a + 0a) — (0a) =
Oa + (0a — (0a)) = 0a + 0 = Oa



1.2 Anelli con identita 3

e a0 = 0 (stessa dimostrazione)

e (—a)b=—(ab)
Infatti: 0 =0b = (a + (—a))b = (ab) + (—a)b
e a(—b) = —(ab) (stessa dimostrazione)

Nota: il simbolo —ab denota (—a)b = a(—b) = —(ab)

Esempio: Si consideri l'insieme A; avente per elementi le matrici del

ail  a12
a =
a1 a22

con aii, a9, a2, a interi pari.

Per ogni
a:<a11 a12>’b:<b11 512>€A1
a1 a2 b21 b22

atb— ( a1 + b1 a12+b12>

tipo

si ponga

a1 + ba1  ago + bao

_ < a11b11 + a12b21  a11b12 + a12b22 >
ab =
a21b11 + az2b21  a21b12 + azsbao

e Si verifichi che A; € un anello.
e Chie0?

e Siaa € Ay;chié —a?

1.2 Anelli con identita

Sia A un anello:

e se Ju € A tale che per Va € A si abbia
uae = au =a ,
allora:
o se v € A & un secondo tale elemento, si ha
v=ou=1u ;

pertanto u € 'unico tale elemento;

o u si dice ’elemento neutro rispetto alla moltiplicazione, o
I’identita di A, e si denota con 1 o con 14 ;
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4 1 Anelli e Campi

e in tal caso, A si dice un anello con identita.

Esempi: Si provi che 'anello A; descritto nella Sezione 1.1 & un anello
senza identita.
Si consideri l'insieme Ag avente per elementi le matrici del tipo

ail a2
a =
az1 a2
con aii,asi, a2, G interi.

Per ogni
([ an a2 (b1 b2
a= ,b= € As
a1 a2 ba1  bao

atb— < a1 +b11 aiz + b1 >
a1 + ba1  agz + bao

si ponga

_ < a11b11 + ai12b21  ai11b12 + a12bo >
ab =
a21b11 + az2b21  a21b12 + azsbao

e Si verifichi che As € un anello con identita.

e Si verichi che

e Sia

siverichi che

1.3 Anelli commutativi
Sia A un anello:
e se per V(a,b) € A x Asiha
ab = ba
allora A si dice un anello commutativo.

Esempi: Si provi che gli anelli A1, As descitti nelle Sezioni 1.1, 1.2 sono
anelli non commutativi (A; senza identita, A con identita).
Si osservi che Z, Q, R sono anelli commutativi con identita.
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1.4 Divisori di zero

Sia A un anello, e sia a € A:

e se
a#0
Jbe Ataleche b#0,ab=0 "’
allora
a si dice un divisore sinistro di zero
e se
a#0
Je € A tale che ¢ #0,ca=0 ~’
allora

a si dice un divisore destro di zero

Esempi: Sia Ay I'anello descritto nella Sezione 1.2; si provi che

2 4
€A
€ un divisore di zero sia destro che sinistro.
Sia A un anello con identita, e sia a € A; si provino gli asserti:
e ¢ divisore sinistro di zero = Ac € A tale che ca = 1;

e ¢ divisore destro di zero = fic € A tale che ac = 1

Se A & un anello commutativo, ogni divisore destro di zero & anche un
divisore sinistro e viceversa.

1.5 Unita

Sia A un anello con identita, e sia 1 # 0. ! Si consideri un elemento a € A:

e sea=0, per Vb€ Asiha
ab=ba =0,

e quindi #b € A tale che
ab=1,

e b € A tale che
ba=1;

ossia a = 0 non ammette inversi né destri né sinistri;

1Sia A un anello con identitd, tale che 1 = 0; allora A possiede un solo elemento, e
precisamente 0.

Infatti: sia a € A; si ha: a =al = a0 =0.

In tal caso, A si dice I'anello banale.
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6 1 Anelli e Campi

e se a # 0, ed esistono un inverso destro e un inverso sinistro di a,
ossia V', b” € A tali che

ab =bv'a=1,
allora
o b =", infatti si ha
V=0t1=0b(at")= a)t/ =10"=b";

o ne segue che ¢ ammette un unico inverso destro, un unico
inverso sinistro, e tali elementi sono uguali;

in tal caso

o a si dice un elemento invertibile di A, o una unita di A |
o I'unico inverso destro di a, che coincide con 1'unico inverso

sinistro di a, si dice l’inverso di a , e si denota con a™! .

Esempi: Si consideri 'anello (non commutativo) con identita As de-
scritto nella Sezione 1.2; si provi che

(g ;)GAQ
(33)
(32)

e un divisore destro e sinistro di zero, e se ne deduca che tale elemento non

¢ invertibile;
2 1
2 3

si provi che
non ¢ né un divisore destro né un divisore sinistro di zero, si provi che tale
elemento non ¢ invertibile.

Si determinino le unita di Z.

Si determinino le unita di Q.

Nota: Sia A un anello non banale con identita, e siano a,b unita di A;
si provi che:

é invertibile, e si determini

si provi che

oo leunitadi A, e (a7!) P =a;
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e ab & unitd di A4, e (ab)™! = b~ ta~! (I'inversione dell’ordine non &
accidentale; vedi ’esempio che segue).

Esempio: Si consideri ancora 'anello Ao, e siano:

(2N (1Y,
@=\3 92 ) "7 \3292)"

si provi che a, b sono invertibili, e si calcolino a=1, b~ 1;
si calcolino (ab)™t,a=1b~1 b=ta™!, e si verifichi che:

) . — b—la—l
(CL ) 7& aflbfl

1.6 Campi

Sia K un anello; se:

e K e un anello commutativo con identita,
e 1#£0,
e Va € K, con a # 0, & invertibile,

allora K si dice un campo.
Esempi: Z ¢ un anello commutativo con identita, non banale, ma non

€ un campo.
Q, R sono campi.
Si consideri I'insieme D = R x R, con le operazioni:

(a,b) + (r,s) = (a+rb+s)
(a,b)(r, s) = (ar,bs) ’

e si provi che D & un anello commutativo con identita, non banale,
ma non € un campo;

e chie 07 chiee 17
e quali sono i divisori di zero di D?
e quali sono le unita di D?

Nota: Sia K un campo. Dati elementi a,b € K, con b # 0, la sigla

denota ’elemento
ab ' =b"1a

(si ricordi che K & commutativo);
si dimostri che:
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8 1 Anelli e Campi

e per Va,b,h € K, con b #0,h # 0, si ha:

e per Va,b,c,d € K, con b# 0,d # 0, si ha:

ac

c ad + cb
d  bd

@ c_ac a,
b d bd b

1.7 Il campo complesso C
Sia A un anello con identita, vericante le proprieta seguenti:
e RCA,

e per Va,b € R, la somma di a,b in R e la somma di a,b in A
forniscono lo stesso risultato,

e per Va,b € R, il prodotto di a,b in R e il prodotto di a,b in A
forniscono lo stesso risultato,

e lo 0 di R e I’elemento neutro per la somma in A,
e I’ 1 di R & I’elemento neutro per il prodotto in A,

e per Va € R e VO € A si ha che a e # commutano, ossia si ha

ab = fa
e esiste un elemento
1e A
tale che
i?=-1

(Nota: come visto nella Sezione 1.2 esistono anelli con elementi
verificanti tale inconsueta relazione)

Siano a,b,r, s € R; si ponga
c=a+bicA d=r+sicA;

e si provi che

iR

e si provi che
c=d<=a=n7rb=s
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e si provi che
c+d = (a+bi)+(r+si) = (a+71)+(b+s)
{ cd = (a+bi)+(r+si) = (ar—>bs)+ (as+br)i
Si ponga
C= {cGA:Ela,bEIR tali chec=a+bi}
si verifichi che:

e C con le operazioni di somma e prodotto indotte da A € un anello
non banale commutativo con identita,

e per Ve =a+bi € C (a,b € R), tale che ¢ # 0, si ha:

o a2+527é0
a b e
o — i
a2 +b2 a2+ b2

, a b .
° (atbi) <a2+b2_a2+b2z) =1

se ne deduca che:

C

e C & un campo
e per Ve =a+bi € C (a,b € R), tale che ¢ # 0, si ha:

4 a b ;
a2+ a2+ 2

Cc

Il campo C si dice il campo complesso; gli elementi di C si dicono i numeri
complessi.
Dato
ceC

e la rappresentazione di ¢ nella forma

c=a+ b a,beR

si dice la rappresentazione algebrica di ¢
e a sidice la parte reale di ¢, e si denota con “Re ¢”

e b sidice la parte immaginaria di ¢, e si denota con “Im c¢”

Esempi:

Copisteria Speedy



10 1 Anelli e Campi

v Calcolare (2 + 3i) + (7 — 5i), —(vV2— Ti)

¢ Calcolare (4 — 2i)(=5+ (3/8)i), (V2 +T7i)~!

¢ Calcolare (4 + (3/8)i) + (4 + (3/8)i) + (4 + (3/8)i), (V2 + 2i)?

¢ Calcolare (4 + (3/8)i) + -+ + (4 + (3/8)), (V2+24)8, (v2+2i)~8

8 volte

¢ Calcolare
(2+50) 4+ (3—(5/7)7)
((2/3) +1) + (4 = (1/5)0)

( ((1/2) = (1/3)) + (8 — 3i) )‘2
(5 +(8/3)i) + (=(5/3) — (5/2)i)

A Determinare i c € C tali che (7—3i)c=2+4i

1.8 Coniugio in C

Siac=a+bi € C (a,b€ R); si pone ¢=a—bi; ¢sidice il coniugato di
c. L’operazione di coniugio in C verifica le seguenti proprieta:

v C+C:Rec, C;,C:Imc
21

2
®ct+c=2a R

dcc=ad2+becR
®cc>0

Acc=0<c=0

¢ =@"" (quando c#0)
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Acl= P (quando ¢ # 0)

Si pone
lc| = Vee = Va2 + b2
le| si dice il modulo di c.

Se ¢ € R, ilsimbolo |¢| sembra ambiguo: puo indicare

sia il modulo di ¢
sia il valore assoluto di ¢

verificare che si ha

modulo di ¢ = valore assoluto di ¢

Esercizi:
v Calcolare
(2 —3i)”
(2=3ii (2-3i)-3
(2 + 30)(7 — 44) (2 + 31) - (7 — 4i)

¢ Provare che (07) = (o)
¢ Provare che
(2+30)%(2-3))P e R
(9 — 184)195(7 + iv/13)?17 + (9 4 18i)19°(7 — iv/13)17 e R

¢ Calcolare |3 — 44|, ‘ﬂ—l—zﬁ!

A Determinare i ¢ € C tali che ¢! =¢.

1.9 Gli anelli Z,, e i campi I,

Si consideri I'intero positivo 6, e sia

Ze = {20721,22,Z37Z4,Z5}

un insieme con 6 elementi. In Zg si considerino le operazioni “+7, “.”

definite da
Zn + 2 = 2
ove r ¢ il resto della divisione di h + k per 6
Zhak = Zs
ove s e il resto della divisione di hk per 6

Ad esempio si verifichi che

Copisteria Speedy



12 1 Anelli e Campi

® 25+ 23 = Z9, RHR3 = Z3
Si provi che
V Zg € un anello commutativo con identita
¢ l'elemeto neutro rispetto all’addizione ¢
20
tale elemento verra quindi indicato con 0
¢ —20=20, —21 =25, —22 =24, —23 =23, —24 =22, —25 =21
¢ lelemeto neutro rispetto alla moltiplicazione e
21

tale elemento verra quindi indicato con 1

¢ 1 = 2
141 = 29
1+1+4+1 = 23
1+---+1 = 24
4
1+---4+1 = 25
5
6
¢ posto
946:1+"'+16Z6
———
94
tenuto conto che
94=6-15+14

si ha

Mg=(1+- -+ 4+ 1+ +D)+1+ 1) =2

[«
S
W~

15

A posto
—Mg=—-1—---—1€Z
(—94)6 _ 6
tenuto conto che
(—94)6 = — (946)
si ha
(_94)6 = —Z24 = 29
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Sia n € N tale che 2 < n; le considerazioni fatte su 6 possono essere
ripetute per n, ottenendo un anello Z,, con n elementi.

ESERCIZI

Si consideri Ziq4

¥ si calcolino
213414, (—2134)14, —(213414)

¢ si provi che per Vn,m € Z si ha
Ny =miqy < n—m e un multiplodi 14
ni =0 <= n ¢ un multiplo di 14
¢ si provi che per Vn,m € Z si ha
(n+m)iy = nu+muy
(nm)14 = nimiy
se ne deduca che per Vn € Z si ha
(—n)1a = —(n14)

tale elemento si denota (senza pericolo di ambiguita) con

—Mn14
¢ si provi che
VAVES {014, L1, 214, <.y 1214, 1314}
¢ si risolvano le equazioni
8uuxr =0 T € 24
814 = 214 T € Ly
8141‘ = 714 xr e Z14
Sur =1 x € Zia
8147 = 914 T € Ly
Cenno. Si calcolino
814014, 814114, 814214, ..., 8141214, 8141314

Copisteria Speedy



14 1 Anelli e Campi

A siprovi che dyc € Z4 tale che
chiyu =1
se ne deduca che per Vd € Zi14 1’equazione
Suur =d x € Zy
ha una ed una sola soluzione, e che tale soluzione ¢

cd

1.9.1 Lemma.Sia B un anello commutativo con identita

tale che 1 # 0
privo di divisori di zero (vedi Sezione 1.3)

costitutito da un numero finito n di elementi: by,..., b,
e sia ¢ € B tale che ¢ # 0; si provino gli asserti

V per Vh,k€e Bsiha ch=ck<= h=k

¢ linsieme {cbl, e ,cbn} ha n elementi
¢ siha {cbl,...,cbn} =B
A dc € Btalecheed =1

se ne deduca che

e B & un campo

Si provi che

V¥ i divisori di zero in Z12 sono

212, 312, 412, 612, 812, 912, 1012

4 n non primo = Z,, ha divisori di zero
¢ n primo = Z, non ha divisori di zero
A 7., e un campo <= n € primo

tenuto conto che Z; € un campo

e si calcolino zfl, z;l, z?:l, z;l, zgl, zgl
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1.9.2 Sia p un primo

vV Definizione. 'anello Z, ¢ un campo; tale campo
V si denota con IF),
A si dice il campo fondamentale con p elementi
¢ siamoacF,encN, n>1
V si ponga
nao=a-+---+a

A si provi che
n multiplodip = na =20

¢ si provi che i coefficienti binomiali

(3)-+ (2) -0 (1) 252

(o2 ) =25 () =

eccettuati il primo e I'ultimo, sono tutti multipli di p
4 si provi che per Va,b € I, si ha
(a+b)P =aP +bP

Cenno. Si ha

(a+b)P = hzi: ( z > aP~hph

0
|
4 si provi che per Va € I, si ha
a’? =a
Cenno. Si ha

0P =0

17 =1

(2)P=(1+1)P=1"P4+1P=141=2,

Bp)=(2p+1)P =(2) +1P =2, +1=3,
|
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16 1 Anelli e Campi

A si provi che per Va € IF), tale che a # 0 si ha
Pl =1

1

Cenno. Sihaa? =a = dPa l=aa ' = P 1 =1.

ESERCIZI

Sia p € IN un primo; si provino i seguenti due Teoremi di Fermat:

V¥ per Vn € Z si ha che
n’ —n

e un multiplo di p

Cenno. Nel campo I, si ha
(n? —n), = (ng)? =y =0
L’asserto segue quindi da 1.9.2 |
A per Vn € Z che non sia multiplo di p si ha che
nP~t—1

e un multiplo di p



Capitolo 2

Spazi vettoriali

2.1 Spazi vettoriali

Sia K un campo (ad esempio C, R, Q, ;). Uno spazio vettoriale sul campo
K e un insieme V tale che:

YV#D
¢ per V(v,w) € V x V ¢ definito un elemento di V'

chiamato somma di v e di w
indicato con v + w

e per V(A\,w) € K x V ¢ definito un elemento di V'

chiamato multiplo di v secondo A
indicato con Av

¢ loperazione di addizione & associativa e commutativa, ammette
elemento neutro, rispetto ad essa ogni elemento ha opposto, ossia:

o per Vv, w,z € V si ha
(w+w)+z=v+ (w+2)

(Nota: il risultato delle due operazioni si puo quindi indicare
con
v+w+z

omettendo le parentesi);

o per Yu,w € V si ha

v+w=w-+v

Copisteria Speedy
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(Nota: si provi che per Yv,w,z € V sussitono quindi le
uguaglianze seguenti

vtwt+z=v+z+w=
wtvt+z=w+z+v=
ztvtw=z+w+v );

o dJw € V tale che per Vv € V si ha
VF+W=w+v=v
(Nota: se n € V' & un secondo tale elemento, si ha
n=n+w=w;

quindi w e l'unico elemento con tale proprieta; w si dice
I’elemento neutro rispetto all’addizione, o lo zero di V, e si
denota con Oy o pilt semplicemente con 0);

o per Yo € V, Jv' € V tale che
v+ =0 +0v=0
(Nota: se v" € V & un secondo tale elemento, si ha

V=0 4+0=v+(v4+") =
(W Hv)+" =0+0"=0" ;

quindi v & I'unico elemento con tale proprietd; v’ si dice
Iopposto di v, e si denota con il simbolo —v );
(Nota: si provi che:

—(—v)=wv

v—w v+ (—w
isimboli ¢ —v+ w sono abbreviazioni di v) +w

)
(— );
(=v) + (~w)

—U — W

¢ loperazione di multiplo ¢ distributiva a sinistra e a destra rispetto
all’addizione, ¢ associativa, ammette 1 = 1x come elemento neutro,
ossia:

o per VA, u € K e per Vv, w € V si ha

A+ p)v =X+ pv
Av+w) = v+ Iw

Nota: per VA € K eVv € V si ha quindi:
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Ogv =0y
Infatti: Ogv = (0 + O0g)v = Ogv + O v, quindi

Oy = (0gv) — (0gv) = (Ogv + 0gv) — (Ogv) =
Ogv+ (OK’U — (OKU)) =0gv+0xg =0gv

A0y = Oy (dimostrazione analoga)
(=N = —(\v)
Infatti: Oy = 0gv = (A + (=A))v = (M) + (=A)v

A(—v) = —(M) (dimostrazione analoga)

Nota: il simbolo —Av denota (—A)v = A\(—v) = —(\v) .

¢ per VA, u € K eper Vo eV siha
AMpv) = (Ap)v

A per Vv € V si ha
lgv=w

Esempi: Sia consideri il campo reale R, e sia V7 'insieme R x R con le
operazioni di addizione e multiplo definite da:

e per Y(a,b), (r,s) € V1 si pone

(a,b) + (r,8) = (a+r,b+s)

e per VA € R e per V(a,b) € Vi si pone

Aa, b) = (Aa,0)

si provi che tali operazioni verificano tutte le proprieta di uno spazio
vettoriale, eccettuato la proprieta

“per V(a,b) € Vi si ha 1(a,b) = (a,b)” ;
si verifichi infatti che si ha
1(3,7) = (3,0) ;

ne segue che Vi non e uno spazio vettoriale su R.
Sia consideri il campo reale R, e sia V5 I'insieme R x R con le operazioni
di addizione e multiplo definite da:

e per Y(a,b), (r,s) € Va si pone

(a,b)+ (r,8) = (a+r,b+s)
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e per VA € R e per V(a,b) € Vs si pone

A(a,b) = (Aa, Ab)

si provi che V5 € uno spazio vettoriale su R.

Conto tipico in uno spazio vettoriale: Sia K un campo e V uno
spazio vettoriale su K. Dati elementi

v1,V2,...,0p €V
A, Ao, oA, €K

)

I’elemento
h
w:Z)\jvj = AMv1 +Xvg + -+ Ao, €V
=1
si dice la combinazione lineare di vi,vs, ..., vy con i coefficienti A1, Aa, ..., Ap.

2.2 Gl spazi vettoriali V7,

Sia .# l'insieme dei punti dello spazio. Siano P, B punti dello spazio; la
freccia a avente penna in P e punta in B,

/E

P

—
si denota con PB e si dice il vettore di penna P e punta B.

— —
Due vettori a = SR, b= QH si dicono equivalenti, e si scrive a ~ b, se

i segmenti SH e R(@ hanno lo stesso punto medio. Si osservi che
— — — —
SR~QH = SQ ~RH

Siano a,b,c tre vettori; si ha



2.2 Gli spazi vettoriali Vi, 21

Y a ~ a (ossia ~ e riflessiva)
¢ a~b= b~ a (ossia ~ & simmetrica)

A a~bb~c= a~ c(ossia ~ ¢ transitiva)
(la dimostrazione della transitivita & laboriosa: omessa)

Sussistono gli asserti

—
V siano a un vettore e 7' un punto; allora 37C ~ a

3% costruzione
4% costruzione

2% costruzione

1% costruzione

T2~ T /

<

T ~T /
S 1 /5

IO
si ha 'R’ ~ SR
— _—
(Cenno: i ~ T, T ~To =1 ~To =— SR~ S'R)
A siano A,B,C, A',B’,C’" punti; si ha

_—

e —_— —
A'B' ~ AB, B'C' ~ BC = A'C' ~ A
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A/
— —_— — — — _ —
(Cenno: AB~ A'B'", BC ~ B'C' = AA' ~ BB’ , BB' ~
— — — N —_—
CC' = AA' ~ CC' = AC ~ A'C)
Sia L un punto dello spazio. Si pone
—_—
Vi, = {LA: A punto dell spazio} =

{a : a vettore di penna L}

In Vi, si considerino le operazioni di addizione “+7 e di formazione di
multiplo “ X-” definite da:

(somma di due vettori) siano 17%, LHe V1; costruito RT ~ 17{, si pone

(multiplo di un vettore) siano LR € Vi, A € R;
V¥ se R # L, si considera la retta r 5 L, R ed il punto 1" definito da
T € semiretta di r di origine Le > R, se A > 0
T € semiretta di r di origine L e Z R, se A <0
LT/LR = ||

e si pone
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— — —
A se R=1L,sipone ALR=ALL=LL

Si provi che V7, € uno spazio vettoriale su R.

Conto tipico in Vi : dati

V1,...,0p €V
A, -, A €R

calcolare .
W= AU+ Apup = Z)\jvj
j=1

ossia la combinazione lineare di vy,..., v, con i coefficienti A\1,..., Ap.

Siano «,r un piano e una retta passanti per L. Si pone
oy, = {171 A€ a} =
{a : a vettore di o di penna L}
—
TL:{LA:AET}:

{a : a vettore di r di penna L}

Le definizioni e le considerazioni fatte per V;, possono essere ripetute per aj,
e per r;. Ne segue che af, e rp sono spazi vettoriali su R.

Esercizi:

Vv Considerare i vettori vy, vs,v3,v4 € V7, in figura

U3 U1
V2

Vg

disegnare le seguenti combinazioni lineari di vy, v, v3, v4

V1 + U9 v1 +v3 v4+ U3

-3 4

?Ul §U3 —\&M
-

3111 2112 2114
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¢ Siano A, B punti dello spazio; si considerino i vettori
— —
a=LA, b=LB eV

Siano A1, Ao i punti che dividono il segmento AB in tre parti uguali.
Provare che

B
A, A2 - AB ~ b
A e ~b—a
"D
\ -7 1
\a - AA) ~ =(b—a)
\‘ ////
\ -7 -
VT eeeT T A~ i(-a)
- 3
Lz —- b—a

Ha senso scrivere AB = b—a ? (Attenzione: b—a € Vi, mentre
—
AB ¢ V)

. % % . . . .
Scrivere LA, LA come combinazione lineare di a, b.

Vv Siano A, B, C punti dello spazio; si considerino i vettori

—_— =

—
a=LA, b=LB, c=LC €V,

Sia G il baricentro del triangolo ABC.
Si consideri il punto medio M del lato AC, e si ricordi che

BG/GM =2
L

—
Si scriva LM come combinazione lineare di a, c.
. . % . . . . —>
Si scriva LG come combinazione lineare di LM, b.
—
Si scriva LG come combinazione lineare di a, b, c.
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2.3 Spazi vettoriali di matrici

Sia K un campo (ad esempio C, R, Q,F,,). Una tabella A del tipo

ail a2 a3 a4 a5 aie air
A= a1 a2 a3 a4 G255 G326 A27
asy az2 a3z az4 G35 a3 A37
G41 Q42 Qa43 Q44 Q45 Q46 QA47

con Va,s € K, si dice una matrice 4 X 7, o una matrice a 4 righe e 7 colonne,
ad elementi in K.
L’insieme delle matrici 4 x 7 ad elementi in K si denota con K**7.

Somma di due matrici di K**7: siano

air - arr bin -+ bir
A | @ o oax B_ baor -+ by c KT
asy -+ agy b1 -+ b3y
ag1 -+ Q47 byr -+ bar
si pone
a1 +bun - a7 +bir
az1 +ba1 -+ agr + by Ax7T
A+ B = eK

az1 +b31 -+ agr+ by
ag1 +ba1 - asr + bay

Multiplo di una matrice di K**7: siano

ai;p - ary
(1/ DY (1/
A= 21 27 e K4><7 A c K
asy --- asy
aq1 - Q47
si pone
Aair - Aayy
A\a e da
A = 21 27 c K47

)\a31 cee )\CL37
Aagr - Aagr

Si verifichi che

v K**7 rispetto alle operazioni “+” e “A-” con A € K, & uno spazio
vettoriale su K

¢ lelemento neutrodi “+”7¢& 0= e K4x7

o O o o
o O O O
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ari arr
. a a N
A loppostodi A= 21 2 e KT g
asi asr
aq1 aq7
—ay1 —aiy
—a —a
—A — 21 27 c K4><7
—agy —agry
—ayq1 —aq7

Sian > 1 un intero

v K" &lo spazio vettoriale su K delle righe costituite da n elementi

di K
A si pone

K" = K™ = spazio vettoriale su K
delle colonne costituite da n elementi di K

ail ar
. a a
Sia A = 21 21 e KT
asi asr
a41 a47
V¥V posto
als
a
as=| " |eK* s=1,2,...,7
a3s
a4s
Vv A si scrive nella forma
A= (al,ag,...,a7)

A ossia A si scrive come famiglia di 7 colonne € K*, scritte una
di seguito all’altra

A posto
a, = (a1, ar2,...,a,7) € KT r=1,2,34

V A si scrive nella forma
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A ossia A si scrive come famiglia di 4 righe € K*4, scritte una
sotto 'altra

Con tali convenzioni

Y se A= (a1,a9,...,a7),B = (by,ba,...,b7) € K**" e A € K, si ha

A+B = (a;+bi,ax+bo,... a7+ by)
AA = (Aal,)\ag,...,)\a7)
ay 1
/ /
A se A= Z,Q ,B = 2 | e K" e )€ K, siha
3 3
ay b
al + b
/ /
_ as + by
ArB = 41,
aly + bl
)\a:I
A — Aa/,z
)\a?
Aay

Siano n,m > 1 interi

v R™™ ¢ lo spazio vettoriale su R delle matrici n x m ad elementi
in R

¢ C™™ ¢ lo spazio vettoriale su C delle matrici n x m ad elementi
in C

¢ R" ¢ lo spazio vettoriale su R delle colonne costituite da n elementi
di R

¢ C" ¢ lo spazio vettoriale su C delle colonne costituite da n elementi
di C

¢ R ™ ¢ lo spazio vettoriale su R delle righe costituite da n elementi
di R

A C" & lo spazio vettoriale su C delle righe costituite da n elementi
di C

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K

Copisteria Speedy



28 2 Spazi vettoriali

¥ problema tipico:

Vdati A e K, veV

A trovare le z € V tali che Ax =wv
A T7isposta:

vV se A =0 e v # 0, allora non esistono soluzioni
O se \=0ewv =0, allora Vz € V & soluzione

A se A # 0, allora
=Xt (37! perché K ¢ un campo)

e I'unica soluzione
Cenno. Sia z € V tale che Az = v (attenzione: non &
detto che esista una tale ), allora si ha

AEz) = a7, ATz =1,

le=X"tv, z=)2"1v

ne segue che

0 non esistono soluzioni
o x=\tv & l'unica soluzione

Siccome
A ()\_111) = ()\_1)\) v=1v=w

si conclude che esistono soluzioni, e che I'unica soluzione e
z =\l n

Si consideri I'insieme Z**7 delle matrici 4 x 7 ad elementi in Z, con le
operazioni

L4+77 LL)\.” COH)\EZ

definite in modo ovvio; si osservi che

v in Z**7 Taddizione “+” e la formazione di multiplo “\-”, con
A € Z, verificano le proprieta tipiche di uno spazio vettoriale

¢ siccome Z non & un campo, Z*>*7

spazio vettoriale su Z”

non puo essere chiamato “uno
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¢ in Z*7 | il problema tipico degli spazi vettoriali & usualmente
g
privo di soluzioni
Cenno. Ad esempio, non esiste una X € Z**7 tale che

2X =

—_ = =
—_ = = =
—_ = = =

A per dire che

V 7Z ¢ un anello con identita

¢ l’addizione e 'operazione di multiplo verificano tutte le pro-
prieta tipiche di uno spazio vettoriale

si dice che

A ZAT & un modulo unitario su 7.

Esercizi:

v In C**3 calcolare

1+ 1 0 143 247 3

3—21 1 1—1 n 2+ 0 3+

2+ 0 2 1—7 143 ?
7 3+2¢ 3 3 2 0

1 2-3¢ 1+
{ 2 0
1—7 3—2¢ 0
141 7 3—21

(2 — 3i)

¢ In C**3 gia

V2 +i 2 1—i
3+ivV2 3—i 1—iV3
—i 242 241
—iV3 i 3—2i

A=

v scrivere le colonne aq,as,a3 € C*, di A

A scrivere le righe df,a, ay, aly € C1*3, di A
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¢ In €33, si determinino le A tali che

i1 i+1
(7T—i3)A=| i 1 i+1
i1 i+1

14

A Si consideri R? con I'usuale addizione “+” e la formazione di mul-

tiplo “Ax”, con A € R, definita da

aq )\a1
Ax | a9 = Aas
as 0

o si provi che, in R3, le operazioni “47” e “Ax”, con A € R,
verificano tutte le proprieta tipiche di uno spazio vettoriale,
ma non verificano la proprieta

“per Ya € R3 si ha 1% a = a”

¥V sl calcolino

5 3
V3 % V3 1% 7
7 Vo

O si determinino le z € R3 tali che

5
V2% x = 3
0
O si determinino le z € R? tali che
7 5
g *r = 3
2

A R3, con le operazioni “+” e “Ax”, & uno spazio vettoriale
sulR ?

2.4 Sistemi di equazioni lineari: il Metodo di Gauss

La frase convenzionale
V risolvere I’equazione lineare a coefficienti in C
(2 — i).%'Q -+ (—1 + 3@)1‘3 =1

nella incognita = € C* (o nelle incognite x1,xa, 3,24 € C)
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significa
X1
. _ T2 4 :
A determinare le z = - € C= tali che
3
T4

(2—1d)zo+ (-1 +30)zz =1
v si osservi che per Vo € C* il conto
(2 —d)wo + (=1 + 3i)xs3
da fare su x € una combinazione lineare di x1,x2,%3,T4 &
coefficientiin C, e che il risultato voluto “i” & un coefficiente
in C
A ogni x € C* tale che
(2—d)zy + (—1+3i)z3 =1
si dice una soluzione dell’equazione
Per determinare I’insieme delle soluzioni, si osservi che
Vv lincognita x3 ha coefficiente # 0
¢ 13 si dice una incognita di Gauss; le incognite rimanente
Ty, T2 T4
si dicono incognite non di Gauss

¢ per Vs, t, A € C, posto

T =8, o =1, T4 =\

T
Jizs € C tale che z = i2 sia soluzione, e che tale x3 & dato
3
L4
da
. , _ .
2y = (0= (2= )t) = (0.3 = 0.13) + (0.5 + 0.5)¢

si conclude che
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S
A ¢ =
(0.3 — 0.13) + (0.5 + 0.5)¢

A
0 1 0 0
0 0 1 0
03-01 |75 o |t os5505 | T o
0 0 0 1

con s,t,\ € C

¢ un rappresentazione parametrica dell’insieme delle soluzioni, ossia
che

o le x ottenute da tale relazione, al variare dei parametri
s,t,AeC

sono tutte e sole le soluzioni dell’equazione

Si osservi che

Vv l'insieme delle soluzioni dell’equazione
0z + 0xq4 = 2 4+ ¢, nell’incognita x € ct

¢ 0; rappresentazioni parametriche di tale insieme si riducono a
puri trucchi formali: inutili, omesse

A linsieme delle soluzioni dell’equazione
0z1 + 0z4 = 0, nell’incognita z € C*

& C*; una rappresentazione parametrica di tale insieme &

1 0 0 0
0 1 0 0
z=s| 4 +1 0 + A 1 + 0
0 0 0 1
con s,t,\,u € C
Si consideri il sistema
3z —|—?@ —3x3 +x4 —Drs 416 = 3

2:L‘1 4x3 +2:L‘6 = =2
@ 3rg [] = 1
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di 3 equazioni lineari a coefficienti in R, nell’incognita = € R7.
Si osservi che

allora

V¥ nella 1% equazione I'incognita xo ha coefficiente # 0, mentre nelle

equazioni successive ha coefficiente = (

nella 2% equazione l'incognita x4 ha coefficiente # 0, mentre nelle
equazioni successive ha coefficiente = 0

nella 3% equazione l'incognita x; ha coefficiente # 0, e non ci sono
equazioni successive

il sistema si dice in forma di Gauss
To, x4, x1 si dicono incognite di Gauss; le incognite rimanenti
I3, s, Ty, L7
si dicono incognite non di Gauss
per Vs, t, A\, u € R, posto
T3 =S8, x5 =1, g =\, Ty = U
d1 29, x4, 1 € R tali che

r1

x7
sia soluzione, e che tali 9, x4, x1 sono calcolabili come segue
vV dalla 3% equazione si deduce
r1=1-—3s
¢ dalla 2% equazione si deduce
24=—(—2-2(1—3s) —4s —2\) =4 — 25+ 2)

A dalla 1% equazione si deduce

1
:ng5(3—3(1—33)—1—38—(4—2s+2>\)+5t—)\):

—24 754 2.5t — 1.5\

si conclude che
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1—3s
—24T7s+ 2.5t — 1.5\
s
A = 4 —2s+ 2\ =
t
A

I

[

+ A +u

coc ok o
oo

cor oo
O OoONO RO
mroococooo

con s, t,\,u€R
€ una rappresentazione parametrica dell’insieme delle soluzioni

PROBLEMA. Dato un sistema di equazioni lineari, trovare un sistema
equivalente (ossia con lo stesso insieme di soluzioni) che sia in forma di
Gauss, e quindi con 'insieme delle soluzioni determinabile con la procedura
sopra descritta.

2.4.1 LEMMA PER RISOLVERLO. Sia K un campo. Si consideri un
sistema .¥ di n equazioni lineari a coefficienti in K, nella incognita x € K™

a1+ - tamT, = o h-ma equazione

bizi+ - Abmr, = 0 k-ma equazione

Dato A € K, il sistema .’ di n equazioni lineari a coefficienti in K, nella
incognita x € K™

ai1x1+ ‘e +amTm = o h-ma equazione
(b1 +dap) 1+ - + (b +Aam)xm = (B4 Aa) k-ma equazione
si dice ottenuto da . sommando alla k-ma equazione il multiplo secondo A

della h-ma equazione.

Si verifiche che, per Vo € K™ sono equivalenti gli asserti
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V¥ z ¢ una soluzione di .

A 7 ¢ una soluzione di .7’
da cui segue che
e . ¢ % hanno lo stesso insieme di soluzioni, ossia sono sistemi
equivalenti
USO DEL LEMMA 2.4.1. Siano «, 8, € C, si consideri il sistema

2x1 4952 +2x3 = «
I +2$2 —T3 = ﬁ
3ry 4+Tx2 H4x3 = 7

nell’incognita x € C3.

Da tale sistema,
v sommando alla 2% equazione il multiplo secondo —% della 1¢
e successivamente
¢ sommando alla 3% equazione il multiplo secondo —g della 1¢

si ottiene il sistema equivalente

@ +bxe +223 = o
23 —
—0.5z0 —2x3 = 62 @ e (3
Qv —
—0.5.%2 —21‘3 ’VTSO{

Da tale sistema,
A sommando alla 3% equazione il multiplo secondo —1 della 2¢

si ottiene il sistema equivalente

@ +5x0 +2x3 = o
20 — «
—0.5¢3) —2z3 = 62 reC?

I Oz = y—a—pf

L’insieme delle soluzioni di tale sistema varia a secondo di chi siano
a, 3,7
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1° caso. se v —a— 3 =0, allora

V Va € C? verifica la 3% equazione

¢ il sistema & equivalente al sistema in forma di Gauss

@ +5x0 +2x3 = «

_ 3
IR R

con x1, o come incognite di Gauss

¢ per Vt € C, posto

$3=t
si ha
xgz_(1)5<2ﬁ2_a+2t> =(a—20) —4t
xlzé o — 5((a — 26) — 4t) — 2t) = (~2a + 55) + 9t

A una rappresentezione parametrica dell’insieme delle soluzioni
e

(—2a +58) + 9t

T = (a —203) — 4t =
t
(—2a+ 50) 9
(o —20) +t| —4 conteC
0 1

2° caso. se vy —a — 3 # 0, allora

vV P € €3 che verifichi la 3 equazione
¢ 1l sistema si dice non risolubile

A linsieme delle soluzioni & ()
Esercizi:

Vv Si dia una rappresentazione parametrica dell’insieme delle soluzioni
dell’equazione

(2+i)xs — (T+4i)as=4+2 xS
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4 Si consideri il sistema

{ (1+i)zy+ (1 —i)az =2
(2 — i)l‘l + (1 + 2i)$3 =1

reC!

Vv si verifichi che e in forma di Gauss

A si dia una rappresentazione parametrica dell’insieme delle
soluzioni

4 Si consideri il sistema
1+ 2x9 +ix3 =4 +1
2izy + 3z + 23 =1—2i reC
2r1 —itxo —x3 =2+ 3
¥V lo si riduca in forma di Gauss

A si dia una rappresentazione parametrica dell’insieme delle
soluzioni

¢ Si risolva il sistema
1+ 229 +ix3 =441
2izy +3x2+2x3=1—21 zeC®

201 —ix0o —x3 =2+ 3

4 Si risolva il sistema

1+ 229 +ix3 =4+1
2ixy + 320 +x3=1—2¢ reC?
(6 + 2i)x; — bixg — (2 + 3i)z3 = —8 4 5i

¢ Si risolva il sistema

T1+ 229 +i1x3 =4+1
2wy + 31y + a3 =1— 2 re?
(6+2i)3j1 —5i$2 - (2+3i)$3 =-5—5

A Siano cq,co,c3 € C; si risolva il sistema

T1 + 219 +iT3 = 1
2ix1 + 329 + 13 = C9 zeC?
(6 4 2i)x1 — bixg — (2 + 3i)xs = c3
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2.5 Spazi vettoriali di funzioni a valori in un cam-
PO
Sia K un campo. Dato un insieme X # (), indichiamo con
F(X,K)
I'insieme avente per elementi le funzioni
f: X—>K.

Nell'insieme .Z (X, K) si introducono le seguenti operazioni di addizione
e di multiplo secondo un elemento di K:

e date f,g € #(X, K), si denota con
f+g9eZ(X,K)

la funzione
f+49: X - K

definita da:
“per i € X si ha (f +9)(x) = f(z) + g(x)”

o dati f € F(X,K) e X € K, si denota con
A e F(X,K)

la funzione

A X = K
definita da:

“per Vo € X si ha (Af)(x) = A(f(x))”

Si provi che #(X,K) con tali operazioni ¢ uno spazio vettoriale sul
campo K.
L’elemento neutro 0 di .# (X, K) & una funzione

0: X - K

dato x € X, chi e 0(x)?
Data f € # (X, K), lopposto di f,ossia —f € una funzione

—f: X—-K;

dato x € X, chi e (—f)(x)?
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Esempi: Si consideri lo spazio vettoriale V' su R definito da
v=7({1.234}R)

siano
e1,e2,e3,e4 €V

le funzioni definite da

61(1) =1 62(1) =0 6’3(1) =0 6’4(1) =0
€1 (2) =0 62(2) =1 63(2) =0 64(2) =0
e1(3)=0 €2(3) =0 e3(3) =1 e1(3) =0
(&) (4) =0 62(4) =0 63(4) =0 64(4) =1
sia
f=—VTer + (17/13)ey — (7/8)es — 15e4 €V ;
si calcolino
(), £(2), f(3), f(4) ;
sia g € V la funzione definita da
g9(1) =3/5
9(2) = —4/7
9(3) =6/5
f(4)=0
si determinino A1, A2, A3, Ay € R tale che
g = A1e1 + Aoee + Azes3 + \geq
ossia, si scriva g come combinazione lineare di ey, eo, e3, e4.
Si consideri lo spazio vettoriale (su R):
‘3?((_17 1)7 R)
ove (come usuale)
(L) ={teR: -1 <t<1};
siano
fvg € <g.((_]-a 1)7]R)
le funzioni definite da
£0) 1 se —=1<t<0 ) 0 se -1<t<O0
B 0 se 0<t<1 o= 1 se 0<t«1
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si disegnino i grafici delle combinazioni lineari di f,g; in particolare si
disegnino il graficodi f+gedi f —g.

Si consideri lo spazio vettoriale (su R)
F(R,R)

siano

f,9,h:R—1R

le funzioni definite da:
fi)y=1 vteR
t VtelR
h(t)=t> VteR
sia w la combinazione lineare di f, g, h con i coefficienti 1,2, 1:
e per Vt € R, calcolare w(t);
e come sono fattii grafici delle combinazioni lineari di f, g, h al variare
dei coefficienti?
2.6 Famiglie finite linearmente indipendenti

Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K.
Sia (v1,...,vx) una famiglia finita non vuota di elementi di V/;

Vv un v € V sidice una combinazione lineare di
(1)1, ce ,'Uk)

se
dat,...,ap € K

tali che
v =aivl + - agvg

A linsieme degli elementi di V' che sono combinazioni lineari di

(v1,...,0k)

si denota con
<’U1, e ,Uk>

Sia 0 la famiglia vuota di elememti di V;
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v un v € V sidice una combinazione lineare di

se
v=>0

A linsieme degli elementi di V' che sono combinazioni lineari di @) si
denota con (()); ovviamente si ha

(0) = {o}

2.6.1 Nota. Sia (v1,...,vx) una famiglia finita non vuota di elementi di
V'; sono equivalenti gli asserti:

a) Yvy non ¢ combinazione lineare dei rimanenti elementi della fami-

glia
b) Vvy non ¢ combinazione lineare degli elementi della famiglia che lo
precedono
c) se ai,...,ar € K sono tali che
avy + -+ +agvg =0
allora
) = -+ = Q= 0
d) se ai,...,a, bi,...,bpy € K sono tali che
a11}1+"'+ak’l)k=b11)1+"'+bk’l)k
allora

ar =by, - ,a = by
Cenno. Se k =1 la verifica ¢ banale. Supponiamo quindi k > 2.
a)=b) Ovvio.
b)=-c) Se fosse ar # 0 sarebbe

o m ak—1
Uk} — _71)1 —_— e e e —
Qg ay

Vk—1

allora ¢ ar =0 . Se fosse ax_1 # 0 sarebbe.... .
c¢)=d) Essendo
(@ —b1)vr 4+ -+ (ag —bg) vy =0
si ha
a1 —bp=---=ar,—b,=0
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d)=-a) Se, ad esempio, fosse

V2 = a1v1 + a3v3 + -+ apvg

si avrebbe
Ovy + 1lvg + Ovg 4+ -+ + Ovp =
aivy + Ovg + agvs + -+ 4+ apvg
e quindi si avrebbe 1=0. |
2.6.2 Definizione. Sia (vi,...,v;) una famiglia finita non vuota di

elementi di V; se

¥ (v1,...,vx) verifica uno (e quindi tutti) gli asserti della Nota 2.6.1
allora

A (vi,...,v) sidice una famiglia linearmente indipendente
La famiglia vuota ) si dice linearmente indipendente.

Una famiglia finita di elementi di V' che non sia linearmente indipendente,
si dice linearmente dipendente.

Esercizi:

v In R? si consideri la famiglia 7

NN =
Ot Ot W W
~N g © ©

(le parentesi iniziali e finali sono state omesse per semplificare la
scrittura)

V si dica quali tra i seguenti elementi di R* siano combinazioni
lineari di 7

1 13 1 -7 T
3 13 3 -7 T
3|’ 11 |’ 3 T ’ e
1 11 5 s e
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1
Cenno. g ¢ combinazione lineare di ¥ se e solo se
1
il sistema
1 3 9 1
1 3 91 | 3 3
T 9 + X2 5 + x3 - = 3 zeR
2 ) 7 1
e risolubile; lo si decida studiandolo con il Metodo di Gauss.
|
ai
A sia a= Zz € R* ; si dica sotto quali condizioni su
3
a4

ai ,az ,as, a4
a sia combinazione lineare di ¥

¢ In C? si considerino i seguenti elementi:

(1) (1) () (%)

si dica quali siano combinazioni lineari delle famiglia vuota () .

¢ In R3 si consideri il sottinsieme

5 7 2
({5, 71|.12])
1 3 1
V si provi che
5 7 2
bolefm | 7T )e | 2]e®
1 3 1

A si dica sotto quali condizioni su
a1 ,a2 ,a3 € R

a
si abbia | a2 | € (f)
as
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4 Si provi che le seguenti famiglie di elementi di C? sono tutte linear-
mente dipendenti

- 0
0
Cenno. 0 ¢ combinazione lineare della famiglia (),

0
ossia della famiglia dei rimanenti elementi. |

() () ()

Cenno. 0 ¢ combinazione lineare della famiglia 0,

0
ossia della famiglia degli elementi che lo precedeno; oppure si

osservi che
0 1 2
(o)=0()+(3)

ossia che ( 8 ) ¢ combinazione lineare della famiglia dei

rimanenti elementi. [ |

o (5)(0)(5)
o (5)(5)(5)
- (1) (5) (G5)

¢ In C? si consideri la famiglia

1+i 24 3
1+i |, | 2+ |, | 3+
1—i 2 341

V si provi che e linearmente indipendente

A sl risolva il sistema

141 241 3—1
| 144 |4z | 2447 | +a3| 3+ | =
1—i 2—1i 34
141
(17—-13)) [ 1+4 |+
1—1
241 3—1
(m=7)) | 24+i | +(11+ei)| 3+
2—i 341

nelle incognite x1, x2,x3 € C
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¢ Si consideri la famiglia ¥
1 i
i)’ —1

V si provi che ¥ ¢ linearmente indipendente su @ (ossia in C?
considerato come spazio vettoriale su Q)

di elementi di €2

O si provi che ¥ & linearmente indipendente su R (ossia in C?
considerato come spazio vettoriale su R)

A si provi che 7 & linearmente dipendente su C (ossia in C?
considerato come spazio vettoriale su C)

¢ Si consideri la famiglia ¥

(1) (%)

di elementi di C?; si provi che ¥ &

linearmente indipendente su Q
linearmente dipendente su R

linearmente dipendente su C

4 Siano K un campo, V uno spazio vettoriale su K, e
(v1,v2,v3, 04, V5)
una famiglia di elementi di V
V si provi che

(v1,v2,v3,v4,v5) € linearmente indipendente

0

(vs,v1,v4,v3,v2) € linearmente indipendente
A si generalizzi tale osservazione
¢ Siano K un campo, V uno spazio vettoriale su K, e
(v1,...,0k)
una famiglia di elementi di V; si provi che

vV JA tale che vy = 0 = la famiglia e linearmente dipendente
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A 3\, p tali che A # p, vy = v, = la famiglia ¢ linearmente
dipendente

¢ Siano K un campo, V uno spazio vettoriale su K, e

(v1,...,0k)

una famiglia linearmente indipendente di elementi di V; si provi
che

V per VA € {1,...,k} si ha
vy #0
A per VA u € {1,...,k} tali che A # p si ha
U\ F Uy
4 Si consideri lo spazio vettoriale (su R) .Z (R, R) ;
V si provi che, per Vk € IN, k > 1, la famiglia
1,th...,tf e ZR,R)

¢ linearmente indipendente
Nota: considerare la famiglia

1L,th ... tF e Z(R,R)

¢ un modo abbreviato convenzionale per dire: considerare la
famiglia

foafla"'afkey(ﬁaﬁ) )

ove
fO)fh"')fk:]R_)R

sono le funzioni definite da:

fot)=1 perVieR
filt)=t' pervteR

fe(t) =tk pervteR

tale convenzione sara sistematicamente usata in quanto se-
gue.

Cenno. Sia, ad esempio, k = 2, e siano c¢g, ¢1,co € R tali
che
co + Cltl + 02t2 =0¢€ j(R,R)
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Si ha
D (Co + Cltl + CQtQ) =c1+2ct=0¢€ y(R, ]R)
D? (Co + Cltl + C2t2) =2c0=0¢€ g‘\(R, ]R))

Ne segue co =0, c; =0, cg=0. |

¢ si provi che la famiglia
cost, sint

¢ linearmente indipendente

Cenno. Siano ¢, co € R tali che
cicost+cosint =0 € (R, R)
Per t = 0 si ottiene
c1cos0+cosin0=0€ R

ossia
le; +0c0 =0

Per t = /2 si ottiene
cicosm/2+cpsinm/2=0€ R

ossia
Oci +1ca =0

Ne segue ¢; = co = 0. [ |

¢ sia w # 0; si provi che la famiglia
coswt, sinwt

¢ linearmente indipendente

¢ sia w # 0; si provi che la famiglia
coswt + Ssinwt, 3coswt + sinwt

¢ linearmente indipendente

¢ si provi che la famiglia
1,t,cosmt, sinnt

e linearmente indipendente

Cenno. Siano ¢y, ¢1, co,c3 € R tali che

co + c1t + cacosmt + cgsinmt = 0 € F (R, R)
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Derivando si ottiene

c1 — comsinmt + cgmeosmt =0 € F(R,R)
Derivando una seconda volta si ottiene

—com? cos Tt — egm?sinmt = 0 € Z (R, R)

Siccome la famiglia cos 7t, sin 7t € linearmente indipendente,
si ottiene
Cy = C3 = 0

se ne deduca che si ha anche ¢y = ¢ = 0. |

¢ si provi che la famiglia
cos? t, sin’ ¢

¢ linearmente indipendente

¢ si provi che la famiglia
cos? t, sin? t, 1

¢ linearmente dipendente

A si dica se la famiglia
cos? t, sin? t, cos? mt, sin? mt
sia 0 meno linearmente dipendente
A Si consideri lo spazio vettoriale R3*2:

o Si provi che la famiglia

1 3 1 2 5 7
1 31, 2 31, 5 7
1 3 2 3 5 7
¢ linearmente indipendente;
o si provi che la famiglia
1 3 1 2 10
1 3], 2 31, 4 3
1 3 2 3 4 3

e linearmente dipendente.
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2.7 Spazi vettoriali di tipo finito e non finito
Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K.
Sia ¥ una famiglia finita (vuota o meno) di elementi di V;
V¥ se
Y=V
ossia se
vV o ¥ & non vuota e quindi
{ V= (vi,...,v)
(v1,..., o) =V
A oV & vuota e quindi
V=10
{ 0) =V
A allora si dice che ¥ & una famiglia finita di generatori di V
Se esiste una famiglia finita di generatori di V'
Vv allora V si dice uno spazio vettoriale di tipo finito
se una tale famiglia non esite
A allora V si dice uno spazio vettoriale di tipo non finito
Si verifichi che
V¥ sono equivalenti gli asserti
v (v1,...,vx) € una famiglia non vuota di generatori di V
A per Yv € V, day,...,ar € K tali che
V=001 + -+ QU
4 sono equivalenti gli asserti
vV ) & una famiglia di generatori di V'
arv=A{o}
¢ K3 & uno spazio vettoriale di tipo finito
Cenno. Si ha
1 0 0
V={_(lo0], 1], 0 |)
0 0 1
|
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A Sia K un campo. Sia
a = (a1, az,as,...)
una successione di elementi di K; se esiste h € IN tale che
“per ogni k > h si ha ap, =07

allora a si dice una successione definitivamente nulla.

L’insieme delle successioni definitivamente nulle di elementi di
K si denota con K*°.

Dati

a:(al,ag,ag,...), b:(bl,bz,bg...) e K*, Me K,
si pone

a+b = (a1+b1,aa+bz,,a3+bs,...)
Ao = (Aai,Aag, Aas,...)

con tali operazioni, K & uno spazio vettoriale su K. Chi ¢ 0, ossia
I’elemento neutro di K*°7
Sia a € K, a # 0; il massimo j € IN tale che

a; #0
si dice ’ordine di a, e si denota con
w(a)
Si provi che:

e sia aq,...,a; una famiglia finita di elementi non nulli di
K tale che

{Vaj#o

w(ay),...,w(ag) sono a due a due diversi

Y

allora ay,...,a; € una famiglia linearmente indipendente;

e sia ay,...,a; una famiglia finita di elementi non nulli di
K, e sia a € K* un elemento non nullo tale che

w(a) > w(ay),...,w(ag) ;

allora a non € combinazione lineare della famiglia a1, ..., ax;

e K°° e uno spazio vettoriale di tipo non finito.
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2.8 Basi

Sia K un campo e V uno spazio vettoriale di tipo finito su K. Una famiglia
finita ¥ di elementi di V' che sia

una famiglia di generatori
una famiglia indipendente

si dice una base di V.
Si verifichi che:

¥V sono equivalenti gli asserti
V la famiglia vuota () ¢ una base di V/
anv=A{o}
¢ seV = {0}, allora la famiglia vuota () € 'unica base di V'

VvV seV # {O} eV = (v1,...,v), allora sono equivalenti gli asserti

V la famiglia vq,...,v; € una base di V'

A perYv €V, Fjaq,...,a; € K tali che

v =aivy + -+ apvg

Esempi:
V¥ Si consideri lo spazio vettoriale V7. Si scelgano:

o vy € Vi,# 0; sia r la retta dei multipli di vy

o vy € V,, no su r ossia no multiplo di vy; sia « il piano delle
combinazioni lineari di vy, vg

o w3 € VI, no su « ossia no combinazione lineare di vy, vo

o si ponga ¥ = (v1, v2,v3)

Per la Definizione 2.6.2, ¥ & una famiglia indipendente.

. _> . .
Sia v = LP un qualsiasi
elemento di Vi,
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o

da P si tracci la parallela a v3, e sia A il punto in cui interseca
e

o da A si tracci la parallela a vs, e sia R il punto in cui interseca

r
o si considerino i numeri «y, ag, a3 € R tali che
— — —
LR = 101, RA ~ a2U2, AP ~ a3v3
o si ha

UV = V1 + Qa2 + 3V3
Ne segue che ¥ ¢ anche una famiglia di generatori di V. Pertanto:

o Vi, e uno spazio vettoriale di tipo finito,
o ¥ & una base di V.

¢ Sia K un campo. Si consideri lo spazio vettoriale K™. Si ponga

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
€1 = . , 62 = . , €3 = . yereyEn = . e K"
0 0 0 0
0 0 0 1
e si ponga
&= (e1,...,en) .

V si verifichi che la famiglia

(e1,...,6n)
e una famiglia di generatori di K™
¢ se ne deduca che K™ & uno spazio vettoriale di tipo finito

A si verifichi che la famiglia
(€1,...,€n)
€ una base di K"
La base & si dice la base canonica di K".
A Sia K un campo. Si consideri lo spazio vettoriale K™*™. Siano
€1,.--,€n

gli elementi della base canonica di K™. In K™ ™ si consideri la
famiglia di matrici

E. r=1,....n s=1,....,m

definite da
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E.s= (0, 70767"707"' 70)
1\— s-ma colonna

V si verifichi che la famiglia
Es r=1,....,n s=1,...,m

¢ una famiglia di generatori di K™*™
¢ se ne deduca che K™*™ ¢ uno spazio vettoriale di tipo finito

A si verifichi che la famiglia
Es r=1,....,n s=1,...,m
¢ una base di K™*™

Sia V' di tipo non finito;
Vv la famiglia vuota non € una famiglia di generatori di V'
¢ se J # () ¢ un insieme finito, e
(vj:j€J)

¢ una famiglia di elementi di V, allora (v; : j € J) non ¢ una
famiglia di generatori di V

A sia J un insieme infinito, e sia
(vj:j€J)
una famiglia di elementi di V; se

vV per Vji,...,Jk € J, in numero finito e a 2 a 2 diversi, la
famiglia finita

(’Ujl, e 7Ujk)
¢ linearmente indipendente

A perVv €V, 3j1,..., 7k € J, in numero finito e a 2 a 2 diversi,
ed day,...,a; € K tali che

V= a1V, + -+ agvj,
allora

o la famiglia (vj : j € J) si dice una base di V'
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Si consideri K> (vedi Sezione 2.7), e si ricordi che K* ¢ uno spazio
vettoriale di tipo non finito su K. Per j =1,2,3,... si ponga

er = (1,0,0,0,...)
ez = (0,1,0,0,...)
es = (0,0,1,0,...)

Si verifichi che la famiglia
(6]' j € IN,] 2 1) = (617627635"')

¢ una base di K°°.

2.9 Spazi vettoriali di tipo finito: esistenza basi

Siano K un campo e V uno spazio vettoriale di tipo finito su K.

2.9.1 Sia V # {O} (si ricordi che la famiglia vuota () non & una famiglia
di generatori di V), e sia

(Ul,...,vk)

una famiglia finita di generatori di V. L’algoritmo che segue estrae una base
di V da tale famiglia:
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. vi==k
poni
W1 i= Uiy e e, Wy 1= Uy

Y

v (intero > 1)
wi,...,w, (famiglia generatori)

/

cerca 1° elemento di w1, ...,w, che sia
combinazione lineare dei precedenti

wi,...,wy € base

—> STOP

eliminalo dalla famiglia w1, ...,w,

. vi=v—1
poni - .
wi,...,w, ;= famiglia residua

osserva: wi,...,w, € famiglia di generatori

2.9.2 Sia V # {O} , € sia
(Ul, e ,’Uk)

una famiglia finita linearmente indipendente di elementi di V. L’algoritmo

che segue amplia tale famiglia ad una base di V':

step 1. si scelga una famiglia finita

(w1, ..., wp)
di generatori di V
step 2. si ponga
01 = V1, ..., Uk = Vg Vg1 = W, - -
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step 3. si osservi che

(01,...9;)

¢ una famiglia finita di generatori, e si applichi a tale famiglia
I’algoritmo 2.9.1

Esercizi:

v Si consideri R2

V sl verifichi che

(o) (5)- () () ()

¢ un famiglia di generatori

Cenno. Usando il Metodo di Gauss si provi che il sistema

3ro + 6x3+ Txg4 + 1325 = aq

5
By + 1023 + 204 + 1205 —ay L ER

e risolubile per Vaq,as € R. |
A usando lalgoritmo 2.9.1, si estragga una base da tale famiglia
A Si consideri €3

¥V si verifichi che

1+ 241
T+i |, [ 142
1—i 1—3i

¢ un famiglia linearmente indipendente
A usando l'algoritmo 2.9.2; si ampli tale famiglia ad una base
di €3
Cenno. Nello step 1. come famiglia finita di generatori
si scelga la base canonica

1 0 0
0|, 1], 0
0 0 1
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2.10 Spazi vettoriali di tipo finito: dimensione

Sia K un campo e V uno spazio vettoriale di tipo finito su K. Per la Sezione
2.9, V ha basi. Le considerazioni che seguono, provano che due qualsiansi
basi di V' hanno lo stesso numero di elementi.

2.10.1 Lemma. Sia V # {0} uno spazio vettoriale di tipo finito su K, e
sia

(y17"'7y1”7217"‘728)
una base di V. Sia y € V tale che

y¢<y1a"'ayr> .

Esiste z; tale che
(yl?"'7y7‘7yazla"'azs)
——

Zi; 0OMesso

€ una base di V.
Nota: Lo stesso risultato, con la stessa dimostrazione, sussiste se in luogo
della famiglia y1,...,y, si considera la famiglia vuota (.

Cenno. (y1,...,Yr,Y,21,---,2s) € una famiglia finita di generatori di
V; tale famiglia & linearmente dipendente. Per I’Algoritmo 2.9.1, e per le
ipotesi, esiste z; tale che

(y17"'7y7‘7y7Z17'”728)
~——

Z; 0messo

& una famiglia di generatori.
Se tale famiglia di generatori fosse linearmente dipendente, lo sarebba
anche la famiglia

(ylv"'yyrazla"wz&y) ;
—_———

Zi; 0MesSso

per I’Algoritmo 2.9.1 e per le ipotesi, anche la famiglia
(Yly ooy Yry 21y - vy 2s)
N——
Zi omesso
sarebbe una famiglia di generatori: assurdo, perché

Z’ig(yl”"’yr?’zl?"'?ZS) .
~——

Zij 0OMeESSo

2.10.2 Teorema. Sia V uno spazio vettoriale di tipo finito su K. Sussi-
stono gli asserti:
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e seV = {0}, allora 'unica base di V & 0;
o seV # {O}, e

(v1,...,0%), (wi,...,wp)

sono due basi di V, allora si ha
k=nh .

Cenno. Il primo asserto € noto. Quanto al secondo, se fosse k < h per
il Lemma 2.10.1:

o esisterebbe una base di V' del tipo

(v1, wi,...,wp )
—_——
1 elemento omesso
o esisterebbe una base di V' del tipo

(vi,v2, wi,...,wp )
—_———

2 element omessi

o esisterebbe una base di V' del tipo

(v1,v2, ..., V%, Wi,...,Wp )
———

k element omessi

I'ultimo asserto & assurdo perché

la famiglia (v, ve,...,v;) € una base
la famiglia ( wi,...,w, ) non & vuota
—_———

k element omessi

Analogamente si prova che non puo essere h < k. Quindi si ha k=h. H

2.10.3 Definizione. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K, di tipo
finito:

e per "Algoritmo 2.9.1 esitono basi,

e per il Teorema 2.10.2 due qualsiansi basi hanno lo stesso numero
di elementi,

e il numero di elementi di una e quindi di tutte le basi si dice la
dimensione di V o la dimensione di V su K. e si denota con uno
dei simboli

dimV, dimgV
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Esercizi:
e Si provi che
dmR"” =n, dimC"” =n, dimK"” =n, dim K" =nm
(vedi Sezione 2.8)

e Si provi che
dim VL =3

(vedi Sezione 2.8)

e Sia « un piano e sia L un punto di «. Si ponga
oy, = {174 A€ a} .

Si provi che ay, con le usuali operazioni di somma e multiplo &
uno spazio vettoriale sul campo R.
Si provi che
dim oy, = 2

e Sia r una retta e sia L un punto di r. Si ponga
T = {174 A€ r} .

Si provi che rz con le usuali operazioni di somma e multiplo &
uno spazio vettoriale sul campo R.
Si provi che
dim r L = 1

e Sia L un punto dello spazio. Si consideri I'insieme

(I1} .

—
Si provi che {LL} con le usuali operazioni di somma e multiplo
€ uno spazio vettoriale sul campo R.
Si provi che
.
dim{LL} =0

(1) (%)

¢ una famiglia indipendente di R2.
Se ne deduca che

e Si verifichi che
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¢ una base di R2.
Cenno: Per I’Algoritmo 2.9.2; la famiglia

(1) (%)

si puo ampliare ad una base di R?. Siccome dimR? = 2, tale base
deve avere 2 elementi; ne segue che 'ampliamento non aggiunge
elementi; di conseguenza

€ gia una base.

Sia (a1, as, a3, as) una famiglia di elementi di C3. Si provi che tale
famiglia e linearmente dipendente.
Cenno: Se non lo fosse, per I’Algoritmo 2.9.2 la famiglia

(a1, az, as, a4)

sarebbe ampliabile ad una base di C3. Siccome dim C? = 3, un tale
ampliamento non & possibile.

Sia K un campo. Sia (A1, Az, A3) una famiglia di elementi di K?*2.
Si provi che tale famiglia non ¢ una famiglia di generatori.
Cenno: Se lo fosse, per ’Algoritmo 2.9.1 dalla famiglia

(Ah A27 A3)

sarebbe estriabile una base di €C3. Siccome dim K?*? = 4, ¢id non
e possibile.

Sia K un campo e V uno spazio vettoriale di tipo finito su K. Sia

dimV =n
Si provino gli asserti:
o (v1,...,vx) famiglia linearmente indipendente in V.= k < n
o (v1,...,v;) famiglia linearmente indipendente in V' =
(v1,...,v;) base di V
o (v1,...,vx) famiglia di generatoridi V =%k >n
o (v1,...,v,) famiglia di generatori di V' =

(vi,...,v,) base di V

e Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K. Si provi che sono

equivalenti gli asserti:
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a) per ogni k € IN, k£ > 1 esiste una famiglia linearmente
indipendente
(1)1, v ,’Uk)
di elementi di V,

b) V & uno spazio di tipo non finito.

Cenno: a)= b). Se V fosse di tipo finito, ogni famiglia finita
di elementi di V con un numero di elementi £ > dim V' sarebbe
linearmente dipendente.

b)= a). Siccome V #* {0}, esiste v; € V tale che vy # 0.

Siccome
V # (u1)
esiste vy € V tale che vo & <v1).Siccome
Vv 7& <1)1, 1)2>

esiste v3 € V tale che vg & (v1,v2). Etc..

e Si provi che .Z(R,R) (vedi Sezione 2.5) & uno spazio vettoriale di
tipo non finito su R.
(Cenno: vedi Esercizi della Sezione 2.6).

e Sia K un campo, ed X # () un insieme. Si provino gli asserti:
o se X e un insieme finito con n elementi, allora
F(X,K)
€ uno spazio vettoriale di tipo finito su K, e si ha
dim Z#(X,K)=n
o se X e un insieme non finito, allora
F(X,K)

€ uno spazio vettoriale di tipo non finito su K.

2.11 Spazi vettoriali di tipo finito: coordinate

Sia K un campo, e V uno spazio vettoriale di tipo finito su K; sia
dimV =n#0,

e sia
V= (vl,...,vn)
una base di V.
Per Vv € V|
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e Jdiai,...,a, € K tali che
n
U:Zajvj:a1v1+~--+anvn;

j=1

e 1 numeri
al,...,an € K

si dicono le coordinate di v rispetto alla base ¥;

e la colonna
ay

a= : e K"
Qn

si dice la colonna delle coordinate di v rispetto alla base 7;

e per esprimere che a € K" & la colonna delle coordinate di v rispetto
alla base 7/, si usano le scritture

al ai

V=Ey a U=y : , LU=y a=

Si osservi che:

e per Vv € V, dia € K" tale che

V=y a |

e per Va € K", dyv € V tale che

V=ya

e siano v,w € V, esia A € K se
V=ya, V=yb ,

allora si ha
v+w=ya+b A=y A

Esempi:

e Si consideri lo spazio vettoriale V, sul campo R,



2.11 Spazi vettoriali di tipo finito: coordinate 63

e sia ¥ = (v1,v2,v3) una
base di Vg, (vedi Sezione 2.8);

o dato v € V (vedi figura), le coordinate di v rispetto alla base
¥ sono i numeri
ay,az, a3 € R

tali che

— —_— —_—
LR = ajvy, RA ~ agvy, AP ~ a3vs

ossia tali che
VU = a1vV] + asvy + azvs

o disegnare i vettori:

0 0 1
w1 =y 1 Wwo =y 0 w3 =y 0
0 1 0
-2 -1 -2
Wy =y 3 Wy = 1 We =y 0
1 -1 1

o dato P € . (vedi figura), se

a1
s
LP=ya=| as
as

ossia se
—
LP = ajv1 + asve + azvsg

allora si dice che
ai.az,a3 € R

sono le coordinate di P rispetto alla base ¥, e che la colonna
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¢ la colonna delle coordinate di P rispetto alla base ¥, e si

scrive
a

P=ya=1 a
as

o si disegnino i punti di coordinate:

0 —2 -2 —2
1], 0|, 1], 1
-1 1 0 —2

e Si consideri C? come spazio vettoriale su C, e sia
141 i
()G

o . & una base di C? (come spazio vettoriale su C)

si verifichi che

&1

Cenno. Si deve provare che per V ( ) e C?, 11,0 €

C tali che

() e (W5 ) = (5)

Cio equivale a provare che il sistema

{ (1 —|—i)£ﬂl +ix0 =

$1+(1—i)1‘2 = C2

C2

xr1,T9 € C

ha una ed una sola soluzione. Risolvendo il sistema con il
Metodo di Gauss si ottiene che 31 soluzione, e precisamente

3—1 1—-2i
T = 5 c1+ 5 C2
—2—1 1+ 3¢
T2 = 5 ¢+ 5 c2
|
C1 2 . . C1
o per V( e > € €%, la colonna delle coordinate di ( e )

rispetto a J# & data da

i, 1-2i
C C
a ) _ 5 1 5 7
2 L1+
C C
5 5 °
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si osservi che

o per Yv € Vi, la colonna delle coordinate di v rispetto ad una
base ¥ & un elemento di R?

o per Ve € C?, la colonna delle coordinate di ¢ rispetto alla
base # & un elemento di C?

2.12 Sottospazi
Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K;

2.12.1 Definizione: Un sottinsieme W di V', non wvuoto, chiuso rispetto
alla somma, e chiuso rispetto alla formazione di multipli, ossia tale che:

o V£0,
o per Vvo,w e W sihav+weW,
operVveWeVAe KsihalvwelW,

si dice un sottospazio vettoriale di V', o semplicemente un sottospazio di V.
Nota: Sia W un sottospazio di V; si provi che 'insieme W, con le
operazioni di addizione e di multiplo indotte da V', & uno spazio vettoriale
su K.
Che relazione c¢’¢ tra Oy e Oy? Sia v € W, e sia v/ 'opposto di v in W;
che relazione c’¢ tra v’ e —v?

Esempi:
Vv Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K. Sia
(v1,..., k)
una famiglia finita di elementi di V| e sia

W= (v1,...,vp) .

O

Si ricordi che gli elementi di W sono le combinazioni lineari
della famiglia (v1,...,vx) a coefficienti in K;

(@]

si provi che W e un sottospazio di V;

(0]

si provi che
(1)1, . ,’Uk>

¢ una famiglia finita di generatori dello spazio vettoriale W;

@]

si provi che W & uno spazio vettoriale di tipo finito, e che

dimW < k ;
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o sia Z un sottospazio di V tale che
Viyeo., U € 2

si provi che
W cCZ,;

o si provi che W ¢ il piu piccolo tra i sottospazi Z di V tali che
V.-,V € Z .
o W sidice il sottospazio di V' generato dalla famiglia (vy, . .., vg).
¢ Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K. Si provi che

o V e un sottospazio di V', ed & quindi il massimo sottospazio
di V;

o {0} € un sottospazio di V', ed & quindi il minimo sottospazio
di V;

o () & un sottinsieme di V', ma non ¢ un sottospazio di V.

¢ Sia L € .¥, e siano

r una retta per L |
« un piano per L .

Si provi che
.
{LL}7 TL, ar, VL

sono sottospazi di V..

Siano
{ s una retta non per L ,

( un piano non per L .

Si provi che i seguenti sottinsiemi di V7, non sono sottospazi di Vi.:
— —
Y={LA:Aes}, Z={LA:Acp} .
A Sia K un campo; si consideri il sistema . di n equazioni lineari a

coefficienti in K

111 + -+ + ATy, = by

11+ + ApTm = by
nell’incognita
z1
r=1: e K™ |
Tm

e sia W l'insieme delle sue soluzioni; ovviamente

W c K™
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o Nell’ipotesi che .% sia un sistema omogeneo, ossia che
blzzbmzo )

si provi che W & un sottospazio di K™;

o nell’ipotesi che .¥ non sia un sistema omogeneo, si provi che
W non ¢ un sottospazio di K™.

2.12.2 Teorema: Siano K un campo, V uno spazio vettoriale di tipo finito
su K, e sia
dmV =n.
Sia W un sottospazio di V'; sussistono gli asserti:

a) W e di tipo finito;
b) dimW < n;
c) dmW=n&sW=V.

Cenno. a). Se W fosse di tipo non finito, esisterebbe una famiglia
linearmente indipendente
(wb e 7wn+1)
di elementi di W. Tale famiglia sarebbe anche una famiglia linearmente
indipendente di elementi di V: assurdo, perché dimV = n.
b): Se fosse dim W > n, esisterebbe una famiglia linearmente indipen-
dente

(Wi, ..., Wpt1)
di elementi di W: assurdo come nella prova di a). perché dimV = n.
c¢). Dimostrare per esercizio. [ |

Esercizio: Si provi che i sottospazi di V7, sono tutti e soli i seguenti:

{L—L>} quello di dimensione 0
T con r retta per L  quelli di dimensione 1
ar  con « piano per L quelli di dimensione 2
Vi quelli di dimensione 3

Cenno: Sia W un sottospazio di Vy; essendo dimV7j, per il Teorema
2.12.2 si ha che
dimw e {0,1,2,3} .

Si provi per esercizio il seguente:

2.12.3 Teorema: Siano K un campo, V uno spazio vettoriale di tipo finito

su K, e sia
dimV =n .

Sussistono gli asserti:
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o {0} € 'unico sottospazio di V' di dimensione 0;

oper k = 1,...,n i sottospazi di V di dimensione k sono descitti
parametricamente da
<2}1, PPN ’Uk>
al variare di
(v1,...,0k)

tra le famiglie linearmente indipendenti di elementi di V.

Attenzione: famiglie diverse possono fornire uno stesso sottospazio.

2.13 Intersezione e somma di sottospazi

Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K. Sia
Vi,...,Vy

una famiglia finita di sottospazi di V; si verifichi che:

h
v ﬂ Vi=Vin---NV, ¢&un sottospazio di V;

j=1
¢ se
Vig Vs
Vag Vi
allora
ViUV,

non ¢ un sottospazio di V;
Cenno. Esistono

v €N v €Vy
Ngw » 2l égwn

Sia
w =101+ vy ;

se fosse
weViUVy |

ow€e WV
ow € Vy

Nel primo caso si avrebbe:

si avrebbe che:

v= w—v1 €WV assurdo,

entrambi € V1
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nel secondo caso si avrebbe:
vp= w—v €V assurdo.
——
entrambi € Vo
|
4 posto
h
j=1

{veV:3v eVi,...,vy €V tali che v = vy +--- + 3.},

si ha:

h
v Z V; ¢ un sottospazio di V;
j=1

h h
o Uvicd vi
j=1 =1

¢ se W & un sottospazio di V tale che

h
U Vicw
j=1
allora
h
Svew;
j=1
h
A Z V; ¢ il pit piccolo tra i sottospazi W di V tali che
j=1
h
U VicW
j=1
h
Definizione: Z V; sidice la somma dei sottospazi Vp,..., V.
j=1
A se tutti i sottospazi Vq,..., V) sono di tipo finito, e
‘/1 = <U117-~7U1n1>7 ] Vh = <Uh17'~7vhnh> )

allora:
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v § ‘/j:<vll7~~-7v1n1,--~,Uh1;-~-7vhnh>,

h
% Z V; & un sottospazio di tipo finito,

= Jj=

—_

h h
A dim) V<) dimVj .
j=1

2.13.1 Teorema della dimensione (per sottospazi): Sia K un campo e
V' uno spazio vettoriale su K. Siano

W, Z
sottospazi di V. Ovviamente si ha:
w
WnZzc cW+2 .
VA

Se i sottospazi W, Z sono entrambi di tipo finito, allora si ha:

e WNZ W + Z sono sottospazi di tipo finito,
o dim(W + Z) =dimW +dim Z — dim(W N 2)

Cenno. 1° caso: Si verifichi I'asserto per esercizio nei due casi:
Wcz, ZcW .
2° caso: Si supponga:
wgz, Zgw, wnz={o}.

In tal caso esistono (perche?):

una base (w1, ...,ws) di W,
una base (21,...,2;) di Z;
si provi che
(W1, .oy Wey 21, vy 2t)

¢ una base di W + Z.
3° caso: Si supponga:

W¢z, Zgw, wnz+{o}.
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In tal caso esistono (perche?):

una base (v1,...,0,) dwnz,

una base (vi,...,vp,w1,...,ws) di W,

una base (v1,...,0p,21,...,2) di Z;
si provi che

(V1o oy Upy Wy ooy Wy 21y - ey )

€ una base di W + Z. [ ]

Esercizi:

e Si consideri €7, e siano W, Z suoi sottospazi. Si provi che:

o dimW =3,dimZ =5=WnZ#{0} (siapplichi a W,Z

il Teorema 2.13.1),
o dmW=6Z¢W=W+2Z=C".

e Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K, di tipo finito e

dimV = n. Siano W, Z sottospazi di V; si provi che:
dimV +dimZ >n=wnz#{0}.

2.14 Somma diretta

Per rendere significativa la nozione di somma diretta, analiziamo preventi-

vamente una situazione concreta: si consideri lo spazio vettoriale R* (su R),

ed 1 suoi sottinsiemi

a !
_ b, _ 5
w={|, |rabeRr}, z=A 3
b o
e si provi che W, Z sono sottospazi di R*;
e si determinino una base di W e una di Z;
Cenno. Si ha
1 0 1
0 1 0
w={a| | |+0]| , [rabeR}=(]| ]
0 1 0
pertanto la famiglia
1 0
0 1
(L llol)
0 1
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e una famiglia di generatori di W; siccome tale famiglia ¢ anche
linearmente indipendente, ¢ una base di W. |

e si provi che
W+Z:{x€IR4::c1+$2—x3—:IJ4:0}
Cenno. Si provino separatamente gli asserti:

a) dim(W +2) =3
b) dim{xE]R4:m1+x2—x3—x4:0}:3
c) W+ZC{x€IR4:x1+x2—x3—x4:0}

[ |
e sia

1

v — 3
= 5 :

1

si constati che

vg W+ 27 ;

esistono w € W, z € Z tali che

v=w+z"?

e gia

NN W

si constati che
veW+ 2 ;

pertanto esistono w € W, z € Z tali che
v=w+ 2,
domanda: il modo di scrivere v nella forma
v=w+z weWzeZ

¢ unico, o ci sono piu modi di farlo?
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risposta: un modo &

-1 2
_ 0 n 3
R | 3|
0 2
e per YA € R un altro modo &
142 2— )
_ 0+ A 3—A
Rl RIS B I S
0+ A 2— A
Risolvendo con il Metoo di Gauss il sistema
a « 1
b I} | 3
o | g1 | 2
b o 2
nelle incognite
a, b7 «, /8 €eR )

si provi che, al variare di A, le soluzioni indicate sono tutte e sole
quelle possibili.

2.14.1 Definizione: Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K. Sia
Vi,.. .y Vg
una famiglia finita di sottospazi di V.

e Seper Vv € Vi+---+V} esistono (ovviamente) e sono univocamente
determinati
vi €EVi,...,op €V

tali che
v:v1+...+vh7

e allora la somma

h
S Vi=Vite Vi
j=1
si dice diretta, e si denota con i simboli
h
DV, =Vio-- oV
j=1

Attenzione: “@” e “@” non sono nuove operazioni tra sottospazi,
sono semplicementi nuovi simboli con cui indicare “Y_” e “4” una
volta che sia stato appurato che una somma e diretta.
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Esempio:Si consideri lo spazio vettoriale R® (su R), ed i suoi sottinsiemi

a 2
a 3

W:{ b :a,bG]R}, Z:{ 2p :a,ﬁGR};
b 3p
b 50

e si provi che W, Z sono sottospazi di R?;
e si determinino una base di W e una di Z;
e si provi che
W+ 2Z={2eR’: 2x3 —3wa+25 =0}
Cenno. Si provino separatamente gli asserti:

a) dim(W + 2) =4
b) dim {z € R®: 2z3 — 3wy + 5 =0} = 4
c) W+ZC{xEIR5:2:c3—3:c2+x5:O}

e sia
6
8
v=| 3 ;
3
6
si provi che
vg W+ 27 ;
ovviamente
weW,ze Z taliche v=w+2z;
e sia
"
V2
v=| v | eW+Z,
V4
75

ossia tale che
273 =3+ 75 =0

si provi che

JiweW,ze€ Z taliche v=w+ z;
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Cenno. Con il Metodo di Gauss si risolva il sistema

a 2c Y1
a 3a Y2
b + 203 = V3
b 30 V4
b 50 Vs
nelle incognite
a,b,a,6€R.

e il precedente Item prova che la somma

W+Z

e diretta; da questo momento, tale somma puo essere indicata con
il simbolo

WoZ;

e sia
!
Y2
v=| 3 |eWaZ,
Y4
75

ossia tale che
293 =314 +75 =0

si scriva v nella forma

v=w+z con weW, zeZ .

Per controllare che una somma di sottospazi sia diretta, e per com-
prendere a cosa serva tale informazione, sono utili i seguenti due Teoremi
(dimostrarli entrambi per esercizio).

2.14.2 Teorema: Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K. Sia
Vi,oo o, Vg
una famiglia finita di sottospazi di V. Sono equivalenti gli asserti:

a) la somma
Vi+--+WVp

¢ diretta;
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b) sussite l'implicazione

vi € Vi,...,up €V
o1+ v =0

v =---=v,=0.

Nota: Si applichi questo Teorema ai due precedenti esempi di questa Sezione,
per provare piu elegantemente che nel primo caso la somma non ¢ diretta e
nel secondo la somma ¢ diretta.

2.14.3 Teorema: Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K. Sia

Vi,oo o, Wy
una famiglia finita di sottospazi di V.
Se
e V7,...,Vp sono sottospazi di tipo finito,

e dmV; #0 per j=1,...,h,
allora sono equivalenti gli asserti:

a) la somma V) + --- 4V}, & diretta;

b) esistono

una base (vig,...,v1p,) di Vi
una base (vp1,...,Vhn,) di Vi
tali che
(Ulla"' y Ulngy -« Uhlw'-’vhnh)
sia una base di Vi + -+ V3, ;
c) si ha
dim(Viy +---+ V) =dimVy 4+ -+ - +dim V}, .
Inoltre, se
e V1,...,V} sono sottospazi di tipo finito,

o dimV; #0 per j=1,...,h,
e la somma V| + --- 4+ V}, e diretta,

allora, date comunque

una base (vi1,...,v1p,) di Wi

una base (Vpi,...,0ph,,) di Vj
si ha che

(’UH,...,Ulnl, ceey ’Uhl,...,’U}mh)

euna basedi Vi ®--- V.
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Esercizi:
e Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K; sia
Vi,.. sV
una famiglia di sottospazi di V, tale che la somma
Vi+--+ Wy
sia diretta. Si provi che anche la somma
Vi+-+Vi+(0) +(0) +(0)

e diretta.

e Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K; siano

W, Z

sottospazi di V. Si provi che sono equivalenti gli asserti:

a) la somma W + Z ¢ diretta;
b) siha WnZ={0}.

Attenzione: tale risultato non si generalizza in modo banale a
famiglie con piu di 2 sottospazi; vedi Item seguente.

e Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K; sia
‘/1’ RN Vh

una famiglia di sottospazi di V. Si provi che sono equivalenti gli
asserti:

a) la somma Vi,...,V, e diretta;

b) si ha
vinte = {o}
(Vi +V2) N V5 = {0}
(V1—|—V2+V3)QV4= {0}

Vi+VatVat+--+u )NV =1{0} .
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e Si provi che

1 1 1
R=(| 1 [)a([3].[2])
2 3 2

Cenno. Vanno provati separatamente 2 asserti:

1°) la somma indicata & veramente diretta: per questo si verifichi

che

1

(f 1] ¢ una base del 1° addendo,
2
1 1

(1 31,21 ¢ una base del 2° addendo,
3 2
1 1 1

({f 1), 3 ], 2 ]) ¢&unabasedella somma,
2 3 2

e si applichi il Teorema 2.14.3.

1 1 1
2°) R3 = (| 1 ]Y+(| 3], 2 |) : per questo, si osservi
2 3 2
che
1 1 1
({1 )+l 3|, 2])cR?
2 3 2
1 1 1
dm((| 1 |)+([ 3], 2])=3
2 3 2

dimR? =3

e Scrivere C? nella forma:
o (=W & Z , con W, Z sottospazi di C? tali che
dimW >0, dimZ >0 ;

Cenno. Dei 2 sottospazi, uno deve avere dimensione 1, e
I’altro dimensione 2. Si scelga una base

(Cla C2, 63)
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di €3, e si ponga
W = <Cl,02>, 7 = <63> .

|
o B=WaZ®Y ,conW,ZY sottospazi di C? tali che

dimW >0, dimZ >0, dimY >0 ;.

o P =WeZaeY &S, con W,Z,Y,S sottospazi di C? tali
che

dimW >0, dimZ >0, dimY >0 ,dim§ >0 ;

Attenzione: richiesta assurda (perché?).
o CB=WaZaY®S,conW,Z,Y,S sottospazi di C>.

e Si consideri . (C,R) (vedi Sezione 2.5; ¢ uno spazio vettoriale su
C o su R?). Siano

Vlz{fEL‘f(C,R):f(c):O peertalecheRecSO}

ng{féﬁ’(@,]R):f(C)zO peertaleCheRec#O}

Vg:{feff(C,R):f(c):O peertalecheRecZO}
Si provi che:

o Vi, Vo, Va3 sono sottospazi di #(C, R);
o FIC,R)=Vi@Vad Vs,

e Si consideri .Z (R, R). Sia f : R — R una funzione; si ricordi che:

o f sidice pari se per Vt € R si ha

f(=t)=F{) ;
o f sidice dispari se per Vt € R si ha
f(=t) =—F(t)

Siano:

Vi={feZR,R): f pari}
Vo = {f e Z(R,R): f dispari}
Si provi che:
o V1, Vo sono sottospazi di .Z (R, R);
© ﬁ(R,R) =Viob.
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Capitolo 3

Applicazioni lineari e matrici

3.1 Applicazioni lineari

Sia K un campo, e siano V, W spazi vettoriali su K.

3.1.1 Definizione: Sia
fV-w

una applicazione.

Se
e per Yvy,v9 € V si ha
flor +v2) = f(v1) + f(v2)
e per Vv € V e per VA € K si ha
fw) = Af(v)
allora
e f si dice una applicazione lineare o un omomorfismo.
Esempi:
e Si considerino gli spazi vettoriali V7, e R3 sul campo R. Sia
¥V = (v1,v2,v3)
una base di V7. Si considerino le applicazioni
/@:VL—>R3, 9:R® >V,

definite da:
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o per Vv € V7, si consideri la colonna a € R? tale che
vV=y a,

e si ponga
k(v) =a;

o per Ya € R? si consideri il vettore v € V7, tale che
vV=y a,

e si ponga
Ha) = v ;

Si provi che
k: Vi —R3 0:R®—Vp

sono applicazioni lineari.
Si dica come operano i prodotti i composizione

vk Vi, — Vi, k9 R3— R3.

Si considerino gli spazi vettoriali V7, e R? sul campo R. Siano
v € V1, ag € R?
Si considerino le applicazioni
Too - VL — VL,  Ta ‘R - R?
definite da:
o per Yv € V, si ponga
Ty (V) =v+v9 € VI, 5
o per Va € R? si ponga
Tap(a) = a+ag € R?;

Si provi che
Two - VL —= VL, Ta :R* - R3

sono applicazioni non lineari.
Si considerino gli spazi vettoriali su R definiti da:
V = (1,cosmt,sinmt), W = (cosmt,sinnt)

(sono sottospazi dello spazio vettoriale .7 (R, R)). Si considerino le
applicazioni

F:V—-W G:W-=>V
definite da:
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o per Vf(t) € V si provi che
few

(Nota: Ilsimbolo f(")(t) denota la derivata h-esima di f(t)),
e si ponga:

o per Vg(t) € W si consideri I'unica primitiva g(t) di g(t) tale
che
9(1/2) =0;

si provi che
e si ponga

Si provi che
F:V—-WwW G:W-=>V

sono applicazioni lineari.
Si dica come operano i prodotti i composizione

GF: V-V, FG:W->W.

3.1.2 Definizione: Sia
f:V-=Ww

una applicazione lineare.

e Si consideri 'insieme

{vGV:f(v)zO};

tale insieme si dice il nucleo di f (in inglese, il kernel di f), e si
denota con il simbolo
ker f ;

e si consideri I'insieme
{we W :3veV tale che f(v) =w} ;
tale insieme si dice I’ immagine di f, e si denota con il simbolo

Im f.
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3.1.3 Osservazione: Sia
f:V-w

una applicazione lineare. Si provino gli asserti seguenti:

V¥ ker f & un sottospazio di V;
¢ Im f & un sottospazio di W,

¢ se
{ ew
w )
¢ Im f
allora
{UEV: talechef(v):w}:® ;
¢ se

w e Im f

e v eV & un elemento (certamente esistente) tale che
f0) =w,

allora
{U €V : tale che f(v) = w} =v+kerf ;

Nota: seyeV,e M C V, il simbolo
y+ M
e definito da:
y—l—M:{y—l—m:meM} .
¢ f ¢ surgettiva < Im f =W (& una tautologia);
¢ [ ¢ iniettiva < ker f = {0};

A se
VoW

e bigettiva, allora
ftw-v
e lineare;
Cenno. Siano w, z € W; siccome

f(f H w+2)=w+2z
FU N w)+ () = :
FUHw) +f(fH2) =w+z

e f e iniettiva, si ha

fFHw+z2)=fHw) + () .
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3.2 Applicazioni lineari definite su spazi di tipo
finito

Sia K un campo, e siano V, W spazi vettoriali su K.

3.2.1 Teorema (per la determinazione di Im f): Sia
f:V-W

una applicazione lineare.
Se V e di tipo finito, e
(V1,--.,0p)

¢ una famiglia finita di generatori di V/, allora
Im f = <f(vl)a .. af(/l)n)>
In particolare:

e Im f e un sottospazio di tipo finito di W,
e dim(Im f) < dimV.

Cenno. Sia w € W. Si ha

wE€Im f <
Jdai,...,an € K tali che f(ajv1 4+ -+ + apvn) =w &
Jdai,...,a, € K tali che a1 f (v1) + -+ anf (vp) =w &
we (f(v1),..., flvn))

3.2.2 Teorema (della dimensione per applicazioni lineari): Sia
f:V-w

una applicazioe lineare.
Se V e di tipo finito, allora

e ker f e di tipo finito (vedi Esempi nella Sezione 2.12),
e Im f ¢ di tipo finito (vedi Teorema 3.2.1);

sussiste inoltre la relazione:
dimV = dim(Im f) + dim(ker f) .

Cenno. Si ponga
dimV =n.

Copisteria Speedy



86 3 Applicazioni lineari e matrici

Si provi per esercizio il Teorema nei seguenti 3 casi:
n=20
n#0 e dim(ker f) =0
n#0 e dim(kerf)=mn .
Supponiamo quindi

n#0, 0< dim(kerf)<mn,

e sia

h = dim(ker f) .

Si cosideri una base

(v1,...,0p)
di ker f ; esistono z1,...,2z,_p € V tali che
(U1y ooy URy 21y e v oy Zn—h)

sia una base di V.
Si provi che

(f(z1), - f(zn-n))

¢ una base di Im f . |
Esercizio: Sia K una campo, V, W spazi vettoriali su K, e sia
f:V-w
una applicazione lineare. Si provino gli asserti:

® Se

dimV =5, dimW =3,
allora f non ¢ iniettiva;

® Se

dimV =7 dimW =11,
allora f non e surgettiva;

® Se

dimV =13
e f e bigettiva, allora W e di tipo finito e

dimW =13.

Si generalizzino tali risultati.
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3.2.3 Teorema (per la costruzione di tutte le applicazioni lineari): Sia V'
di tipo finito, e sia

dimV =n#0.
Siano
(v1,...,v,) una basedi V
(wi,...,wy) una famiglia qualsiasi di elementi di V' .
Allora 3y applicazione
f:Vv—-w
verificante le proprieta:
e f ¢ lineare,
e per j=1,...,n siha
f(vj) = wj
Cenno. Si ponga
% — (vlv ,’Un)
Si consideri la applicazione
p:V-W

definita come segue: per Yv € V,
e si consideri la colonna

ai

Qn

tale che
V=y a

e si ponga
p() =aiwy + - +agw, €W .

Si verifichi che:

e |'applicazione

e lineare, e per Vj =1,...,n siha
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e se
f:Vv-w
e lineare, e per Vj =1,...,n siha
flvj) =wj

allora per Yo € V' si ha f(v) = ¢(v) .

Eserizio: Si considerino tutte le applicazioni

f:R* >R
tali che
3 6
(1)=(3) G-
1 1 1

e si diano infiniti esempi di tali applicazioni;

e si provi che tra tali applicazioni ne esiste una sola che sia lineare;
Cenno. Si osservi che

(7))

¢ una base di R?, e si applichi il Teorema 3.2.3.
Sia
f:R? - R

I'unica applicazione lineare tale che

3 6
()-(3)()-(2)
1

e per Vo = ( il > € R? si calcoli
2

Z2

?
f(x)=f<x1>= ? | eR? ;
?

e si determinino

ker f, Im f

loro basi e le loro dimensioni;

Y



3.3 La categoria degli spazi vettoriali

e si determini 'insieme

1
{xEIR2:f($): 1 };
1
e si determini 'insieme
9
{xEIRzzf(x): 9 };
3

e si verifichi che
dimR?, dim(ker f), dim(Im f)

rispettano il Teorema della dimensione 3.2.2.

3.3 La categoria degli spazi vettoriali

Sia K un campo.
Per ogni diagramma:

ove:
o V, W, Z sono spazi vettoriali su K,
o f, g sono applicazioni lineari,

si consideri il prodotto di composizione

gf
Vv — Z

ossia ’applicazione definita da: per Vv € V' si ha
(9./)(v) = g(f(v)) ;
si verifichi che:

o gf € una applicazione lineare,
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o il diagramma

f
V — W
gf ™\ lg

Z
e commutativo, nel senso che, per Vv € V,
“trasformare v sequendo il lato orizzontale e poi il verticale”
“trasformare v sequendo il lato diagonale”
sono due operazioni che forniscono lo stesso risultato in Z.

Per ogni spazio vettoriale V su K, si indica con
Lty V-V

I’applicazione identica di V', ossia 'applicazione definita da: per Vv € V si
ha

ty(v) =wv :
ovviamente Ly € una applicazzione lineare. Si verifichi che per ogni
applicazione lineare

f:Vv-w
si ha che i diagrammi
f f
Vv — W Vv - W
N lw w1 Jf
w V

sono commutativi, ossia che
twf=1r ftv=1f.
Sia % [linsieme di tutti gli spazi vettoriali su K:
e per ogni coppia (V,W) € # x J# si ponga
Hom (V,W) = {f VoW f lineare}

(le applicazioni lineari da V in W, saranno chiamate gli omomor-

fismidi V in W),
e per ogni terna (V,W,Z) € # x # x 2 si ha l'applicazione
Hom (W, Z) x Hom (V,W) — Hom (V, Z)

definita da
(9, f) —9f

ove ¢gf e il prodotto di composizione.
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3.3.1 Definizione: Si consideri I'insieme %, dotato degli insiemi di omo-
morfismi Hom (V, W) , e dell’operazione di composizione tra omomorfismi.

Siccome 'operazione di composizione tra omomorfismi & associativa ed
ammette elementi neutri, ossia:

e per ogni terna di omomorfismi
h:Z-T, g W—2Z f: VoW,
si ha (verifica ovvia)
hgf) = (hg)f
e per ogni omomorfismo
[V =W,

si ha:
o ly € Hom(V, V)
o Ly € Hom(W, W)
o ftv=1Ff, twf=1Ff

allora si dice che J£ & una categoria, e precisamente la categoria degli spazi
vettoriali su K.

3.3.2 Definizione: Siano V,W € J; si consideri 'insieme
Hom(V, W) .
In Hom(V, W) si considerano le operazioni definite da:
e per ogni coppia di omomorfismi
fg: VW,

si indica con

f+g:V-W
I’applicazione definita da: per Yv € V' si ha
(f+9)(w) = f(v) +g(v) ;

e per ogni omomorfismo

f:V-=w,
e per ogni
AeE K,
si indica con
AV —-W

I’applicazione definita da: per Vv € V' si ha

(Af)(w) = Af(v) ;
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si verifichi che:
e f+g, \f € Hom(V, W), ossia che
f+g, Af

sono applicazioni lineari;

e Hom(V, W), con tali operazioni, & uno spazio vettoriale su K .
Come opera l’elemento neutro
0:V-W

rispetto alla somma in Hom(V,W) ? Sia f € Hom(V,W); come opera
I’opposto
—f: V=W

di f in Hom(V, W) ?
3.3.3 Osservazione: Siano
V.W,Z e X .
Si provi che per
Vf,g € Hom(V,W), Vh,k € Hom(W,Z), YA€ K

si ha:

{h(f+g)=hf+hg {(h+k)f=hf+kf
h(Af) = Mhf) (AR)f = A(hf)

Il sussistere di tali uguaglianze si esprime dicendo che il prodotto di
composizione tra omomorfismi ¢ lineare sia a destra che a sinistra.

Esercizio: Sia K = R. Si considerino le applicazioni

f,g:R?> = R3, hk:R® — R?

definite da:
2 2(L‘1 - 3%2 2 41‘1 - 21‘2
f<$1>= 3z +4x2 |, 9(;)2 3x1 — S
2 2.%'1 - 5.%'2 2 43?1 — 61’2
h il . 21‘1 — 3%2 — 41'3
2 o 3x1 + 4xo — 623 ’
x3
k il . 4.731 — 2.732 — 2%3 .
2 - 3r1 — dxo + 223 ’

L3
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e si provi che

f,g € Hom(R? R3), h,k € Hom(R?, R?)

e si calcolino:

x 1
! ) (=3h +2k) | o

€2
3

(2f —179)

7N

T2

w2

3.3.4 Definizione-osservazione: Sia

hf(““), fh o |

e ha senso calcolare:

Vex.
Gli elementi di
Hom(V,V) ,
ossia le applicazioni lineari
f:V-v,

si dicono gli endomorfismi di V; 'insieme Hom(V, V') si denota con

End V.
e Si osservi che per Vf,g € End V e per VA€ K siha

f+g € EndV
fg € EndV
i € EndV

e siricordi che End V' con le operazioni
+, A

e uno spazio vettoriale su K;

e si provi che End V' con le operazioni
+, -

¢ un anello con identita;
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e chi ¢ l'identita di End V' 7
e siricordi che per Vf,g € End V e per VA € K siha

(Af)g = f(Ag) = A(f9)
Esercizio: Sia K = R ; si consideri ’anello
End R? .

Sia
f:R? - R?

I’applicazione definita da:

15 )= (o« (aroes )

e Si provi che

f € End R? ;
e si provi che
fP=—t+V2f;
(Nota: f? significa ff; ( significa Lg2 , ossia l'identita di

End R? )

e in End R? (si ricordi che si tratta di uno spazio vettoriale su R) si
consideri il sottospazio

F={,f);
si provi che
dimF =2 ;
e siano
c,d € F;
si provi che
c+d, cde F;

e si provi che F € un campo;
e chie f~! ossia linverso di f in F?

e si ponga
. 2
J=17%
si provino gli asserti:

o F={(,j),
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Oj2:_[/7

o l’applicazione
C — F
a+bi — al+bj

e bigettiva, trasforma somme in C in somme in F', prodotti
in C in prodotti in F.

(Nota: L’ultimo risultato si esprime dicendo che I'appli-
cazione indicata € un isomorfismo di campi, e che il campo
F ¢ isomorfo al campo complesso C.)

3.4 Applicazione lineare canonica associata ad una
matrice

Sia K un campo.

3.4.1 Definizione(di prodotto matrice-colonna): Si consideri una matrice

A= (a,...,a,) € K™,

ove
ai,...,a, € K™
sono le colonne di A.
Per
T
Vo = : e K",
In

si consideri la “combinazione lineare
n
E zja; = x101 + -+ Tpan € K"
j=1
delle n colonne di A con gli n numeri della colonna z”; tale combinazione

lineare

e si dice il prodotto della matrice A € K™*™ per la colonna x € K",
e si denota con la sigla
Az ;

si ha quindi:

T n
Az = (a,...,ap) : :E rja; =101 + - + Tpan € K™ .
—

Tn, J
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3.4.2 Definizione(di applicazione lineare canonica associata ad una ma-
trice): Si consideri una matrice

A= (a,...,a,) € K™,

ove
ai,...,an, € K™

sono le colonne di A.
Si consideri I'applicazione

Ly K" — K™
definita da: per Vo € K™ si ha
La(z)=Azx e K™ .
Si verifichi che:
o £y € Hom(K", K™) , ossia che
Ly K" — K™

e una applicazione lineare;

e considerata la base canonica
E=(e1,...,6en)
di K™, si ha:
Zaler) = a1, ..., ZLalen) = an ;
o %4 & 'unico elemento di
Hom(K™, K™)
che (vedi Teorema 3.2.3):

trasforma e; € K™ in a3 € K™

trasforma e, € K™ in a, € K™

L’applicazione
Ly K" — K™

si dice 'applicazione lineare canonica associata alla matrice A.

Nota: La matrice A, nata come una banale tabella numerica, diviene
portatrice di tutte le proprieta geometriche e algebriche della applicazione
lineare canonica .Z4 associata ad A.
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Esercizio: Si consideri il campo R e la matrice

1 2 1 3
A= 4 8 5 7 | eR¥,
2 4 3 1
si consideri ’applicazione lineare canonica

Z4:R* - R?

associata ad A.
Si determinino:

e ker A, ossia ker Zy;

Cenno. Gli elementi di ker A sono quindi le soluzioni del siste-

ma
Axr =0,
ossia del sistema
121 3 il
4 8 5 7 21=10
2 4 3 1 3
T4

ossia del sistema

lx1 + 229+ 123+ 324 =0
4x1 + 8x9 + bx3 + Ty =0
201+ 4x0 + 323+ 124 =0

nell'incognita z € R*.

e Im A, ossia Im Zy;
Cenno. Per il Teorema 3.2.1, si ha quindi

1 2 1
ImA=([4|,[ 38 5
2 4 3

e dim(ker A), ossia dim (ker .Z4);
o dim(Im A), ossia dim (Im .Z4).
Si dica se

e A sia iniettiva, ossia se £, sia iniettiva;
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e A sia surgettiva, ossia se £4 sia surgettiva,
e A sia bigettiva, ossia se L4 sia bigettiva.

Si applichi ad A il Teorema della dimension 3.2.2
Cenno. Tale Teorema applicato a Z4 dice che

dim R* = dim (Im .%4) + dim (ker.Z4) ;

pertanto si ha:
dim(Im A) + dim(ker A) =4 .
|
3.4.3 Teorema(isomorfismo canonico matrici-applicazioni lineari): Si con-
sideri ’applicazione
K™ — Hom(K",K™)
A — 2

Si provi che:

e tale applicazione e bigettiva;

e per

VA, Be K™" VYle K

si ha:

LB =LA+ LB
o= ALy

L’applicazione
K™ — Hom(K", K™)

A — L

¢ pertanto un ¢somorfismo di spazi vettoriali. Tale isomorfismo si dice
Iisomorfismo canonico tra K™*™ e Hom(K", K™).

3.5 Prodotto tra matrici

Sia K un campo.
Si considerino due matrici

Ae K™  Be K",

e siano
Ly K" —- K", Y:K1—- K"

le applicazioni lineari canoniche associate ad A, B.
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Come visto nella Sezione 3.3, € definito il prodotto di composizione
LnLp: K9 — K™,

e si ha:
ZL2Zp € Hom(K9, K™) ;

si ha quindi il diagramma commutativo di applicazioni lineari:

ZB
K1 = Kn
L\ | Za

Km

3.5.1 Definizione(di prodotto tra matrici): Per il Teorema 3.4.3 esiste
una ed una sola matrice

Pe Kmx4
tale che
Lp =L Ln .
Si ponga
B= (b, ... ,by), P={(p1, Dq)
—_——
noti; Vb;e K™ da calcolare; Vp; € K™

e per il Teorema 3.4.3, per Ve; della base canonica di K9 si ha
pj = Zplej) = (ZLaLB)(ej) = La(LB(e;)) = ZLa(bj) = Ab;

e si ha quindi
P = (Aby,...,Ab) .

La matrice
Pec Km*1

si dice il prodotto tra la matrice A e la matrice B, e si denota con
AB e K™*9 .
Con tale definizione, si ha quindi
AB = A(b1,...,by) = (Aby,. .., Aby)
LaLp = ZLap -

Attenzione: Il prodotto
AB

e stato definito solo sotto le ipotesi

Ae K" Be K™,
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Esempi e complementi: Sia K un campo:

e Siano
ail a2
_ _ 3x2
A= (al, CLQ) = as1 a2 c K
az1 as2

B [ bin bz biz buis 2x4 .
B = (b1, b2,b3,b4) = ( byy Doy boz boy > €K7

si ha:

AB = (Aby, Aby, Abs, Aby) =

(b11a1 + baraz , ..., buaar + byaz) =
a11bir + aizbar -+ a11big + a12boy
agibiy + asebor -+ agibis + agobyy | € K34
az1bi1 + azabar -+ azibig + azaboy
e Siano
b1
A= (ay,...,a,) €K™ b=| : | e K"=K"!;
by,
il simbolo
Ab

e ora di interpretazione ambigua, infatti puo essere interpretato

o come prodotto della matrice A € K™*" per la colonna b €
K™, secondo la Definizione 3.4.1: in tal caso significa

bia1 + -+ bpa, € K™

o come prodotto della matrice A € K™*™ per la matrice b €
K™ secondo la Definizione 3.5.1: in tal caso significa

b1a1+"‘+bnanEKmX1 :Km

si conclude che tale ambiguita di interpretazione e irrilevante agli
effetti del risultato.

e 3.5.2 Siano
a=(a,...,a,) € K" Va; € K
by
b=| : | e k™! Vb; € K ;
bn
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si calcoli

b1
ab=(a1,...,a,) | c K" =K
bn

e si verifichi che

n
ab = Zajbj =aiby + -+ apby
j=1

e 3.5.3 Siano
a=(ay,...,a,) € K" Va; € K
B = (by,...,b;) € K™ Vbj € K™l =K";
si ha
aB = (aby,...,aby) € KX

se ne deduca che, posto

B=| : | €K™ w;e K",
b/

n
si ha:
n
aB = Zajb; =aib) + - +ayb,
j=1
ossia che aB ¢ “la combinazione lineare delle n righe di B con gli

n numeri della riga a”.

e 3.5.4 Siano

ay
A=(a,...,an) = : € Kmxn
Uy
b
B:(bl,...,bq): GK”XQ;
b/
si verifichi che si ha:
AB =
aiby alby ay B
(Aby, ..., Aby) = : 35 : = :
al,bi al,bg a,, B
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e Siano
CLll ail
/
A = (CLl,GQ) = CL2 = asy
/

b/
B:(blab27b37b4): ( /1 > = <
2

si ha:

AB =

(Aby, Aby, Abs, Aby) = (br1a1 + baraz ,.

a11b11 + a12b2;
a21b11 + ag2b21
az1b11 + az2bar

a12

a2 €K3X2

aso

b b b b

bz big b g
bo1 b2 b2z boy

.y buaar + bagag) =

a11b14 + a12by
a21b14 + ag2bos | =
a31b14 + azaboy

anbll + alzb/Q CLIIB
aglbll + aggblz = CLIQB € K3x4
aglbll + 0326/2 aéB

Altri esempi:

¥ Siano
ai
a= € K™ =K™1 b= (b,...,b,) € K*"
Am
si ha
a1b1 a1b2 albn
ab — E Kan
amb1  ambo ambn

¢ Sia A = (a1,a2,a3,a4) € C™%; si ha

1 3¢
T 2

A 1 =
21 44

(a1 + iag + 3az + 2iay, 3iay + 2as + a3 + diayg) € K7<?
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b/
1
A Sia B=| b}
/
3

€ %9 si ha

1+7 3 2
B =
2t 1 1—14

Esercizi:

v Calcolare

v (1 243 2 3)

1
o (5

O (1 24i 2 3)

14+

3—1

2+1
—24
141
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4 Siano
147 34i 142
I A Y s
A=19.; 3.9 3_; |€©

1—4 247 1+3

B=|1 2 -1 3 —i i e (3x6
1 3 26 i i —i

e sia
C = AB e ¢**6
Calcolare
/ / /
Cq, 037 02,5 Ab3a Q4B, a3b5
A Sia
ay
/ 3x5
A: (a1’a25a37a47a5) = aQ GC
as

Indicare matrici Bj, Bo, B3, By tali che

AB; = (a3, a2,a2) ABs = (0,a1 + a5, (1 +14)as,0)

al (1+4d)a) + (1 —i)ay
a} 0
BgA = a B4A = a + ial
2 2 3
ak (2+14)a)

3.6 Prodotto tra matrici: proprieta

Sia K un campo.
Il prodotta tra matrici ad elementi in K verifica le proprieta seguenti:

associativita: siano
Ae K™" BeK"™i, (CecK?P
si verifichi che
vV ABe K™, (C e K?™P, (AB)C € K™*P
¢ Aec KM BC e K" P,  A(BC)e Km*P

A (AB)C = A(BC)
Cenno. Per la Definizione 3.5.1 si ha

Lapyc = LapLo = (LaLp) Lo
ZLao) = LaLpo = ZLa(LBZL0) ;
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per 'associativita del prodotto di composizione tra funzioni si ha
(ZLaLB) %o =LA (LB ZL0) ;
se ne deduce che
ZLapc = ZaBc) ;

per il Teorema 3.4.3 se ne deduce che

(AB)C = A(BC) .

|

esistenza elementi neutri: per r=1,2,3,... si ponga
10 --- 0
01 --- 0

I, = o = (e1,€2,...,6,) € K™*"
0 0 1

ove
€1, €2, ..., €Ep

sono gli elementi della base canonica di K;
si verifichi che per VA € K™*" ¢i ha

InA=A, AL, =A

tenuto conto di tali uguaglianze la matrice I, si dice la matrice identica di
ordine r

linearita a destra: siano
Ae K™" B, CeK"™ \NeK

si verifichi che

vV A(B+C)=AB+ AC € K™*1
Cenno. Per la Definizione 3.5.1 e per il Teorema 3.4.3 si ha

ZLaBrc) = LaL By = La(Lp + Zo)
Liap+ac) = Lap + ZLac = LaLp + Lale ;
per I’Osservazione 3.3.3 si ha
L (L + ZLo) = LaSLs + LaLe

se ne deduce che
ZLaB+C) = LAB+AC ;

per il Teorema 3.4.3 se ne deduce che

AB+C) =AB + AC .
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¢ A(AB) = \(AB) € K™m*1
Cenno. Per la Definizione 3.5.1 e per il Teorema 3.4.3 si ha

gA(AB) = .,?A.iﬂ()\B) = .,?A ()\fB)
ZA(AB) = )\XAB = )\(XAO%B) N
per ’Osservazione 3.3.3 si ha

L (ALB) = AN (ZLaLB) ;

se ne deduce che
ZLAoB) = LAAB)

per il Teorema 3.4.3 se ne deduce che

A(\B) = \(AB) .

linearita a sinistra: siano
A Be K™" CeK"™, MNcK

si verifichi che
v (A+ B)C=AC+ BC € K™*4
¢ MA)C =)\AC) € K™

Le considerazioni che seguono provano che il prodotto tra matrici non é
commutativo

¥ siano A € K3*% B¢ K9

v ¢ definito il prodotto AB € K3*9
A mnon e definito il prodotto BA

¢ siano A€ K35 B e K53

V ¢ definito il prodotto AB € K3*3
¢ ¢ definito il prodotto BA € K5%?
A ovviamente si ha AB # BA

A siano A€ K3%3 B e K3%3
vV sono definiti i prodotti

AB, BA e K33



3.6 Prodotto tra matrici: proprieta 107

O per
A=13, VB
siha AB = BA
A per
1 0 0 01 0
0 0 0 0 0 0

siha AB +# BA

Esercizi:

v siano A,B,C € K*** X,Y,Z € K**3; si esegua 'operazione

(2+i)A+ (B —i)B—(2-3i)C)-
((2 - )X+ B+9)Y -2+ 3i)Z) c O2x3

¢ Siano A, B € C**%; si calcolino

AJrB)2 (A+ B)(A+ B)
A—I—B)3 (A+ B)(A+ B)(A+ B)
A+ B)( B)

(
(
(
(A—iB)(A+ zB)(A2 - B?)

¢ Siano A, B € C*** due matrici che commutano, ossia tali che
AB = BA

si calcolino

A+ B)? = (A+ B)(A+ B)

A+ B)??=(A+B)(A+ B)(A+ B)
A+ B)( B)

(
(
(
(A—iB)(A+ zB)(A2 -~ B?)

¢ sia A e C™* esia I = Iy siverifichi che le due matrici
(A4 +@2-)A+iA%), ((1+i)]+iA°)

commutano.
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A In C?*2 siano

1 0 0 1
E11<00) E12<00>
00 0 0
E21—<10> E22—<01>

Si calcolino tutti i prodotti
ErsE)\p,

Se ne deducano esempi di coppie di matrici di C?>*? che non com-
mutano.

3.7 Trasposizione: gli operatori 1" e x

Sia K un campo.

Data una matrice

a1 a2 a3 a4 ais
3X5
A= (ars) = | a21 a2 ags ax agp | €K
as1 ag2 033 ass ass

si indica con
AT e K5><3

la matrice definita da

11 Q12 (13
Qo1 Qg (23
AT = (Ozl’j) = «31 (32 (33 ove Oéij = CLJ'Z‘
Q41 Q42 Q43
51 Q@52 (53

ossia da
a1l a1 asi
a2 a2 as2
AT = a3 ass ass
a4 Q24 Q34
a5 a5 ass
la matrice A7 si dice la trasposta di A.

Si provi che
¥V per VA,Be K™*" V\Ae K si ha

vV (A+B)T = AT + BT
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O (N AT=x-AT
A (AN =4
A per VAe K™*" Be K"*4iha
vV AB € K™*% e quindi
(AB)T € Ko™
O BT € K©*n AT ¢ K™™ e quindi
BT AT ¢ gaxm
A (AB)T = BT AT
Cenno. Si ha
AB = (¢rs) oOve Cps = albs
(AB)T = (dij) ove dij =cj;i = a;bi
BIAT = (hy) ove hy=()"(a)) =a
|

Sia K = C. Data una matrice

C11 €12 C13 C14 Ci5
C= (Crs) = C21 €22 (€23 C24 C25
€31 €32 (€33 C34 C35

V¥ si pone
C11 Ci2 Ci13 Ci4
C=(Crs)=| Ca Ca C23 Cou
C31 C32 C33 C34
C11 €21
C12 C22
* T — _
Cc* = (C) =(CT)=| ©13 Co3
Cl4 C24
C15 C25

¢ la matrice C si dice la coniugata di C

A la matrice C* si dice la trasposta coniugata di
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Si verifichi che
Vv per VC, D € C™*" e per VA € C si ha
(C+D) =C+D £\-C) =x-C (0 =c
(C + D)* = C* + D* (A-C)F =X.C* (9 =c
A perVC € C™*" D e C"9 si ha

(CD) =C-D (CD)* = D*C*

Esercizi:
Vv Sia
1 1421
. 7 ]. —Z 4%2
C=1 9 3 €C
1414 2

Si calcolino

c, o, (2+3)0)", (2+3)0)

4 Siano
CeQ™", DeC"4 He(CP?

Si provi che
(cDH)T = HT'DTCT, (CDH)* = H*D*C*
Cenno. (CDH)T = (C(DH))" = (DH)TCT = .. n
A Sia C € C™*™; si verifichi che

()" =T, (c*) " =c"

3.8 Matrici reali simmetriche e complesse hermi-
tiane

Si consideri R™*"™ come spazio vettoriale su R.
Le due Definizioni seguenti introducono le nozioni di matrici reali sim-
metriche ed emisimmetriche.
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3.8.1 Definizione: Una matrice A € R™*" si dice simmetrica se
AT =4 .
Si osservi che:

ail a2 Q13
e A= a91 ase ao3 € R3*3 & simmetrica
aszy a32 a33
o se e solo se

a1l a1 a3l a1l a2 ais
a2 a2 as2 = a1 Qg2 Q23 )
a13 az23 ass asz1p as2 ass

o se e solo se Va,s = agy,

o se e solo se
a1l ag1 a3l
A= a1 axn a3z |,
aszy asz2 ass

o se e solo se A & combinazione lineare della famiglia

00 1
(oo ,
100
010 000
100 |,foo01],
000 010
100 000 000
00/, {o1o],[oo0o0])
000 000 001
Denotiamo con
Zn

Iinsieme delle matrici simmetriche di R™*™; si provi per esercizio che:

e .¥, ¢ un sottospazio di R"*™,
(n+1)n

e dm., =14+2+---4+n= 2

3.8.2 Definizione: Una matrice A € R™*" si dice emisimmetrica se
AT =4 .

Si osservi che:
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ail a2 a3
e A= | as az a | € R33 ¢ emisimmetrica

azr asz2 as3
o se e solo se

ail a1 a3l —a1l] —ai2 —ai13
a12 a2 as32 = —a21 —a22 —a23 )
a13 G23 @33 —az; —as2 —as3

o se e solo se Va,s = —ag,

o se e solo se

0 —ax —as
A= axn 0 —asz )
a1 ase 0

o se e solo se A & combinazione lineare della famiglia

0 0 -1
(oo o ,
1 0 0
0 -1 0 00 O
1 0 0,00 —1])
0O 0 O 01 0O
Denotiamo con
y/

I'insieme delle matrici emisimmetriche di IR™*™; si provi per esercizio che:

e ! & un sottospazio di R™*",
n(n—1)

e dmY) =142+---+(n—1)= 5

Il Teorema seguente prova che R™*™ ¢ somma diretta di .#, e di .7,
e dice come si rappresenti una qualsiasi matrice di R™*™ in somma di una
simmetrica e di una emisimmetrica.

3.8.3 Teorema: Sussistono gli asserti:
a) R =9, a9,
b) per VA € R™ " si ha:
1 1
o 5(AJFAT) € S, §(A — ATy e 7!

o A:%(A+AT)+%(A—AT).
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Cenno. Si verifichi direttamente b); ne segue R"*" = ., +.7,. Si provi
per esercizio che

It =40} ;

ne segue che la somma ¥, + .7, ¢ diretta. |

Si consideri C™*™ come spazio vettoriale su C.
Le due Definizioni seguenti introducono le nozioni di matrici complesse
hermitiane ed emihermitiane.

3.8.4 Definizione: Una matrice C' € C™"*" si dice hermitiana se
c*=C.
Si osservi che:

C11 Ci12 C13
o (= C21 C22 (23 € C3*3 & hermitiana
€31 C32 (33

o se e solo se

C11 C21 C31 C11 C12 Ci13
Ci2 C22 C32 = Co1 €22 C23 )
C13 C23 C33 €31 €32 C33

o se e solo se Ve,s = Cgpy

o se e solo se
€11 C21 C31
C=| ca1 c22 ©C32 ;
C31 €32 (33

con
c31 € C

c21,c32 € C
c11,¢22,¢c33 € R

Denotiamo con
I,

I'insieme delle matrici hermitiane di C™*"™; si provi per esercizio che:

e 7, non ¢ un sottospazio di C™*" considerato come spazio vettoriale

su C,
e per VC1,Cy € 74, e per Ya € R si ha

C1+ Cy, aCy € 57,

e 7, & un sottospazio di C"*" considerato come spazio vettoriale su
R,
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3.8.5 Definizione: Una matrice C' € C**" si dice emihermitiana se
c*=—-C.
Si osservi che:

C11 C12 C13
o (= C21 C22 (23 € (3%3 & emihermitiana
C31 C32 C33
o se e solo se

C11 C21 €31 —C11 —Cl2 —C13
Cl2 C22 C32 = —C1 —C22 —C23 )
C13 C23 C33 —C31 —C32 —C33

o se e solo se V¢,s = —Cgp,

o se e solo se
c11 —C21 —C31
C=1| ca c2 —C32 ;
C31 €32 €33

con
c31 € C

co1,c39 € C
C11,C22,c33 € iR
Denotiamo con
A,
linsieme delle matrici emihermitiane di C™*"; si provi per esercizio che:

e ! non ¢ un sottospazio di C"*" considerato come spazio vettoriale
su C,

e per VC1,Cy € ) e per Va € R si ha

C1+ Cs, 04016%,

e ! & un sottospazio di C™*" considerato come spazio vettoriale su
R,

Il Teorema seguente prova che C"*", come spazio vettoriale su R, &
somma diretta di 7%, e di J,, e dice come si rappresenti una qualsiasi
matrice di C"*" in somma di una hermitiana e di una emihermitiana.

3.8.6 Teorema: Si consideri C™*" come spazio vettoriale su R.
Sussistono gli asserti:

a) C"" =, @ K,
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b) per VC' € C™*" si ha:
0 S(CHOY e, L(C-CT) e
o cz%(c+c*)+%(0—c*).

Cenno. Si verifichi direttamente b); ne segue C"*" = 7, + J,. Si
provi per esercizio che

Ao, =10}
ne segue che la somma J%, + 7, & diretta. |

Le considerazioni che seguono mostrano le relazioni che sussitono tra
matrici complesse hermitiane ed emihermitiane, e matrici reali simmetriche
ed emisimmetriche.

Si consideri C™"*™ come spazio vettoriale su R; si verifichi che:

o R™™ 4R™™ sono sottospazi di C"*"™ ;

2—-3t —1+4i -2+

° 7+ 5t 3—1 3—4 =
—4 41 8 — 61 1—1
2 -1 =2 -3 4 1
7 3 3 |+i|l 5 -1 —4 |
—4 8 1 1 -6 -1
e per VO € C™*™, 31 A, B € R™ ™ tali che

C=A+1iB;

CTLX’I’L — ]R’HXTL @ ZRNXH ’

dimp C"*" = 2-n? = 2 - dimg C™*" ;

e sia
C=A+iBeC"";
si ha:
o C* = AT —iBT |
Ae S
Be.7)
Aes)

o C & emihermitiana < ,
Be. .7,

o C ¢ hermitiana < {

o =, @i, dimg 4, =n?,
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o K = iy, dimg A =n?.

Nelle considerazioni precedenti abbiamo considerato C™*™ sia come spa-
zio vettoriale su C sia come spazio vettoriale su R, ed abbiamo osservato

che
dimg C"*" = 2 - dimg C™*" ;

il Teorema seguente generalizza tali considerazioni ad un qualsiasi spazio
vettoriale su C di tipo finito.

3.8.7 Teorema: Sia V uno spazio vettoriale su C di tipo finito, e sia
dimcgV =k .
Sussistono gl asserti:

e Se
v ={o},

allora () &€ una base di V sia come spazio vettoriale su C sia come
spazio vettoriale su R; ovviamente si ha

dimg V =2 -dimegV .

e Se

v #£{o},
si consideri una base

(v1,...,Vk)
di V su C; si ponga

w1 :ivl,...,wk:ivk 5
si verifichi che
(v1, w1, ..., Vg, W)

¢ una base di V su R ;
se ne deduca che

dimgV =2 -dime¢V .

3.9 L’anello K" delle matrici quadrate
Sia K un campo. Si consideri 'insieme
Kan

delle matrici quadrate di tipo n X n.
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Si osservi che per
VA, B K™" VAe K

si ha
A+ B, AB, M € K™"
Si provi che

“w.»

e K™*™ con le operazioni “+” e , ¢ un anello con identita

(Posto I =1,, per VAe K" "siha JA=AI=A)
e K™*™ con le operazioni “+” e “X-”, & uno spazio vettoriale su K
e per VA, Be K™" VYA€ K siha
(M)B = A(AB) = A\(AB) .

L’anello
Kn Xn

si dice I'anello delle matrici quadrate n X n.
Esrecizi:
¥ Sia K un campo. Sia K Ulinsieme delle matrici del tipo

a 0
al = e K™™ con a€ K

Si provi che
V per VA, B € K siha
A+ B, AB €K

W

A K, con le operazioni “+7, , € un campo isomorfo a K

¢ 3.9.1 Sia K un campo. In K™*" si considerino le matrici FE,.q
definite da

ETS = (05 )0767‘707"' 50)
1\— s-ma colonna

Vv si verifichi che
ErsE)\u = 53)\Eru

ove gy ¢ il simbolo di Kronecker
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A se ne deduca che, se n > 2, allora K™*™ & un anello non
commutativo.

¢ Sia K un campo; si consideri K"*™. Sia A € K. Si verifichi che
Al commuta con ogni B € K™*™,

¢ Sia K un campo, e sia A € K?*2. Si provi che sono equivalenti gli
asserti

vV A commuta con VB € K?2%2

A A commuta con Ei1, Eor, E12, Eao

Se ne deduca che sono equivalenti gli asserti

v X € K taleche A= M\I
A A commuta con VB € K2x2

¢ Sia K un campo, e sia A € K™*™. Si calcolino
ErsAa AET’S
Si provi che sono equivalenti gli asserti

VvV A commuta con VB € K™*"

A A commuta con VE,

Se ne deduca che sono equivalenti gli asserti

v 3N € K taleche A= \]
A A commuta con VB € K™*"

¢ Sia K un campo, e sia A € K™*"; si ponga A” = I. Sia
o ={Be K™ :3h>0,3b,...,bp € K
tali che B = bgA° + ---b, A"}
Si verifichi che

vV O0,l,Aco
O per VB,C € of e VA € K si ha

B+C, BC, \B € o

A &, con le operazioni “+7, “-7, “X.”7 ¢ un anello commuta-
tivo

¢ Siano A, B € C*™,
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<

calcolare (A + B)?, (A+ B)3

¢ dire se sia vero o falso che
(A+ B)? = A + 2AB + B?
A verificare che, se A, B commutano, allora
(A+széi(h>Ahﬁﬁ
A=0 A
A Sia

a-(17 2 ) e

V determinare le X,Y € C?*2 tali che
AX =0, YA=0

(Cenno: con il Metodo di Gauss si risolvano sistemi oppor-
tuni di 4 equazioni in 4 incognite)
A verificare che 3 X,Y € C?*? tali che

AX =1, YA=1I

e verificare che X =Y

3.10 Matrici associate ad applicazioni lineari

Sia K un campo.
Siano V, W spazi vettoriali su K di tipo finito e dimensioni

dimV =n, dmW =m,

e sia
f:V-w

una applicazione lineare.
Le considerazioni che seguono, provano che lo studio di f puo essere
ricondotto allo studio di una applicazione lineare

Ly K" — K™

ove A € K™*™ ¢ una matrice opportuna.
Si considerino una base

di V, e una base

di W.
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3.10.1 Definizione: Si calcolino le coordinate di f(vy), ..., f(v,) rispetto
alla base 7/, e sia

ail a1in
fn) =y a1 = : oo fon) =y an =
am1 Amn
La matrice
aiy 0 Qlp
A:(ala"-van): eKan
am1l - Omn

si dice la matrice associata ad f rispetto alle basi ¥V e W' .
Il seguente Teorema fornisce lo strumento per usare A e
Ly K" — K™
nella soluzione di problemi relativi ad f.
3.10.2 Teorema: Siano
T1,...,2p € K, ¢1,...,c;m € K ;
sono equivalenti gli asserti:

a) f(xlvl+“'+$nvn):clw1+...+cmwm

I C1
b) A =
Ty Cm
I C1
C) LA =
In Cm

(verificare per esercizio).

Esercizi:
e si provi che sono equivalenti gli asserti:
o f e iniettiva,

o le colonne di A sono una famiglia linearmente indipendente
in K™ (e quindi in particolare si ha n < m);

e si provi che sono equivalenti gli asserti:
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o f e surgettiva,
o le colonne di A sono una famiglia di generatori di K™ (e
quindi in particolare si ha n > m);

e si provi che sono equivalenti gli asserti:

o f e bigettiva,
o le colonne di A sono una base di K™ (e quindi in particolare
si ha m = n);

e come utilizzare una base di

<a1,...,an>

per ottenere una base di
Im f7?

e come utilizzare una base dello spazio delle soluzioni del sistema
omogeneo

Ax =0
di m equazioni lineari nell’incognita x € K™, per ottenere una base
di

ker f 7
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Capitolo 4

Determinante

4.1 Permutazioni e segno

Si consideri l'insieme
{1,2,3,4,5} .

Una applicazione bigettiva
¢:{1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5}

si dice una permutazione dell’insieme {1, 2,3,4, 5}; I’insieme delle permuta-
zioni di {1, 2,3,4, 5} si denota con

Ss .
Esempi di elementi di S5 sono:

e l'applicazione ¢ definita da:

90(1) = 37()0(2) = 5790(3) - 27Q0(4) =1, @(5) =4;

tale applicazione si denota con il simbolo
1 2 3 45
35 2 1 4

e l'applicazione identica L, ossia la permutazione definita da

e la permutazione
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Date permutazioni
o,1n € 55

anche il loro prodotto di composizione
on:{1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5}

€ una permutazione di {1, 2,3,4, 5}; ad esempio:

® Se
(12345 /12345
“\3 5 1 4 2 "=\415 2 3)"
si ha
/12345 /12345
TM=\4 32 5 1 M=\5 3 4 2 1
® Se
/12345 w_12345
Y=\l35 21 4 “\4315 2)°
si ha

e =vp=1L.

L’operazione di prodotto di composizione tra elementi di S5 verifica le
proprieta seguenti:

e ¢ associativa, ossia: per Vo,n, T € S5 si ha
(on)T =0o(n7) ;

e ammette elemento neutro, ossia: esiste un elemento di Ss, e pre-
cisamente la permutazione identica ¢, tale che per Vo € S; si
ha

ol = lo = o;

e ogni elemento ammette inverso, ossia: per Vo € S5 esiste una per-
mutazione, e precisamente I'applicazione inversa o~ ! della applica-
zione bigettiva o, tale che

Allora S5 con il prodotto di composizione si dice un gruppo moltiplicativo,
e precisamente il gruppo delle permutazioni dell’insieme {1,2,3,4,5} o il
gruppo simmetrico di ordine 5.

Si verifichi che:
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(12345
Y=\35214)"
allora si ha
4 (123 45\
¥ "\ 4315 2)°
e se o,n € S5, allora si ha
(on) ' =n"lo7",

e S5 éun gruppo con 5! =1-2-3-4-5 elementi.

0:<1_ 2 3 4 5 >€Sm

01 02 03 04 05

Sia

si pone:
02 —01 03— 01 04—01 05— 0]

2-1 3-1 4-1 5-1
03 — 02 04 — 02 05— 02
3-2 4-2 5-2

04— 03 05— 03

sgn o =

4-3 5-3
05 — 04
5-4

si verifichi che:
° sgnae{—l,l};
e sgn o = 1 se il numero di fattori negativi al numeratore e pari;
e sgn 0 = —1 se il numero di fattori negativi al numeratore e dispari;

si verifichi inoltre che (attenzione: non & una verifica difficile, ma non &
banale):

e per VYo,n € S5 si ha
sgn (0n) = (sgn o)(sgn n)
Si considerino 2,5 € {1, 2,3,4,5, }; si indica con
(2,5)
la permutazione definita da

1 2 3

45\
42 )"
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tale permutazione si dice uno scambio, e precisamente lo scambio tra 2 e 5;
si osservi che tale permutazione coincide con la propria inversa, ossia che

Si verifichi che

e per ogni i,j € {1,2,3,4,5,} tali che i # j, si ha
sgn (i.j) = —1.

Si consideri la permutazione

si verifichi successivamente che:

1 2 3 4 5
o(4,5)a=(4,5)<3 59 4>:
4
1

» o= ( 5 ]

.(3,2)(4,1)(4,5)02(3,2)@ L 2):(3 ’ g g)
. (1,2)(3,2)(4,1)(4,5)0:(1,2)(; Lo §>:L,

se ne deduca che:
o o= ((1,2)(3,2)(4,1)45) "
o 0= (4,5"14,1)713,2)71(1,2)!
e 0=1(4,5)(4,1)(3,2)(1,2),

ossia che

e o (e analogamente ogni elemento di S5) ¢ scomponibile in un pro-
dotto di scambi.

Si noti che ciascuna ¢ ammette molte scomposizioni in prodotto di scambi.
La seguente osservazione prova che la parita del numero di fattori di una
scomposizione di ¢ non cambia al variare delle scomposizioni.

Segno e scomposizione in prodotto di scambi sono logicamente correlati
dalla seguente osservazione (dimostrarla come esercizio quasi banale):
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e sia 0 € S5, e sia
U:Sh...sl

una scomposizione di ¢ in prodotto di h scambi; si ha

sgno= 1 = hepari

sgn 0 = —1 = h e dispari

dalla osservazione precedente si deduca che:

e per Vo € S si ha:

sgn ol = sgn o

(Cenno: Posto o = sp,--- 51, con sq,--- , 5, scambi , si ha 07! =

st sn)
In maniera analoga si opera in uno qualsiasi dei gruppi simmetrici

31,52,...,56,57,...

. L’unica attenzione da fare € per S, ove 'unica permutazione é

(1),

e la definizione vista di segno non si puo applicare a tale permutazione; in
tal caso si pone come definizione autonoma:

1
sgn<1>—1.

4.2 Determinante

Sia K un campo e sia K™*™ I'insieme delle matrici n x n ad elementi in K.
In questa Sezione studiamo una applicazione

det: K™ — K
A — detA (determinante di A)

che si indica con “det” e si chiama “determinante”’, che gode delle seguenti
proprieta:

e & n-lineare sulle colonne, ossia: dato comunque i € {1, ... ,n}, e
date comunque n — 1 colonne

n
al,...,ai_l,aiﬂ,...,anGK ,

Copisteria Speedy



128 4 Determinante

per Vy,z € K™ e VA € K si ha

det(ay,...,ai—1,y + 2,Gi41, ..., ap) =
det(al, ey @1, Y, i1y - .,an)—i—
det(ay,...,ai—1,2,Qi41,...,a)
det(al, Ce ,ai_l,)\y,ai+1, Ce ,an) =
Adet(aq,...,q4i—1,Y, QGit1,---,an)

e ¢ alternante sulle colonne, ossia: data comunque
nxn
(alv"'7an)€K )
se esistono ¢ # j tali che a; = a;, allora si ha

det(a,...,ap) =0

e det I =1, ossia:
det(eq,...,ep) =1,

ove
(e1,...,¢6n)

¢ la base canonica di K™.

Il seguente Teorema dice come cambia il determinante di una matrice
quando se ne scambiano due colonne.

4.2.1 Teorema: Sia (ai,...,a,) € K"*" e sia
oesS,
uno scambio. Si ha:
det(ag(1), - Ao(n)) = —det(a1,...,an) .

Cenno. Supponiamo per semplicita di scrittura che ¢ sia lo scambio tra
1e2. Siha

0 = det(ay + ag,a1 + ag,as, ..., a,) =
det(a,a1,as,...,ay) +det(ai,az,as,...,an)+
det(ag, a1, as, ..., a,) + det(az, az,as, ..., a,) =
det(ay,as,as,...,a,) + det(ag,ar,as, ..., an)

Il seguente Teorema dice come cambia il determinante di una matrice
quando se ne permutano le colonne.
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4.2.2 Teorema: Sia (ai,...,a,) € K™ esia
oES, .
Si ha:
det(ag(1)s - - -5 Ag(n)) = (sgn o) det(ay, ..., a,) .
Cenno. Supponiamo che
o=S8p 81

sia una scomposizione di ¢ in prodotto di scambi. Tenuto conto del Teorema
4.2.1 si ha
det(ay,...,ay) =
(-1t det(as (1), -+ s, (n)) =

(_1)2 det(asgsl(1)7 SUR) aszsl(n)) =

(_1)h det(ash-"Sgsl(l)? M 7ash---5231(n)) =
(sgn o) det(ag(1ys - - - Ag(n))
|

Il seguente Lemma fornisce 'informazione piu profonda sul comporta-
mento del determinante.

4.2.3 Lemma: Siano
B = (bl,...,bn), A= (al,...,an) e K™ ;

si ha:

det(BA) = ( Z (sgn o)ag(1y1 - aa(n)n> det(by,...,by)

gESy

Cenno. Tenuto conto della n-linearita e della alternanza di det, e tenuto
conto del Teorema 4.2.2, si ha:

det(BA) = det (Zn: Aoy1boyy - - z’"‘: aonnbgn> =

o1=1 on=1

n

Z aall"'adnndet(bo'l""’ban) -

O1,ee,0n=1

Z As(1)1 " Co(n)n det(ba(l)a e aba(n)) =
0ESh

Z As(1)1* " Go(n)n ((Sgn J) det(bb s bn))
0ESH
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Il seguente Teorema dice come si calcola il determinante di una matrice,
e come si comporta il determinante rispetto al prodotta tra matrici.

4.2.4 Teorema: Sussistono gli asserti seguenti:

a) per
VA = (ai,...,a,) € K™"

si ha

det A= ) (sgn 0)ao(1)1 " to(uyn ;
O’GSn

b) (Teorema di Binet) per VA, B € K™*™ si ha
det(AB) = det(BA) = (det A)(det B) .
Cenno. a) Per il Lemma 4.2.3 si ha

det A =det(IA) =

( Z (Sgn J)aa(l)l T aa(n)n) (det I) =

O'GSn

Z (Sgn U)aa(l)l © Qo (n)n

UeS?’L
b) Segue dal Lemma 4.2.3 e da a). [ |

IL seguente Teorema prova che una matrice e la propria trasposta hanno
lo stesso determinante.

4.2.5 Teorema: Sia A € K™*"; si ha
det AT = det A .

Cenno. Per Il Teorema 4.2.4, posto

A= (ay,...,ay)
si ha
det A= (580 0)ap(1)1 " Aoy = D (880 0)a1g-1(1) *** Gpp—1(n) =
oc€Sh ogeSy
D (sgn 0 a1y Gno-1(ny = Y (880 0)a1a(1)  Ape(n) = det AT
O'GSn O'GSn

|
Nota: Dal Teorema 4.2.5 si deduce facilmente che I'applicazione
det : K" — K

oltre ad essere n-lineare e alternante sulle colonne, € anche n-lineare e
alternante sulle righe.
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4.3 Il Metodo di Gauss

Sia K un campo.

Tutte le considerazioni di questa Sezione sono presentate per matrici
4 x 4. Si generalizzano in modo ovvio a qualsiasi matrice n x n.

Il seguente Teorema dice come si calcola il determinante di una matrice
diagonale.

4.3.1 Teorema: Siano a1, a9, a3,a4 € K; si ha

ap 0 0 0
0 as 0 0
det 0 02 o = 1 roQ30y .
0 0 0 o4
Cenno. Si ha
ap O 0 0
0 ag 0 O
det 0 02 a3 0 = det(alel, Qg€g, (\3€3, a4e4) =
O 0 0 Y

ajagogag det(er, ez, e3,e4) = ajaoagay
[ |

La seguente Nota indica alcune operazioni sulle colonne e sulle righe
di una matrice che ne lasciano inalterato il determinante o lo mutano nel
proprio opposto

4.3.2 Nota: Sia

A = (a1,a2,a3,a4) = ;e KM

si verifichi che:
e se una colonna ¢ nulla, allora il determinante & nullo;

ad esempio se az = 0, allora det(ay, az,az,as) =0
Cenno:

det(ay, az,as,as) = det(ay,az,0 - az,as) =0 - det(ay, az,as, aq)
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e se una riga e nulla, allora il determinante e nullo;

ay
a/
ad esempio se ay = 0, allora det 2 1=0
a
3
aj
e scambiando due colonne il determinante si muta nel proprio oppo-
sto;
ad esempio det(a1, aq, a3, as) = — det(ay, ag, as, aq)
Cenno: Usare il Teorema 4.2.2 |

e scambiando due righe il determinante si muta nel proprio opposto;

!
ag ay
! i
. a a
ad esempio Pl =— 2
as as
/! /
ay ay

e sommando ad una colonna un multiplo di un’altra colonna il deter-
minante rimane inalterato;
ad esempio det(a1, as + Aag, as,aqs) = det(ay, az, as, ay)
Cenno:

det(ay, a2 + Aaq, a3, aq) =

det(ab az,as, CL4) + )\det(ala 4,03, a4)

e sommando ad una riga un multiplo di un’altra riga il determinante

rimane inalterato;
!/ /

ay ay
!/ /
. a a
ad esempio det 2 = det 2
as + Aay as
a) a)

Il seguente Teorema dice come si calcola il determinante di una matrice
triangolare superiore.

4.3.3 Teorema: Siano o, a9, a3, a4 € K; si ha

B8
0 «
det 0 02 23 E = 130y .
0 0 0 o4

Cenno. Sia A la matrice considerata.
Se ay = 0, la 1% colonna di A ¢ nulla e quindi

det A =0=ajasaszay
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Se invece a1 # 0, sommando alla 2%, 3%, 4% colonna di A multipli oppor-
tuni della 1* colonna di A, si ottiene una matrice

ar 0 0 O
. 0 a2 § 8
A= g as
0 0 0 au
tale che
det A =det 4; .

Se as = 0, la 2% colonna di A; € nulla e quindi
det A =det A1 = 0 = aqagargay

Se invece aip # 0, sommando alla 3%, 4% colonna di A; multipli opportuni
della 2% colonna di Aj, si ottiene una matrice

o 0 0 0
0 a0 0
=1 4 as
0 0 0 o

tale che
det A = det A; = det Ay .

Se ag =0, la 3% colonna di Ay € nulla e quindi
det A =det A; =det Ay = 0 = aqapazay

Se invece a3 # 0, sommando alla 4% colonna di A2 un multiplo opportuno
della 3% colonna di As, si ottiene una matrice diagonale

ap 0 0 0
|0 a0 0
=19 ¢ as 0
0 0 0 ay

tale che
det A = det A; = det Ay = det A3 = aqasazay .

Il seguente Teorema dice come si calcola il determinante di una matrice
triangolare inferiore.
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4.3.4 Teorema: Siano o, a9, a3, a4 € K; si ha

ap 0 0 O
ﬂ (&%) 0 0
det = qianaszay .
bt oas 0 102003004
# # i oau
Cenno. Stesse considerazioni del Teorema 4.3.3, operando sulle righe
invece che sulle colonne. |

Il seguente Metodo di Gauss riconduce il calcolo del determinante di una
matrice a quello del determinante di una matrice triangolare.

4.3.5 Metodo di Gauss(per il calcolo di un determinante): Sia

a11 Q12 a1z a4
a a a a
A 21 (22 (23 Q24 | _ pedxd
asy as2 aszy as4
a41 Q42 Q43 Q44

Step 1-1. Se

Vaij =0 >
allora A ¢ ovviamente triangolare superiore. Stop
Step 1-2. Se

Jdai; #0 ,

scambiando al pitt due colonne e al pit due righe di A si porti a;;
in posizione “11”; sia hy il numero di scambi fatti e sia

bi1 bz b1z bus
bar baa baz boy

B = b 0
b31 b3z b3z b3 17
ba1 baz bz byy

la matrice ottenuta; ovviamente si ha

det A= (—1)" det B .
Si sommino alla 2%, 3%, 4% riga di B multipli opportuni della 1% riga
di B in modo da ottenere una matrice

€11 C12 €13 Cl4
0  co2 co3 co
0  c32 c33 c34
0 c2 ca3 cu

ovviamente si ha
det B=detC ,
e quindi si ha
det A= (—1)" det C .
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Step 2-1. Se

VCZ‘jZO 2<’i,j<4,
allora C' ¢ ovviamente triangolare superiore. Stop
Step 2-2. Se

Hcij#o 2§i,j<4,

scambiando al piu due colonne e al pit due righe di C' si porti ¢;;
in posizione “22”; sia hs il numero di scambi fatti e sia

di1 dia2 diz dig

0 doo doz dou

D= d 0
0 d32 d3z d3 27
0 dio diaz das

la matrice ottenuta; ovviamente si ha
det C = (=1)"2det D |

e quindi si ha
det A= (—1)M*"2det D .

Si sommino alla 3%, 4% riga di D multipli opportuni della 2% riga di
D in modo da ottenere una matrice

€11 €12 €13 €14
0 e e23 en )
0 0 €33 €34 ’
0 0 €43 €44

ovviamente si ha
det D =det F

e quindi si ha
det A= (—1)"*"2det E

Step 3-1. Se
allora F € ovviamente triangolare superiore. Stop
Step 3-2. Se

scambiando al pit due colonne e al piu due righe di F si porti e;;
in posizione “33”; sia hs il numero di scambi fatti e sia

fui fi2 fiz fua
|0 fo2  faz faa
0 0 fsz fsa
0 0  faz faua

f33 #0
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la matrice ottenuta; ovviamente si ha

det E = (1) det F ,

e quindi si ha

det A = (—1)theths qet

Si sommi alla 4 riga di F' un multiplo opportun0 della 3% riga di
F' in modo da ottenere una matrice

gi1 g12 413 4914
0 g2 923 g

G =

ovviamente si ha

e quindi si ha

0 0
0 0
det I

g33  gs34
0 gas
=detG ,

det A = (—1)Th2Fhs det G |

con (G triangolare superiore.

Stop

Una Procedura analoga operante sulle colonne invece che sulle righe ri-
conduce il calcolo del determinante di A al calcolo del determinante di una

matrice triangolare inferiore.

4.4 1l Teorema di Laplace

Sia K un campo.

Tutte le considerazioni di questa Sezione sono presentate per matrici
4 x 4. Si generalizzano in modo ovvio a qualsiasi matrice n x n.

Sia
ail
a
A= 21
a31
a41

a2
ag2
as2
Q42

ais
az3
ass
a43

aiq
a
24 c KAx4
a34
a44

Il seguente Lemma riconduce il calcolo di due particolari tipi di matrici
4 x 4 al calcolo di una matrice 3 x 3.

4.4.1 Lemma: Siano «;; € K; si ha

Q11 Q12 (13
Qo1 Q2 (23
@31 Q32 (33
Q41 Q42 (43

det

det

0

= o O

aql
Q21
a3l

= det

a2
Q22
Q32

Q11 (12 13 (4
Qo1 Qg3 (g3 (24

Q3] Q32 Q33 Q4
0 0 0 1
a13
Q23
o33
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Cenno. Si ha:

a;n a2 a3 0
a1 agy agz 0
det = sgn o)a « « « =
a1 Ca aas 0 D (581 0) 0 (1)1 0 (2200 (3)300 (4)4
ogESy
aq1 gy oy3 1
Z (sgn 0’)%;(1)1040(2)2040(3)3610(4)4 =
065470'(4):4
(sgn U)aa(l)lao(2)2a0(3)3 =
o€S4,0(4)=4
Q11 2 03
Z(sgn a)ag(l)la(,@)gaa(g)g:det 21 (92 (93
0€S3 Q31 Q@32 Q33
Per esercizio si provi la rimanente uguaglianza. ]

Il seguente Lemma-Definizione dice come si calcola il determinante della

matrice ottenuta da A sostituendone la j* colonna con e;, oppure sostituen-
done la * riga con e]T, e introduce la nozione di aggiunto a;i di un elemento
a;j di A (si ponga attenzione all’inversione degli indici).

4.4.2 Lemma-Definizione: Siano

1<i,j<4;
si ponga:
o (¢, — aj; A) = “matrice 4 x 4 ottenuta da A sostituendone la ;¢
colonna a; con e;”,
. (e;-F — a; A) = “matrice 4 x 4 ottenuta da A sostituendone la i*
riga a, con e]T”,
o A;; = “matrice 3 x 3 ottenuta da A eliminandone la ¢* riga e la j¢

colonna”, o equivalentemenete “eliminandone la riga e la colonna
che si intersecano in a;;”

Si ha:
det(e; — aj; A) = det(e;fr — aj; A) = (—1)" det Ay .
Si pone:
o ay; = aggiunto di a;; = (—1)"*7 det Aj; .
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Cenno. Ad esempio, tenuto conto del Lemma 4.4.1 si ha:

a1 0 a3 auis
a 0 a a
det(es — ag; A) = det 21 28 T
az1 1 azz as
a1 0 as3 au
a1 a3 0 aus a1 @13 aia O
a a 0 a a a a 0
(_1) det 21 23 24 _ (_1)2 det 21 23 24 _
azr aszz 1 ass azr aszz ass 1
agy1 as3 0 ay as1 a43 agq O

ail a13 a4
(—1)3 det a1 G23 a24
a41 Q43 Q44
a3l asz asq

ail a3 aug
=(=1)3det [ ag1 a3 ax | =
a4 Q43 Qa4

— o O O

(—1)3 det A32 N

si osservi che l'esponente 3 di (—1) é il numero di scambi tre righe e colonne
effettuati nei passaggi precedenti, tale numero ¢ pertanto

(4—2)+(4—3)=2-4—(3+2)

e quindi si ha
(71)3 _ (71)24—(34—2) _ (71)3—&-2 )

|
La seguente Definizione introduce la nozione di matrice aggiunta di A.

4.4.3 Definizione: Si chiama matrice aggiunta di A la matrice A’ € K**4
definita da
ajy ajp ajz ajy
A — ai21 ai22 0:23 a:24
a3; azp a3z A3y
ay @y 3 Ay
Si noti ad esempio che:

N

e la 3% colonna di A’ ¢ costituita dagli aggiunti degli elementi della
3% riga di A,

e la 2% riga di A’ & costituita dagli aggiunti degli elementi della 2¢
colonna di A.

La proprieta fondamentale della matrice A’ ¢ fornita dal seguente Teo-
rema.
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4.4.4 Teorema(di Laplace): Sussistono gli asserti:
detA 0 0 0
0 detA 0 0
/ _ J—
a) A/A = 0 0 det A 0 = (det A)I ,
0 0 0 det A
detA 0 0 0
0 detA 0 0
b) AA = = (det A)I .
) 0 0 det A 0 (det A)
0 0 0 det A
Cenno. a). Proviamo ad esempio che
ais
(aéla ag27 ag3’ aéél) 23 =det 4.
ass
a43
Tenuto conto del Teorema 4.4.2 si ha infatti:
det A = det(a1, ag, a13e1 + agzea + azses + aszeq, aqg) =
ayz det(e; — ag; A) + agg det(ea — ag; A)+
asg det(es — ag; A) + aq3 det(eq — ag; A) =
algaél + azgagg + a33agg + a43a§4 .
b). Proviamo ad esempio che
ahy
ayy
(a21, a2, as3, as4) ; =0.
(34
/
LV
Tenuto conto del Teorema 4.4.2 si ha infatti:
aj aj
a’ a’
0 = det 2 | =det 2 =
as as
a/2 a21€r{ + a22€g + a23e3T + a24e4T
azi det(el — aj; A) + ax det(el — alj; A)+
ass det(ed — aj; A) + agg det(el — alj; A) =
aglah + CLQQG,/24 + a23a§,,4 + CL24CLZL4 .
[ |
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4.5 Basi di K", unita di K™*"

Sia K un campo.
Il seguente Teorema caratterizza in termini di determinante le basi di
K"

4.5.1 Teorema: Si consideri una n-upla
(a1,...,an) € K" ;
sono equivalenti gli asserti:

a) (ay,...,ay) € una base di K™
b) det(ai,...,a,) #0.

Cenno. a)=-b). Si ponga
o = (ay,...,ap) ;
sicccome &7 € una base di K", per ¢ =1,...,n si ponga
e =g b€ K"

si ha
(al,...,an)(bl,...,bn) =1.
Per il Teorema 4.2.4 si ha:

1 =det ] =det ((alj"'7a‘n)(b17""bn)) =
(det(al,...,an))(det(b1,---,bn)) ;

pertanto det(aq,...,a,) # 0.
a)=b). Per assurdo: se (ay,...,a,) non fosse una base di K", esisterebbe
una colonna combinazione lineare delle rimanenti colonne; supponiamo ad

esempio che sia
n—1
an = E it ;
i=1

allora si avrebbe:

n—1
det(ay,...,a,) = det <a1, e O, Z /\iai> =
i=1

n—1
Z AZ det(al, e ,an—hai) =0 ’
i=1

il che & assurdo. |
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Tenuto conto del Teorema 4.2.5, il Teorema precedente si generalizza nel
seguente:

4.5.2 Teorema: Sia A € K™*"; sono equivalenti gli asserti:

a) det A #0;
b) le colonne di A sono una base di K" ;

c) le righe di A sono una base di K1*" .

Il seguente Teorema caratterizza in termini di determinante le matrici
invertibili, ossia le unita, dell’anello K™*™. (Per I'anello K™*™ vedi la Se-
zione 3.9; per la nozione di elementi invertibili, o unita, di un anello vedi la
Sezione 1.5)

4.5.3 Teorema: Sia A € K™*"; sono equivalenti gli asserti:

a) det A #0;

b) A & una matrice invertibile.
Se A ¢ invertibile, si ha:
det A7t = (det A)71 .

(Nota: Si ricordi che in tal caso A ammette una sola inversa destra, una
sola inversa sinistra, e che tali due matrici coincidono; si ricordi che 1'unica
inversa destra, che coincide con 'unica inversa sinistra, si denota con il sim-
bolo A71.)

Cenno. a)=-b). Come visto nella dimostrazione del Teorema 4.5.1, es-
sendo le colonne di A una base di K™, si prova che esiste B’ € K™*" tale che
AB' = I. Analogamente, essendo le righe di A una base di K'*", si prova
che esiste B” € K™*" tale che B”A = I. Pertanto A ¢ una unita di K"*".

b)=-a). Usando l'inversa di A, si ottine:

1=det]=det(AA™) = (det A)(det A7) ;
ne segue che det A # 0. |

Il seguente Teorema fornisce il legama tra I'inversa di una matrice e la
matrice aggiunta.

4.5.4 Teorema: Sia A € K™ ™ una matrice invertibile (per il Teorema
453 si hadet A#0 ), e sia

A/ c KTLXn
la matrice aggiunta. Si ha:
1
-1 /
= A
det A
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Cenno. E sufficiente osservare che per il Teorema 4.4.4 si ha

1 , 1 | -
(detAA> A= detA(A 4) = det A ((det A)T) =1

Esercizio: Sia A € K™*" una matrice tale che

A#0
A non invertibile

si provi che A & un divisore sia destro che sinistro di 0.

(Cenno: Si usino i Teoremi 4.5.2 e 4.5.3 per provare che le colonne di
A sono una famiglia linearmente dipendente, e che le righe di A sono una
famiglia linearmente dipendente; se ne deduca rispettivamente ’esistenza di
una matrice non nulla B € K™*" tale che AB = 0, e di una matrice non
nulla C' € K™*"tale che CA = 0.)

4.6 Famiglie indipendenti in K"

Sia K un campo.
Tutte le nozioni di questa Sezione sono date su esempi. Si generalizzano
in modo ovvio a qualsiasi altra situazione analoga.
Sia
A= (ays) € K°%7

nella figura seguente

3¢ 6¢ 7¢
! U
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
® e a3 e e ay Q27 «— 29
A= e o o o o o °
® ® a43 ® O 446 Q47 — 49
e o o o o o °

sono evidenziati gli elementi di A che si ottengono intersecando
la 2% e 4% riga di A

con
la 3%, 6% e 7% colonna di A ;

23 Q26 Aa27
Q43 Q46 QA47

la matrice

si dice
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e il minore di A ottenuto intersecando la 2% e 4% riga di A con la 3%,

6% e 7% colonna di A,

e 0 piu genericamente, un minore di tipo 2 x 3 di A.

Il Teorema seguente caratterizza le famiglie linearmente indipendenti

di K", in termini di minori.

che di colonne.

4.6.1 Teorema: Si consideri una famiglia

di elementi di K°.

Sono equivalenti gli asserti:

(ab az, CL3)

La Dimostrazione fornisce un metodo per
ampliare ad una base una famiglia indipendente di elementi di K™. A titolo
di Esercizio si dia la riformulazione di tale Teorema in termini di righe invece

a) (a1, asz,a3) € una famiglia linearmente indipendente,

b) la matrice

ha un minore B di tipo 3 x 3 con det B # 0.

Cenno. a)=-b). Siccome

¢ una famiglia linearmente indipendente, per 1’Algoritmo 2.9.2 esitono 2
elementi della base canonica di K, ad esempio

tali che

sia una base di K°.

((Il, as, ag) € K5X3

(ab az, a3)

€2,¢4 ,

(ah az,as, €2, 64)

Per il Teorema 4.5.2 si ha

applicando due volte il Teorema di Laplace 4.4.4, si ottiene

ai
a21
0 75 det asl
a41
as1

ail
az1
asi
as1

—det
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det(a17a27a3a€27€4) 7é 0 ;

ai12
a2
az2
a42
as2

a2
a22
asz
as2

a13
a3
as3
a43
as3

a13
a3
a33
as3

0

o O O

O O = O

0

O = O O

= —det

ail
a31
asi

ai2
a32
as2

a3
ass
as3
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b)=-a). Supponiamo ad esempio che il minore B sia quello ottenuto
eliminando la 3 e la 5° riga;
Aplicando due volte il Teorema di Laplace 4.4.4, si ottiene

aip a2 aig
a1 a2 a3
det(al, az,as, ez, 65) = det asl aza ass
a41 Q42 A43
as1 as2 Aas3

oo~ oo
—_—oooo
Il

ai;p a2 a3
a21 a2 a23
aszy asz2 ag3
a41 Q42 Q43

ailp a2 ais
= —det a1 Qa9 423 =—detB#0;

G41 Q42 Q43

det

o = O O

allora, per il Teorema 4.5.2,
(a1,a2,a3,e3,e5)

¢ una base di K°. [ |

Il seguente Teorema caratterizza le colonne di K™ che sono linearmente
dipendenti da una famiglia indipendente data. A titolo di Esercizio si dia la
riformulazione di tale Teorema in termini di righe invece che di colonne.

4.6.2 Teorema: Si consideri una famiglia linearmente indipendente

(a1, a2, as3)
di elementi di K?, e sia
b1
b=| : | eK”.
bs

Scelto a piacere un minore B di (a1, az, a3) tale che
det B #£ 0
(certamente esistente per il Teorema 4.6.1), sono equivalenti gli asserti:

a) b e (a1,az,as),
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b) tutti i minori 4 x 4 di
(a1, as,a3,b) € K>

che si ottengono ampliando B hanno determinante 0 ( ad esempio,
se

a1 a2 ais
B =\ a2 a2 a3 )
a1 Q42 Q43

tali minori sono

* *
a1 aiz a1z by ail ap a1z by
a1 azz azz bo a1 aze asz bo
* a3z1 ase azgz by x | as1 aq2 a43 by ’
aq1  a42 a43 by * as1 asy asy by x
* *

ove gli asterischi evidenziano in ciascuna matrice 4 x 4, la riga e la
colonna usate per ampliare B.)

Cenno. a)=b). Se uno di tali minori avesse determinante # 0, per il
Teorema 4.6.1 (ovviamente generalizzato) la famiglia

(ab az, ag, b)

sarebbe linearmente dipendente.
b)=-a). Si provi per esercizio che

31)\1, /\2, )\3 c K

tali che
ail a2 a3 Al b1
az1 a2 ao3 X | = b2
(41 Q42 Q43 A3 by
Se fosse

b3 # Aiag1 + A2aszz + Asass
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si avrebbe
ES
a1 a2 a3 by
a1 a2 a3 b
det =

* ag1 azy aszz by *
as1 a42 Q43 by

*
ai; a2 aiz 0
agy aze azz 0

* a3z1 azz a3z bz — (A1asz1 + Agaze + Azasz) *
a1 ag2 ag3 0
*

det #0;

contro una delle ipotesi. Quindi si ha

bs = A\1as1 + \oasaz + Asass

Analogamente si prova che
bs = Aas1 + Aaas2 + Asass .

Ne segue che
b= Aia1 + doas + Azas .

4.7 Rango

Sia K un campo.
Si consideri una matrice

ay
A=(a1,...,ap) = : e KmM" .
Uy
Il seguente Teorema prova che
dim (ay,...,a,) = dim{a},...,a,,) ,

e riconduce il calcolo di tale dimensione all’individuazione di un opportuno
minore quadrato B di A.

4.7.1 Teorema(di Kronecker): Sono (ovviamente) equivalenti gli asserti:
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a) per ogni minore B, di tipo 1 x 1, di A si ha
det B=0,
b) dim {ay,...,an) =0,
c¢) dim{a},...,al,) =0.
Sia h > 1; sono equivalenti gli asserti:
a’) esiste un minore B, di tipo h x h, di A tale che
det B#0 ,

e che tutti i minori C' di A di tipo (h+1) x (h+1) che si ottengono
ampliando B hanno

detC' =0;
b’) dim (a1, ...,an) = h,
¢’) dim(d},...,al,) = h.
in tal caso:

e tutti i minori C' di A di tipo k x k, con k > h, hanno

detC =0.

Cenno. a’')&Db’). Provare per esercizio, applicando i Teoremi 4.6.1 e
4.6.2.

a’)<c’). Provare per esercizio, applicando i Teoremi 4.6.1 e 4.6.2 nella
versione “per righe”. |

La seguente Definizione, tenuto conto del Teorema di Kronecker, intro-
duce la nozione di rango di A.

4.7.2 Definizione: Per il Teorema 4.7.1, il sottospazio
(ai,...,an) C K™
generato dalla famiglia delle colonne di A, e il sottospazio
{dy,...,al,) C K'*"

generato dalla famiglia delle righe di A, hanno la stessa dimensione; tale
dimensione si dice il rango di A, e si denota con

rankA .
Si ha quindi

rankA = dim (a1, ..., a,) = dim (a},...,al,) .
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Tenuto conto del Teorema di Kronecker, per calcolare il rango di una
matrice si puo procedere come nell’esempio seguente.

4.7.3 Proceduraper il calcolo del rango): Si consideri la matrice

01 1 1 =2
(12 01 2 Ax5
A=l13 12 o R
1 1 -1 0 4
Step 0. Domanda: “i 4 -5 minori B di tipo 1 x 1 di A, hanno tutti
det B = 07"
Risposta: “no”; ad esempio

det(agg) = det(2) 75 0.

Allora:
rankA > 1 ;

si pone
B = (a) ,
e si passa a Step 1. .

Step 1. Domanda: “i 3-4 minori C di tipo 2 x 2 di A che si ottengono

ampliando
B = (agg)

hanno tutti det C' = 0?”

Risposta: “no”; ad esempio
aze Ay \ 21
det(m2 a44>—det< 1 O)#O.
Allora:
rankA > 2 ;
si pone

B— < a22 a4 > ’
Q42 Q44
e si passa a Step 2.

Step 2. Domanda: “i 2-3 minori C' di tipo 3 x 3 di A che si ottengono

ampliando
az @
B— 22 @24
42 Q44

hanno tutti det C' = 07”
Risposta: “si”.
Allora:

rankA =2 .
Stop.
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Per il Teorema di Kronecker, tutti i minori C' di

01 1 1 -2
1 2 01 2
A= 1 3 1 2 0
1 1 -1 0 4
di tipo 3 x 3 e 4 x 4 hanno
detC =0 .

4.8 Sistemi di equazioni lineari: il Teorema di Cra-
mer

In questa Sezione consideriamo sistemi di equazioni lineari con il numero del-
le equazioni uguale al numero delle incognite, e con le colonne dei coefficienti
delle incognite linearmente indipendenti. Tali sistemi sono ovviamente uni-
vocamente risolubili. Per tali sistemi ciascuna incognita ¢ autonomamente
calcolabile tramite un opportuno quoziente di due determinanti.

Sia K un campo.

Si consideri il sistema

anry + -+ apr, = by

121 + -+ ATy = by

di n equazioni lineari a coefficienti in K, nelle n incognite x1,...,x, € K.
Si ponga
aip; - Qi b1
A= = (ay,...,a,) € K™", b= e K"
Gpl - Qpp bn

4.8.1 Nota: Sia
X1

xr = : e K",

In
sono (ovviamente) equivalenti gli asserti:

a) x € una soluzione del sistema,
b) Az =b,

c) riay + -+ + xpa, = b.
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4.8.2 Definizione: Con il simbolo
(b — aj; A)
indichiamo la matrice
(a1,...,aj-1,b,aj41,...,aq) ,

ossia la matrice ottenuta da A sostituendone la j-ma colonna a; con la
colonna b.

4.8.3 Teorema(di Cramer): Se

det A#£0

sussitono gli asserti:

a) A e invertibile,
b) 2 = A~'b & 'unica soluzione del sistema,

c) per j=1,...,nsiha

~det(b—aj; A)
Y= det A

Cenno. Gli asserti a),b) sono ovvii. Quanto a c), si osservi che si ha:
a1+ -+ xjo1a-1 + 1 (zja; — b) + xjp1aj41 + -+ Tpap =0
se ne deduce che la famiglia
(al, cey Q51,2505 — b, Ajt1y--- ,an)
e linearmente indipendente; conseguentemente si ha
det(al, ceey Q51,2505 — b, Ajt1ye-- ,an) =0 N

si completi la dimostrazione per esercizio. |

4.9 Sistemi di equazioni lineari: il metodo del ran-
go

In questa Sezione indichiamo un modo per studiare un qualsiasi sistema
di equazioni lineari: tale metodo utilizza la nozione di rango per decidere
se il sistema sia o meno risolubile, e per ridurre un sistema risolubile ad un
sistema equivalente avente le equazioni linearmente indipendenti. Riconduce
il calcolo delle soluzioni alla soluzione con il Teorema di Cramer di opportuni
sistemi ausiliari.
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Sia K un campo.
Si consideri il sistema

aney + -+ aipxn = by

Am1T1 + -+ QG Ty = by,

di m equazioni lineari a coefficienti in K, nelle n incognite x1,...,z, € K.

4.9.1 Definizioni:

e La matrice

A= : : : = (ay,...,a,) € K™*"

Gm1l *** QGmn

si dice la matrice incompleta del sistema;

e la colonna

by
b= : e K™
bm
si dice la colonna dei termini noti del sistema;

e la colonna
T

x = : e K™
Tm
si dice la colonna delle incognite del sistema;

e la matrice

ajy -+ aly b
(A,b) = oo | =(a1,...,an,b) € K™D

Am1 * Gmn bm

si dice la matrice completa del sistema;

e 'applicazione lineare
Ly K" — K™

si dice I'applicazione lineare associata al sistema;
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e usando le notazioni precedenti, il sistema puo essere scritto nelle
forme seguenti:

a1 -+ Qip x1 b1
: = ;
am1 Amn Tm bm
Ar =b,
La(z) =10

e l'insieme delle soluzioni del sistema &

{xGK":Ax:b}:{xGK”:XA(:L‘):b};

{xeK”:A:r:b}#@,
ossia se l'insieme delle soluzioni del sistema non e vuoto, allora il
sistema si dice risolubile;
e se
{wEK”:Am:b}:VJ,
ossia se l'insieme delle soluzioni del sistema ¢ vuoto, allora il sistema
si dice non risolubile;
e il sistema

Az =0

si dice il sistema omogeneo associato al sistema; ovviamente si ha
{xeK”:Aazzo}:keréfA,
e quindi in particolare
{:U e K": Ax = 0} & un sottospazio di K" ,
{zeK": Az =0} #0 .

Il Teorema seguente fornisce condizioni necessarie e sufficienti a che il
sistema sia risolubile.

4.9.2 Teorema(di Rouché-Capelli): Sono equivalenti gli asserti:

a) il sistema Az = b & risolubile;

b) b€ {(ay,...,an);

c) (a1,...,an,b) = {(a1,...,an);
)

d) dim {ay,...,an,b) =dim{ay,...,an);
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e) rank(A,b) = rank(A).
Cenno. Si dimostrino separatamente le seguenti ovvie implicazioni:

a)eb),b)ec),c)ed),d)se) .

4.9.3 Ipotesi: Sia
q = rank(A) ;

da qui in avanti supponiamo che il sistema
Ax=b
sia risolubile, ossia tenuto conto del Teorema 4.9.2 supponiamo che

rank(A, b) = rank(A) = ¢ .

Caso 1. Sotto I'Ipotesi 4.9.3, se

si ha
e quindi si ha:
{xEK”:A:c:b}:K”.
Caso 2. Sempre sotto I'Ipotesi 4.9.3, supponiamo quindi che sia
gz1.
Si determini un minore B, di tipo ¢ X ¢, di A tale che
det B#0,

(ad esempio applicando ad A la Procedura 4.7.3); siano

’i1<"'<iq, j1<...<jq
gli indici tali che
Qivjy 0 Qiggy
B — . . .
aiqjl e aiqjq
Si ponga
agq 1 e Ajin bil
A= =+t 0 | =(,...,a) KT b= 1 | €KY,
Aigl  **+ Qign bi,
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e si consideri il sistema B B
Az =)
di ¢ equazioni nella incognita x € K™.
Si ponga
S:{xeK":Ax:b}

~ ~ ~ 9
S:{azeK”:Aaj:b}
ovviamente si ha N
ScS.
Le considerazioni seguenti provano che
S=35
ed indicano un modo per determinare gli elementi di S:

e ovviamente si ha

ker %4 C ker Y ;

per il Teorema 3.2.2 si ha

dimker.Z4 = n —dimIm.%y =

n —dim (a1,...,a,) =n—rankA=n—q,

dim ker.i”g =n —dim Im.i”g =

n—dim(ﬁl,...,6n>:n—rankﬁ:n—q;

si ha quindi
dimker.Zy = dimker.Z; =n —q,
ker.Zy = kerfg ;
e essendo o
Ax=0b, Ax =0

risolubili, esistono

seS:{xEK”:A:r:b}, §€§:{x€K":gx:g};

allora per il Teorema 3.1.3 si ha

S = s+ ker?y, S=3+ ker. 25

e essendo

Scs,
esiste £ € ker.Z; tale che

s=85+¢&;
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tenuto conto che
kerZy = kerZ; ,

si ha
S=s+kerZy = (s+§) +kerly =

4+ (E+ker?;) =3 +ker?; =9 ;
e dai risultati precedenti segue quindi che si ha
S=S=5+ke?;,
dimkerZ; =n —q;
per determinare S e quindi sufficiente

o determinare una soluzione s del sistema Ax = b,

o determinare una base di ker.Z’;, ossia una famiglia linear-
mente indipendente costituita da n — ¢ soluzioni

51,'-'75117(1

del sistema omogeneo Az = 0;

con tali informazioni si ottengono le seguenti descrizioni di S:

0 S =5+ (&1, b g)

o S ¢ l'insieme degli elementi x € K™ descritti parametrica-
mente da

=5+ M+ FMgbn—g Al A—g €K
e quanto alla determinazione di
gaglv' . w{n—q ’

si puo procedere come segue:

o si indichino con
h<- - < ln_q

gli elementi dell’insieme

{4, o3\ de )b s

o si determini 'unica soluzione s di

Ax =10
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tale che
Shy 0

—q
(si osservi che
Si

Sjq

si ottiene risolvendo, ad esempio con il Torema di Cramer, il
sistema

o si determinino le uniche soluzioni

51, s 7£nfq
di N
Arx =0
tali che
1 0
i1 0 &1p2 1
: = , : = 0 [,
&yl : &l g2 :
n 0 n—q
0
0
&17”*!]
fln—q:n*q 1
(si osservi che, per v =1,...,n — g,
S
é-jq,/
si ottiene risolvendo, ad esempio con il Teorema di Cramer,
il sistema
:L‘jl
B =—aq, ) .
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4.10 Elementi di Hom(K", K™): dal comportamen-
to su una base alla rappresentazione %,

Sia K un campo.
Sia
(V1,...,0p)
una base qualsiasi di K", e sia

(w1, ..., wp)

una famiglia qualsiasi di elemeti di K.
Per il Teorema 3.2.3 esiste una ed una sola applicazione lineare

f:K"— K™

tale che
flor) =w1,..., flvog) = wy, .

Per il Teorema 3.4.3 esiste una ed una sola matrice
Ae Kmxn

tale che

f:-i/ﬂAa

ossia tale che
f(z) = La(x) = Ax Ve e K™ .

Il Teorema seguente indica come calcolare la matrice
Ae K™
tramite le matrici
(V1,...,0p) € K™ (wy,...,w,) € K™ .
4.10.1 Teorema: Sussistono gli asserti:

a) (v1,...,v,) € una matrice invertibile in K™*™
b) A= (wi,...,wy)(v1,...,0,)" L
Cenno. a). Essendo (vy,...,v,) una base di K", per il Teorema 4.5.2
si ha

det(vy,...,v,) #0;

allora, per il Teorema 4.5.3

(V1,-..,0p)
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¢ una matrice invertibile in K™*".
Per la Definizione 3.5.1 si ha:

A(vi, .. vp) = (Avg, .o Avy) = (w, .. wy)

ne segue
Ay, o) (1, )T = (W, wp) (v, vn) T
e quindi, essendo
(Ulv )Un)(vh avn)_l =1,
si ottiene
A= (wla 7wn)(vlv avn)_l .



Capitolo 5

Autospazi

5.1 Autovalori, autovettori e autospazi
Sia K un campo, V uno spazio vettoriale su K, e sia (vedi Definizione 3.3.4)
feEnd(V) .
5.1.1 Definizione di autovalore: Sia A € K ; se:
e Jv €V tale che v # 0, f(v) = v,
allora:

e )\ si dice um autovalore di f.

5.1.2 Definizione di autovettore: Sia v € V ; se:
e v#0ed I\ € K tale che f(v) = \v,
allora:

e v si dice um autovettore di f.
5.1.3 Nota: Siano v € V, A € K tali che
v#0, flv)=Av;
allora:

e )\ ¢ un autovalore di f,
e v e un autovettore di f,
e ) ¢ univocamente determinato da v

(se f(v) = pv, allora (A — p)v =0, ed essendo v # 0 si ha u = \),

e si dice che:
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e ) e ’autovalore di v,

e v ¢ un autovettore di \.
5.1.4 Definizione di autospazio: Sia A € K un autovalore di f; sia
Vi

il sottinsieme di V' costituito da 0 e dagli autovettori di f di autovalore .
Si verifichi che:

Vi={veV:fw) =},
Vi =ker(f — L),
e V/\ € un sottospazio di V

vy # {0} .

Vi si dice l'autospazio di f di autovalore A.

Il seguente Teorema prova che la somma di autospazi relativi ad autova-
lori a due a due diversi e diretta.

5.1.5 Teorema: Siano
A, ..., \p €K

autovalori di f a due a due diversi.
Allora la somma

V)\1_|_..._|_V>\h

e diretta, e puo quindi essere indicata con
Vi, @@V, .

Cenno. Tenuto conto del Teorema 2.14.2, e sufficiente dimostrare 1’as-
serto:

vy € Vi, ... vop €V,
vy =---=0v,=0.

vi+-o+vp =0
Se h = 1, l'asserto e ovvio.
Si supponga ’asserto gia provato per h = v; le considerazioni seguenti

provano cha allora I'asserto sussiste anche per h = v + 1.
Siano vy,...,v,41 tali che

V1 GV)\l,...,UV+1 EV)\V+1
vi+--+v,41=0
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allora:
floi+---4+wv41)=0
N2
for) +-+ f(vp41) =0
N8
AMvp 4+ Aup1v1 =0
Ovviamente:
Ap1v1 + o+ A1 =0

allora

(>\V+1 — )\1)1}1 +---+ ()\1/+1 — )\,,)U,, =0,
~———— ~———
EVAl eV,

e quindi, essendo l’asserto provato per h = v,

()\V+1 — /\1)1)1 = 0, ey <)‘V+1 — )\V)UV =0.

Essendo
Avpr =AM # 0 A=A #0,
si ottiene
v =0,...,v,=0;
essendo
v+ 041 =0,
si ottiene anche v, = 0. |

Per dare un esempio significativo occorrono le seguenti nozioni.

5.1.6 Nozioni sulle funzioni da R in C: Si consideri una funzione

JTR—C;
per Vt € R si ponga
f(t) =a(t) +ib(t) a(t),b(t) e R ;
le conseguenti funzioni
a,b:R—R

si dicono rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria di f.
La funzione f si dice:

e C° o continua, se a,b € C°(R,R); lo spazio vettoriale su C delle
funzioni continue

f:R—C
si denota con CY(R, C)

Copisteria Speedy



162 5 Autospazi

e C", o h wolte derivabile con continuita (1 < h < 00), se a,b €
CMR,R); lo spazio vettoriale su C delle funzioni C”

f:R—C

si denota con C"(R, C);
se f =a+bi € C"(R,C), la derivata h-esima di f ¢ definita da:

£ = g 4 M)
siano f,g € C*(R, C), e sia ¢ € C; si provi che

(cf)D) = cfM
(f9)® = fWg+ fg
sia
s=o0+iweC o,w€R,
si denota con e la funzione della variabile t € R definita da
st = eat(

e coswt + isinwt ;)

ovviamente si ha

et € C®(R,C) ;

si verifichi che
D (eSt) = ge®

siano s1 = o1 + w1, So = 09 + iws € C; si verifichi che

si+s2)t _ sit sat

e ete
5.1.7 Esempio: Si consideri I'applicazione C-lineare
D : C*®(R,C) — C*®(R,C) ;

si verifichi che:

e Y\ € C & un autovalore di D;
Cenno. e € C™(R,C),eM # 0,D (e) = A . [ |

e per YA € Csi ha

Vi ={/f(t) € C®(R,C): D(f(t)) = A f()} = (M) ;
Cenno. Ovviamente

VD <e’\t>c .
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Sia
ft) e Vas
essendo
RIOEDPYI0
si ha
D (f(t)e ) = FO (e + f(t) (~re ) =
A fE)e ™M+ ft) (~Ae) =0 ;

allora

F(tye™
e costante, e quindi esiste ¢ € C tale che
f)e ™ =c, f(t)=ce;

ne segue

ft) € (M) -

e siano

Al,...,\1€C
a due a due diversi; allora la somma
(M) (M)

¢ diretta (usare il Torema 5.1.5);

e siano

Al,...,A\1 €C

a due a due diversi; allora la famiglia

(e)‘lt, .. ,e)‘ht>

¢ linearmente indipendente su C (per il Torema 2.14.2 tale famiglia
€ una base di

()@@ (M) )

5.2 Autovalori, autovettori e autospazi di matrici

Sia K un campo, e sia
nxn .
Ae K ;

si consideri ’applicazione K-lineare
Ly K" — K"
associata alla matrice A (vedi Sezione 3.4), definita da

Li(x) = Ax Ve e K" .
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5.2.1 Convenzione: Siano
ANeK,ae K" ;

e se A\ ¢ un autovalore di .Zy, si dice che A\ ¢ un autovalore di A;
e se a & un autovettore di Z4, si dice che a & un autovettore di A,

e se \ ¢ un autovalore di A (ossia di .Z4) e V), e lautospazio di £y
di autovalore ), si dice che V) e 'autospazio di A di autovalore A.

5.2.2 Nota: Siano
ANeK, ae K"

si verifichi che:

e )\ ¢ un autovalore autovalore di A se e solo se
Jb € K" tale che b # 0, Ab= \b ;
e ¢ & un autovettore di A se e solo se

a# 0 e du € K tale che Ab = pa .

Il Teorema seguente consente di decidere se un A € K sia o meno un
autovalore di A, e in caso affermativo dice come calcolare il corrispondente
autospazio.

5.2.3 Teorema: Sia
e K,

si verifichi che:

e sono equivalenti gli asserti:

o A e un autovalore di A,

o il sistema omogeneo
(A=X)z =0
di n equazioni, nell’incognita x € K™, ha soluzioni non nulle,
o det(A—A)=0;
e che:

e se A e un autovalore di a, allora:

o l'autospazio V) di A & l'insieme delle soluzioni in K™ del
sistema

(A= M)z =0,
o dimVy =n —rank((A—AI)) > 0.
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La Definizione e il Teorema seguenti, riconducono il calcolo degli auto-
valori di A € K™*™ al calcolo delle radici in K di un opportuno polinomio
di grado n.

5.2.4 Definizione: Si consideri I'anello K[z] dei polinomi nell’indetermi-
nata z, a coefficienti in K.
Il polinomio
I'(z) = det(A — zI) € K|x]

si dice il polinomio caratteristico di A.
La seguente espressione mette in risalto tre coefficienti di tale polinomio
(le espressioni per i rimanenti coefficienti sono pitt complesse):

D(z) = (—1)"z" + (=1)" YTrA)z" 1+ ...+ det A

(Tr A denota la somma
ail + -+ app

degli elementi della diagonale principale di A, e si dice la traccia di A).
5.2.5 Teorema: Sia A € K; sono equivalenti gli asserti:

a) A ¢ un autovalore di A,

b) T'(A) = 0, ossia A ¢ una radice del polinomio caratteristico I'(z) di

A.
In particolare si ha:
c¢) il numero degli autovalori di A € K™*" & < n.
Cenno. Per l'equivalenza di a) e b), si osservi che per VA € K si ha
I'(A\) =det(A— ),

e si applichi il Teorema 5.2.3.
Ovvia conseguenza del Teorema di Ruffini, tenuto conto che degI'(z) = n.
|

Oseervazioni:

e considerando il campo C ed una matrice A € C"*", per il Teorema
di Gauss il polinomio I'(xz) ha radici in C; di conseguenza A ha
autovalori, autovettori e autospazi;

e considerando il campo R ed una matrice A € R™*"™, A possiede
autovalori, autovettori e autospazi se e solo se il polinomio I'(z) ha
almeno una radice reale.
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Esempi di applicazione dei risultati teorici al calcolo degli au-
tovalori, autovettori e autospazi di una matrice:

Esempi di costruzione di matrici verificanti condizioni sugli
autovalori, autovettori e autospazi:

5.3 DMatrici diagonalizzabili e diagonalizzazione

Sia K un campo, e sia
Ae K"

5.3.1 Definizione: Diagonalizzare A in K™ significa determinare

e \i,.... \, €K

e una matrice invertibile H € K™*" |

tali che:
A1 0

0 An

Se tale problema ha soluzione, allora A si dice una matrice diagonalizzabile
in K<™,

Le considerazioni che seguono forniscono una condizione necessaria e
sufficiente di diagonalizzabilita di A in termini di autovettori di A.
Si verifichi che:

e se A ¢ diagonalizzabile in K™*" e

A\ 0
A=H H!
0 A

¢ una diagonalizzazione di A in K™*™, allora posto

H:(hla"'ahn)
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si ha
Al 0
AH = H N
0 An
(Ahi, ..., Ahy) = B, - Anhn) ;
pertanto:
o (hi,...,hy) & una base di K™ (perché?) costituita da auto-

vettori di A;
e se viceversa esiste una base
(h1,...,hy)
di K™ costituita da autovettori di A, detti
Al A €K
i corrispondenti autovalori, allora si ha
(Ahy, ..., Ahy) = (AMh1, ..., Anhn)

A\ 0
A(hy, ... he) = (his. .. k)

A1 0
A:(hl,...,hn) (h,l,...,hn)il;

pertanto, posto
H = (hl,...,hn) e Knxm

si ha:

o A e diagonalizzabile in K™*"
A1 0

o A=H . H!
0 An

¢ una diagonalizzazione di A in K™*"™,

Sussite pertanto il seguente Teorema (completare la dimostrazione per eser-
cizio).

5.3.2 Teorema: Sono equivalenti gli asserti:
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a) A ¢ diagonalizzabile in K™*",
b) esiste una base di K" costituita da autovettori di A,

¢) A ha autovalori, e detti
A, ooy Ar €K
gli autovalori di A, messi in lista senza ripetizioni, si ha

Kn:V)\l@...@V)\T’

d) A ha autovalori, e detti
Ay M €K
gli autovalori di A, messi in lista senza ripetizioni, si ha
dimVy, +---+dimVy =n.

Esercizi: ------
Il seguente Teorema fornisce un condizione necessaria per la diagonaliz-
zabilita di A.
5.3.3 Teorema: Se:
e A ¢ diagonalizzabile in K™*™,
allora:
e il polinimio caratteristico
I'(x) = det(A — zI) € K|[z]
di A e fattorizzabile in K[z] in fattori di primo grado.

Cenno. Sia

una diagonalizzazione di A in K™,
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Si ha:
I'(z) =det(A —zl) =

Al 0
det | H H'—zl | =
0 An
A 0
det | H H'-H@HH'| =
0 An
)\1—:E 0
det | H H 1| =
0 A — X
)\1—23 0
(det H) det det(H 1) =
0 An — T

M —z) - (A\p—x) .

Esempio: Applicando il Teorema precedente, si calcoli il polinomio
caratterristico della matrice

A= () eR¥?

e se ne deduca che tale matrice non ¢ diagonalizzabile in R3*3.

5.4 Endomorfismi di spazi di tipo finito: calcolo
autovalori, autovettori, autospazi

Le considerazioni che seguono, provano che il calcolo degli autovalori, auto-
vettori e autospazi di un endomorfismo di un qualsiasi spazio vettoriale di
tipo finito e riconducibile al calcolo degli autovalori, autovettori e autospazi
di una sua qualsiasi matrice associata.

Sia V' uno spazio di tipo finito sul campo K, e sia dimV = n. Sia

fiV oV

una applicazione lineare.

Sia

Copisteria Speedy



170 5 Autospazi

una base di V. Sia
A 6 KTLXTL

la matrice associata ad f rispetto alla base ¥, ossia rispetto alla base ¥
usata sia in V' come dominio di f, sia in V' come codominio di f (vedi
Definizione 3.10.1).

5.4.1 Teorema: Siano
AeK, ci,...,cp € K
sono equivalenti gli asserti:

a) f(ervr + -+ cpon) = crvr + -+ + cpop
C1 (&1
b) A| : =\

Cn Cn
(verificare per esercizio).
Esercizi:
e sia A € K; si provi che sono equivalenti gli asserti:

o A & un autovalore di f,

o A & un autovalore di A,

e sia v € V tale che
v=ce K",

e sia A € K; si provi che sono equivalenti gli asserti:

o v e un autovettore di f di autovalore A,

o ¢ & un autovettore di A di autovalore A;
e sia A € K un autovalore di f, e quindi anche di A4; sia
Vyc K"
I’autospazio di A di autovalore A, e sia
VixCV

I’autospazio di f di autovalore A;
come utilizzare una base di

W CK "
per ottenere una base di

ViaCV?



Capitolo 6

Spazi con prodotto scalare e
hermitiano

6.1 Spazi reali con prodotto scalare

Sia V uno spazio vettoriale sul campo reale R.
Un prodotto scalare in V' & una applicazione

o: VXV — R

(v,w) — vew
o bilineare, ossia: per Yv,w,z € V e per VA € R si ha

{ (Vtw)ez=vez+wez

(Av)ez=Avez)

{ ze(vtw)=zev+zeow
ze (M) =Azev)

(linearita a sinistra)
(linearita a destra)

o simmetrica, ossia: per Yv,w € V si ha

wev =vew

6.1.1 Definizioni: Siano v,w € V:

o il numero
vew e R

si dice il prodotto scalare di v e w;

o se
vew =20,

allora v e w si dicono ortogonali e si scrive

vlw ;
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vev =20,

allora v si dice un vettore isotropo.

6.1.2 Definizioni: Siano W un sottospazio di V ev € V:

e se per Yw € W si ha
vlw, ossiavew =0,
allora si dice che v ¢ ortogonale a W, e si scrive

vl W

W = (wy,...,wp) ,
si verifichi che
v W s vlwy,...,vlwy ;
e si pone
WL:{UGVZUJ_W};
si verifichi che W+ & un sottospazio di V.

Per indicare il comportamento di v e v rispetto “al segno”, si usa la
terminologia seguente.

6.1.3 Definizioni:

a) se
vev >0 YveVuv#0
allora si dice che il prodotto scalare e definito positivo,
b) se
vev >0 YveV
allora si dice che il prodotto scalare e semidefinito positivo;
c) se
vey <0 YveVv#0
allora si dice che il prodotto scalare e definito negativo;
d) se
vev <0 YveV

allora si dice che il prodotto scalare e semidefinito negativo;
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e) se
Jv,weV vev>0wew <0

allora si dice che il prodotto scalare e di tipo indefinito.

Conto tipico: Il prodotto scalare di due combinazioni lineari di una
data famiglia finita di vettori si esegue come indicato dal seguente esempio:
(alvl + agvg + agvg) @ (bivy + bovy + byvg) =
_l’_
+

ajvy) ® (bivy + bava + b3vs

asv9) ® (byv1 + bovg + b3vs

— ~— ~— —

bivi) + (a1v1

) e (
) e (
) (
asvs) e (b1vy + bava + b3vs) =
aivy) e (
) (
) e (

(
(
(
(
(
(

) + (a1v1)
asvy) @ blvl) (agvg) ° (bQ'UQ) + (a2'l)2) ° (b3@3)+
asvs) e blvl) (agvg) ° (bgvg) + ( )

a1bi(vy @ v1) + arba(vy @ v2) + a1bz(vy @ v3)+
agbl(vg ° 1}1) + agbg(vg ° UQ) + agb3(v2 ° U3)+
( (

asby(vs @ v1) + asba(vs @ vo) + agbs(vs e v3) = ...
il conto puo essere proseguito osservando che
Vo ® U1 = U1 ® V2, V3 ® U1 = U1 ® VU3, V3 ® Vg = VU2 ® V3 .

6.1.4 Esempi: Si consideri lo spazio vettoriale R™. Si verifichi che:

Vv data una matrice simmetrica
A 6 Rnxn ,
I’applicazione
o :R"xR" - R

definita da
rey=uzxl Ay

e un prodotto scalare in R";
(Cenno: si ha

Royex=ylAz = (yTAw)T =
2T ATy =2TAy=nwey )

tale prodotto scalare si dice il prodotto scalare associato alla
matrice simmetrica A;
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¢ sia
ailp a2 ais
A= as1 Q92 493 € R3X3
aszy a32 a33

una matrice simmetrica e sia

o RExR*— R

il prodotto scalare associato alla matrice A; si verifichi che:

o si ha
ail a2 a3 ! 3
roy = (v1,22,23) | a2 az a3 Y2 = E Qi TiYj ;
asy asz ass Y3 t,j=1
o e; ®ej = ay; (siricordi che a;; = aj;)
¢ sia
o R"xR"— R
un prodotto scalare in R";
si consideri la matrice simmetrica
€1 @@€1 €1 @€y €1 0€p
€) @€l €9 0 EC9y € @ ¢Cy
nxn
€n ®€1 €n ®E2 €n ® Ep
e si provi che
zey=zal Ay ;

A dagli item precedenti si deduca che i prodotti scalari in R™ sono

tutti e soli i prodotti scalari

o :R"xR" - R

associati alle matrici simmetriche A € R™**".

Tenuto conto che che i prodotti scalari in IR™ sono tuti e soli i prodotti
scalari associati alle matrici simmetriche di R™*", a tali matrici si applica

la terminologia seguente.

6.1.5 Definizioni: Sia

A e RM"

una matrice simmetrica.
La matrice A si dice

definita positiva
definita negativa

di tipo indefinito

semidefinita positiva

semidefinita negativa ,
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a seconda che il prodotto scalare associato ad A ¢ rispettivamente

definito positivo  semidefinito positivo
definito negativo semidefinito negativo

di tipo indefinito

6.2 Spazi complessi con prodotto hermitiano

Sia V uno spazio vettoriale sul campo complesso C.
Un prodotto hermitiano in V' & una applicazione

o: VxV — C

(v,w) — vew
o bilineare hermitiana, ossia: per Yv,w,z € V e per VA € C si ha

{ (vtw)ez=vez+wez
(Av)ez=Avez)

{ zoe(vtw)=zev+zew
ze (M) =A(zev)

(linearita a sinistra)
(linearita hermitiana a destra)
o simmetrica hermitiana, ossia: per Yv,w € V si ha

wev =vew

6.2.1 Nota: come conseguenza della simmetria hermitiana, per

YveV
si ha
veU=Teu,

e quindi

vev ER.

6.2.2 Definizioni: Siano v,w € V:
o il numero
vewe C

si dice il prodotto hermitiano di v e w;

o se
vew =0,

allora:
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o per la simmetria hermitiana si ha anche
wev =20
o v e w si dicono ortogonali e si scive
vlw ;
o se vev =0, allora v si dice un vettore isotropo.
6.2.3 Definizioni: Siano W un sottospazio di V ev € V:
e se per Yw € W si ha
vlw, ossiavew =0,
allora si dice che v ¢ ortogonale a W, e si scrive

vl W ;

W:<w1,...,wh>,

si verifichi che
vlW s vlw,...,vLlwy ;

e si pone

wt={veV:vlWw};

si verifichi che W+ ¢ un sottospazio di V.
Tenuto conto di 6.2.1, per Vv € V si ha
veveER.

Per indicare il comportamento di v e v rispetto “al segno”, si usa la termi-
nologia seguente.

6.2.4 Definizione:

a) se
veyv >0 YveVv#0

allora si dice che il prodotto hermitiano ¢ definito positivo;

b) se
vev >0 VYveV

allora si dice che il prodotto hermitiano e semidefinito positivo;
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c) se
vev <0 YveVuv#0
allora si dice che il prodotto hermitiano e definito negativo;
d) se
vev <0 YveV
allora si dice che il prodotto hermitiano ¢ semidefinito negativo;
e) se

Jv,weV vev>0wew <0

allora si dice che il prodotto hermitiano e di tipo indefinito.

Conto tipico: Il prodotto hermitiano di due combinazioni lineari di una
data famiglia finita di vettori si esegue come indicato dal seguente esempio:

(c1v1 + covg + c3v3) @ (divy + dovg + d3vs) =

o (dyvy + dovg + d3vs)+

dyv1 + dava + d3vs)+
d1v1 + davg + d3vs) =
div1) + (c1v1) @ (dave) + (civ7)

d1v1) + (cov2) @ (dave) + (cov2) @
v2) + (c3v3)

c3v3) @ (div1) + (c3v3)  (d2

o)
s
4
s
NN N NG N N
[

(
(
(
(
(
(

Cldl(U10’01)+C 2( +c

cadi(vy @ v1) + cada(vo @ v2) + cod3 (v @ v3)+

c3di(v3 @ v1) + c3da(v3 @ v9) + c3ds

il conto puo essere proseguito osservando che
V20V =V 8V2, U3V =7UV10VU3, U3OUVU2=7T207U3.

6.2.5 Esempi: Si consideri lo spazio vettoriale C™. Si verifichi che:

V¥ data una matrice hermitiana

A E CTLXTL
I’applicazione
. ("xC"—C
definita da
rey=al Ay ;
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¢ un prodotto hermitiano in C";
(Cenno: si ha

Coyex=yl Az = (yTAE)T =

TPATy = 2T A =aT Ay =T 0y, )

tale prodotto hermitiano si dice il prodotto hermitiano associato
alla matrice hermitiana A;

¢ sia
ailp a2 ais
A= a1 a9 Q23 S CSX3
azr a3z as3

una matrice hermitiana e sia
o (3 xC® =

il prodotto scalare associato alla matrice A; si verifichi che:

o si ha
a1l a2 a3 Y1 3
roy = (x1,22,23) | a1 azx a3 Yo | = E @igTiY; ;
asy asz2 ass Ys i,j=1

0 e ®€e; = Gj (Sl ricordi che aij = Eﬁ)
¢ sia
o:C"x(C"—C

un prodotto hermitiano in C";
si consideri la matrice hermitiana

€cLe€el €10¢€eyg - €1 @ ¢y
A= (a) = eztel e2t62 aeo c g
en ®el €n;€2 en ®ep
e si provi che
rey=al Ay ;

A dagli item precedenti si deduca che i prodotti hermitiani in C™ sono
tuti e soli i prodotti hermitiani

. C"x(C"—=C

associati alle matrici hermitiane A € C"*"™.
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Tenuto conto che che i prodotti hermitiani in C™ sono tuti e soli i prodotti
hermitiani associati alle matrici hermitiane di C™*"™, a tali matrici si applica
la terminologia seguente.

6.2.6 Definizioni: Sia
Ae g

una matrice hermitiana.
La matrice A si dice

definita positiva  semidefinita positiva
definita negativa semidefinita negativa ,

di tipo indefinito
a seconda che il prodotto hermitiano associato ad A & rispettivamente

definito positivo  semidefinito positivo
definito negativo semidefinito negativo

di tipo indefinito

6.3 Spazi di tipo finito con ps e ph: esistenza basi
ortogonali

Considerazioni e definizioni verranno date esplicitamente solo per uno spazio
complesso con prodotto hermitiano. Nel leggerle, si osservi che tali consi-
derazioni e definizioni sussistono anche per uno spazio reale con prodotto
scalare, semplicemente sostituendo R al posto di C, sostituendo ’aggettivo
“scalare” al posto dell’aggettivo “hermitiano”, ignorando gli eventuali sim-
boli di coniugio in quanto operanti su numeri reali, consentendo lo scambio
dei termini di un prodotto scalare in quanto operazione simmetrica.

Sia V un spazio vettoriale di tipo finito su C, sia
dimV =n,

e sia

o:VxV —=C
un prodotto hermitiano in V.
6.3.1 Teorema: Sia W un sottospazio di V. Sono equivalenti gli asserti:

a) per Vwe W sithawew =0,
b) per Vw,z € W sihawez=0,
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180 6 Spazi con prodotto scalare e hermitiano

c) esiste una base
(wi,..., W)

di W tale che per Vi,j € {1, . ,m} (attenzione: anche quando
i =7) si ha
w;ew; =0 .

Cenno. a)=b). Per VYA, € C si ha:

0=(Aw+puz)e (Aw+ pz) =
Ni(w e 2) + p(z e w) = 2Re(\i(w o 2)) ;
ponendo A = =1, si ottiene Re(we z) =0 ;
ponendo A = —i, u = 1, si ottine Re(—i(w e z)) =0 , ossia Im(we z) =0 ;
ne segue wez =0 .
b)=-c). Ovviamente ogni base di W verifica la condizione c).

c)=-a). Siponga w = ciwy + -+ - + CpWy, e se ne deduca che w e w = 0.
|

6.3.2 Definizione: Sia
(v1,...,0p)

una famiglia finita di elementi di V. Se:

V¥ per Vi,j=1,...,7r con i # j si ha

viev; =0,
allora:
A (v1,...,v,) si dice un famiglia ortogonale.
6.3.3 Teorema: Sia
(U1, 0p)

una famiglia finita ortogonale di elementi di V' tale che
viev; 0 Vi=1,...,r.
Sussistono gli asserti:

a) la famiglia (v1,...,v,) € linearmente indipendente;

b) per Yw € V i vettori

’ w e vy w e Uy
w = Ul+”'+
V1 @ U1 Vy ® Uy

V] @ U1 Uy ® Uy

h:w<w.vl’(}1+-..+w.vrvr>
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sono gli unici vettori verificanti le condizioni:

(S (vl,...,vr>
h e <v1,...,vr>J‘ :
w=w+h
1
C)V:<’U1,...,UT>EB<’01,...,UT> ;
d) si ha
dim<U1,---,'Ur>:T'
dim(vl,...,vrf‘:djmv_r:n_r

Cenno. a). Sia
)\1U1+"'+)\TUT:0;

per Vi=1,...,7si ha
(Avr + -+ Mvp) ov; =000y ;
per lortogonalita di (v1,...,v,) si ottiene
i (viov;) =0

essendo v; e v; # 0 si ottiene A; = 0.
b). Si verifichi direttamente che

w' € (vy,...,0)
h e <U1,...,UT>L
w=uw+h

Per provare 'unicita dei vettori verificanti tali proprieta, si consideri una
qualsiasi coppia di vettori @', h tali che

W' € (vy,...,v)
EG(Ul, 7UT>J— )
w=1w+h

si ponga

si osservi che _
h=w—(Avi 4+ M\vp)

per Vi =1,...,r si ha allora

0=hev;=(w— (Mo + -+ A\vy) e v; = (we ;) — Ni(v; @ v;) ;
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182 6 Spazi con prodotto scalare e hermitiano

essendo v; e v;, ne segue
w e v;

A =

)
V; @ U;

pertanto si ha @' = w’, e di conseguenza h = h.
Ovviamente b).=c).=d).

La Procedura seguente indica come costruire concretamente una base
ortogonale di V.

6.3.4 Procedura(per costruire basi ortogonali di V'):

Step 1. se
vev=0 YveVlV,

si scelga una qualsiasi base

(V1,-..,0p)
di V; per il Teorema 6.3.1, tale base e ortogonale; Stop.
altrimenti si scelga v; € V tale che v; @ v1 # 0, e si passi a Step
2. .
Step 2. Si consideri la famiglia banalmente ortogonale
(v1)
tale che
vievy #0,
e si determini
1L
<U1> )

per il Teorema 6.3.3 si ha
V= (v) @ (v)"

se
vev =20 Vve(vﬁL,

si scelga una qualsiasi base
(v2,...,vp)
di <v1)L; per il Teorema 6.3.1,
(v1,v2,...,0,)

€ una base ortogonale di V; Stop.
altrimenti si scelga vy € (vl>J' tale che vy @ v3 #£ 0, e si passi a
Step 3. .
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Step 3. Si consideri la famiglia ortogonale

(v1,v2)

tale che
vievy #0 , 03002 #0,

e si determini
1
(v1,v2) ;
per il Teorema 6.3.3 si ha

V = (vy,v2) ® (2)1,212>L

se
vev=0 VYve <Ul,Ug>L,

si scelga una qualsiasi base
(v3y...,0p)

di <v1,v2>L; per il Teorema 6.3.1,

(Ula v2,03,... 7/U’n)
¢ una base ortogonale di V; Stop.
altrimenti si scelga v3 € (vl,vg>L tale che vs e v3 # 0, e si passi

a Step 4. .

Step 4. Si consideri la famiglia ortogonale

(v, v2,v3)

tale che
vievy #0 ,v20v2 #0 ,v30v3 #0,

e si determini
L .
<7)17 V2, 'l)3> )

per il Teorema 6.3.3 si ha
V = (v1,09,03) ® (01,02, 03)" ;
se etc.
La Procedura 6.3.4 dimostra in particolare il seguente Teorema.

6.3.5 Teorema: Esistono basi ortogonali di V.

Esercizi:
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v Si consideri lo spazio vettoriale R°. Sia “e” il prodotto scalare
associato alla matrice simmetrica

Dati z,y € R?, si calcolino

3

W NN W

322 3
102 3
00 2 2 |eR>™.
2 2 2 2
322 3
rey, xex.

Applicando la Procedura 6.3.4, si costruisca una base ortogonale di

RS.

A Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n su C. Sia

una base di V.

(’Ul,...

»Un)

a) Sia “e” un prodotto hermitiano in V' rispetto al quale la base

’7/:(1}1,...,1],,1)

¢ ortogonale; siano inoltre (si ricordi 6.2.1)

tali che

V] @V = A, ..

A,

,An € R

S Up Uy = Ap .

Si considerino v, w € V tali che

v=yzeR" w=yyeR",

e si calcolino

6.3.6 Siano

Si provi che esiste uno ed un solo prodotto hermitiano

vew,

veuv.

Wiy in € R

V rispetto al quale la base

¢ ortogonale, e si ha

V1 ®U] = U1, - -

(’Ul,...

,Un)

-y Un ®Un = lUn .

19}
[ ]

in
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6.4 Spazi di tipo finito con ps e ph: il Teorema di
Sylvester

Considerazioni e definizioni verranno date esplicitamente solo per uno spazio
complesso con prodotto hermitiano. Nel leggerle, si osservi che tali consi-
derazioni e definizioni sussistono anche per uno spazio reale con prodotto
scalare, semplicemente sostituendo R al posto di C, sostituendo ’aggettivo
“scalare” al posto dell’aggettivo “hermitiano”, ignorando gli eventuali sim-
boli di coniugio in quanto operanti su numeri reali, consentendo lo scambio
dei termini di un prodotto scalare in quanto operazione simmetrica.

Sia V' un spazio vettoriale di tipo finito su C, sia
dimV =n,

e sia

oV xV —=C

un prodotto hermitiano in V.
Per il Teorema 6.3.5 esistono basi ortogonali di V.
Sia
(V1,0 ., Un)

una base ortogonale di V' con i membri ordinati in modo tale che (si ricordi
6.2.1)

vievy >0,...,v., 00, >0
Urp1 ®Vpy1 < 0,..., 0450045 <0
Up+s+1 ® Urts4+1 :07-~7vn.vn:0

(ovviamente qualcuna delle tre sottofamigle pud essere vuota, ossia puo
essere: 1 =0, s =0, 7+ s =n).

Il Teorema seguente prova che gli interi r, s non cambiano cambiando
la base ortogonale, ossia prova che tali interi sono numeri caratteristici del
particolare prodotto hermitiano considerato.

6.4.1 Teorema(di Sylvester): Sia

(v}, ...,

una qualsiasi base ortogonale di V' con i membri ordinati in modo tale che
(si ricordi 6.2.1)

viev) >0,...,v, 00, >0

v, ev, <0 v, v, , <0
/41 r'+1 yeeey Upry g s

/ / _ / /I
Vpr 111 ®Vpygyq =0,...,0, 00, =0
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186 6 Spazi con prodotto scalare e hermitiano

Allora si ha:

Cenno. Si consideri la famiglia

Lo / / AN
(Ulu"'7UT7U7"+17"'7UT’+S’7U7"+S’+17‘"7vn) ;

siano
A/ / / /
>\1,...,)\r,)\r,ﬂ,...,)\T/+S/,)\T/+S/+1,...,)\n e C

tali che
Avr + -+ Aot
AUy o N gV g N Vg AR, =0
si ponga

V= AU+ -+ Ny
! / / !/ / / / ! .0 .
v = — ()\T’+1UT"+1 + -+ )\T,/_,'_s/fU,r/_i_s/ + AT’+S’+1UT‘/+S’+1 —+ -+ )\nvn) N

ovviamente si ha
e quindi

si ha
vev=|A\[*(v1ev) + -+ [\ (v 00,) =0

v e = ’A;,+1|2(’U;/+1 ® U;/+1) +---+ ‘)\;./+S/’2(U1/n/+s/ L4 U,/nurs/) <0

e quindi
vev=0, vev =0;
ne segue
Al=-=A=0
/ _ —_\/ _ .
)\7"/-"-1_..._)\7"/-"-8/_07

tenuto conto che dalle precedenti unguaglianze segue
A;“/+S/+1U7/”’+s/+l + -4 )\;‘LU;Z =0 N

si ottiene anche che

!/ !/
)\,,,/+Sl+1:"':/\n:0.

Le considerazioni precedenti provano che la famiglia

L / / /
(V1w e Ur i Ui s oo e s Ut s Vgt iy 15 - -+ V)
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e linearmente indipendente; si ha quindi
r+m—1r)<n,

ossia

Analogamente si prova che s’ = s. |

I sottospazi
<’U1,...,UT>, <’U7«+1,...,’U7»+3>

possono variare al variare della base ortogonale scelta. Il Teorema seguente
prova che il sottospazio

<’U7~+5+1, N ,’Un>

non varia cambiando la base ortogonale, ed € quindi uno spazio caratteristico
del particolare prodotto hermitiano considerato.

6.4.2 Teorema: Si ha:
(vr+5+1,...,vn> = {v eV: vJ_V} .
Cenno. Sia v € V; si ponga

V= A101 + AU+ A1 Vg1 o+ AUt

Ardst1Vrpst1 T+ App

Ovviamente si ha

vlV
se e solo se
vevy =0,...,vev, =0,
se e solo se (perché?)
Al=-=Ays=0.

6.4.3 Definizione: Gli interi r, s,n — (r + s) si dicono rispettivamente gli
indict di positivita, negativita, nullita del prodotto hermitiano.
Ovviamente si ha:
a) il prodotto hermitiano & definito positivo se e solo se s = n;

b) il prodotto hermitiano & semidefinito positivo se e solo se r = 0;
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¢) il prodotto hermitiano ¢ definito negativo se e solo se r = n;

d) il prodotto hermitiano ¢ semidefinito negativo se e solo se s = 0;

e) il prodotto hermitiano ¢ indefinito se e solo se r # 0, s # 0.

Esercizio: Si consideri la matrice simmetrica reale

3

2
I
W N W

3

W N O

NN OO N

2

N DN DN DN

3

W N N W

c R5><5

Si dica se tale matrice sia definita positiva, semidefinita positiva, definita
negativa, semidefinita negativa, o di tipo indefinito.



Capitolo 7

Spazi con prodotto scalare e
hermitiano definito positivo

7.1 Spazi con prodotto scalare ed hermitiano de-
finito positivo: norma e metrica

Considerazioni e definizioni verranno date esplicitamente solo per uno spazio
complesso con prodotto hermitiano definito positivo. Nel leggerle, si osservi
che tali considerazioni e definizioni sussistono anche per uno spazio reale con
prodotto scalare definito positivo, semplicemente sostituendo R al posto di
C, sostituendo l'aggettivo “scalare” al posto dell’aggettivo “hermitiano”,
ignorando gli eventuali simboli di coniugio in quanto operanti su numeri
reali, consentendo lo scambio dei termini di un prodotto scalare in quanto
operazione simmetrica.

Sia V' un spazio vettoriale su C, e sia
o:VxV —=C

un prodotto hermitiano definito positivo.

7.1.1 Definizioni: Siano v,w € V:

e il numero

Vvoev >0

si dice la norma di v e si denota con ||v]]; si ha quindi:
norma di v = ||v|| = Vvev >0

e il numero
|[w =2 =0
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si dice la distanza di w da v e si denota con d(v,w); si ha quindi:

distanza di w da v = ||w—v| = /(w—v) e (w—1v) >0 .

Esempio di spazio reale con prodotto scalare definito positi-
vo: SiaT > 0, e sia
C([0, T], R)

lo spazio vettoriale su R i cui elementi sono le funzioni continue
f:00,T] - R

Per ogni coppia
(f.9)
di elementi di C°([0,T],R) si ponga:

T
fog= /0 F(B)g(t)dt

Si verifichi che 'operazione e ¢ un prodotto scalare definito positivo in
([0, T), R).
Si calcolino:

e (1+t)e(1—1)
o [T+, (11—
o d(1+t,1—1t)

Si considerino le funzioni

L s 27Tt 27Tt _227rt 227rt ,327Tt 327Tt
,smT ,COST , sin T , COS T , sin T , COS T

si provi che sono a due a due ortogonali, e se ne calcolino le norme.

Per dare un esempio significativo di spazio vettoriale con prodotto her-
mitiano definito positivo occorrono le seguenti nozioni.
Integrali e primitive per funzioni da R in C: Sia (vedi Nozioni
5.1.6)
f=a+ibe C'R,C) ;

dati «, 0 € R si pone per definizione:

/j F)dt == /j a(t)dt + z'/j b(t)dt;

si verifichi che:
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e se F(t) € C1(R,C) & una primitiva di f(t), ossia se
FO@t) = f(1) ,

allora si ha

e se s =0+ iw # 0, allora

¢ una primitiva di et;
e se s =0 +iw # 0, allora si ha

/B Sty — [}eSt]fé _ eft _ pat |
a s s

Siamo ora in grado di fornire un esempio significativo di spazio vettoriale
con prodotto hermitiano definito positivo.

Esempio di spazio vettoriale complesso con prodotto hermitia-
no definito positivo: Sia T" > 0, e sia

C°([0,T], C)
lo spazio vettoriale su C i cui elementi sono le funzioni continue
f:00,T] = C
Per ogni coppia
(f.9)

di elementi di C°([0, T, C) si ponga:

T
feg= /0 f(t)g(t)dt

Si verifichi che 'operazione e ¢ un prodotto hermitiano definito positivo
in C°([0, 77, C).
Si calcolino:

o (1+44t)e(1—1t)
o |14 at]],||1 — it|
o d(1+it,1—it)
Si consideri la famiglia di funzioni

eik(ZW/T)t’ Le?Z :

si provi che gli elementi di tale famiglia sono a due a due ortogonali, e se ne
calcolino le norme.
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7.2 Prodotto scalare canonico in V7,
Sia

U
B

una unita di misura per i segmenti.
Dato un segmento RH, con il simbolo RH si indica la misura di RH
rispetto ad U.

. H % . . .
Siano v = LA,w = LB € V; indichiamo con

vew
I’elemento di R definito da

¥V sev=0,alloravew=20

e
A se v # 0, detta r la retta passante per v, e detta w’ = LB’ la
proiezione ortogonale di w su r, allora

’U.’U):m'm'é

ove
5 1 se B’ € semiretta di r, di origine L, che 3 A
| =1 se B’ € semiretta di r, di origine L, che # A

Si dimostri che 'applicazione

o: Vi xVp — R

(v,w) — vew

e un prodotto scalare definito positivo in V. Tale applicazione si dice il
prodotto scalare canonico di V..

Tenuto conto delle Definizioni 7.1.1, il prodotto scalare canonico “e”
induce in V7, le seguenti definizioni:

—
V¥ sia v = LA € V; il numero reale > 0
si denota con ||v|]

Ve si dice la norma di v

¢ =LA
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¢ siano v = 171, w=LB € Vi; il numero reale > 0

si denota con d(v,w)
|lw—v|| ¢ sidice la distanza di w da v

¢ =AB

A siano v,w € V7,

Vse vew=20

v e w si dicono ortogonali
A allora o
si scrive vlw
sono equivalenti gli asserti

vV vlw

A sussiste una delle seguenti tre condizioni
a) v=20
b) w=0

c) v#0,w+#0,e v,w sono ortogonali in senso usuale

Sussistono i seguenti teoremi.

7.2.1 Teorema(di Carnot). Siano v,w € Vp; si ha

lw = vl = [[o]* + [[w]]* - 2(v 0 w)

Cenno. |w—v|?=(w—v)e(w—v)=
wew+we (—v)+ (—v)ew+ (—v)e(—v) =

wew— (wev)—(vew)+uveuv

7.2.2 Teorema(di Pitagora). Siano v,w € V; si ha
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lw =l = [jv]] + [Jw]?

0

vl w

Cenno. Segue dal Teorema 7.2.1. |

ESERCIZI

Vv Siano v,w € V taliche v # 0,w # 0, e sia 6 =vwe [0,7] la
misura (in radianti) dell’angolo convesso formato da v e w. Si provi
che

A vew = || - ||wl| - cosb

Cenno. Si ricordi che vew = LA-LB’-§ (per il significato
della figura e dei simboli, vedi la definizione di v @ w), e si osservi
che

LA=|jv||, LB -6 = ||w|| - cos

¢ Siano v,w € Vi tali che

ol =2, Jw| =3, vw=r/3
si calcolino

Vovev, wew, vew
O (v+w)ew, (v+w)ew
O [lv+wll, [[3v = 5wl
A (av+ fw) e (A + pw)
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¢ Siano wvq,v9,v3 € Vy, tali che

[or]] = V3, [lv2ll =2, [los]l = V2
m m m
V1V = VU3 = voU3 = /6

si calcolino

V v eV, U1 @V, U] ®V3, Ug ® Uy, Vg ® V3, U3 ® U3
O (2v1 + V3vy — 5’03) . (—31}1 — 8uy + \/gvg)

O lvr — 5vz + dus||

A A1, A2, A3 € R, non tutti nulli, tali che

()\12)1 + )\21)2 + )\2112) 1

A Sia I' una semicirconferenza di centro L; siano A, B gli estremi del
diametro, e sia C' € I'. Si verifichi che

—_— —
in Vg siha CALCB

A L B

Cenno. Si ha

— —_— = = — =
CA~TLA-LC, CBE~LB-1L
_— — — —

(L _I ).(L _IC) = =0

7.3 Prodotto scalare canonico in R"

Si consideri R* come spazio vettoriale su R.

Dati
al bl
a=| 2 |, o=| " |enr
az |’ b3
a4 b4
si pone

aeb=aiby + azby + azbs + asby € R
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Si dimostri che 'applicazione
o: R*xR* — R
(a,b) — aeb

¢ un prodotto scalare definito positivo in R*. Tale applicazione si dice il
prodotto scalare canonico di R*.

Si determini la matrice simmetrica A € R*** avente come prodotto
scalare associato, il prodotto scalare canonico di R*.

Tenuto conto delle Definizioni 7.1.1, il prodotto scalare canonico “e”
induce in R* le seguenti definizioni:

V¥ siaa € IR4; il numero reale > 0
si denota con ||all
a . a . . .
si dice la norma di a

si ha

lall = \/a? + a3 + a2 + a2
¢ siano a,b € R*; il numero reale > 0
si denota con d(a,b)
o=al { si dice la distanza di b da a
si ha

a(a,8) = /(b1 — @1)? + (ba — a2) + (b5 — a3)” + (bs — as)?

A siano a,b € R*

Vse aeb=0
a e b si dicono ortogonali
A allora

si scrive a.lb
si ha
alb <= aiby + agby + aszbs + asby =0
Sussistono i seguenti teoremi.
7.3.1 Teorema(di Carnot, in R*). Siano a,b € R?; si ha
16— al* = {|al|* + [|b]|* — 2(a 0 )

Cenno. |b—al?=(b—a)e(b—a)=

beb+be(—a)+ (—a)eb+ (—a)e(—a)=

beb—(bea)— (aeb)+aea
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7.3.2 Teorema(di Pitagora, in R*). Siano a,b € R?; si ha
1 — a|l* = [lal® + [[b]* <= alb

Cenno. Segue dal Teorema 7.3.1. |

Le definizioni e le osservazioni date per R* sussistono per VR™.

e L’operazione
aeb=aiby+- -+ apby

si dice il prodotto scalare canonico in R"™.

ESERCIZI

Si consideri R* con il prodotto scalare canonico

2 3 2 1 V5
3 -1 -3 -3 3
Vv calcolare 1 1°l o N N I, d( N K )
1 -2 1 1 2
1
. . 4. 1 2
¢ indicare vari z € R* tali che zL 9
1

A determinare tutti gli € R* tali che zlaz

Si consideri R* con l'operazione
o:R*xR* — R

definita da
a ® b= 2a1b; + 3asbs + 5asbs + Tasby

¥ si verifichi che “®” & un prodotto scalare definito positivo in R*

¢ si determini la matrice simmetrica A € R*** avente come prodotto
scalare associato, il prodotto scalare “©®”

2 3 2 1 V5
3 -1 -3 -3 3

¢ calcolare 1 ©) 9 | V5 I, d( V2 | =3 )
1 —2 1 1 2
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¢ indicare vari z € R? tali che z.L

NN

A determinare tutti gli € R* tali che zlx

Si consideri R* con operazione
o:R*xR* —R

definita da
aob=2a1b1 + 3asby + Sasbs — Tasby

si verifiche che
e “o” & un prodotto scalare in R* di tipo non definito
e si determini la matrice simmetrica A € R*** avente come prodotto
scalare associato, il prodotto scalare “o”
7.4 Prodotto hermitiano canonico in C”

Si consideri C* come spazio vettoriale su C.

Dati
al b1
a=| ® b= b2 et
as ’ b3
aq b4
si pone

aeb=aiby + azbs + asbs + asby € C

(si osservi che, se a,b € R*, tale definizione di a @ b & coerente con quella
data nella Sezione 7.3).

Si dimostri che ’applicazione

o: C'xC* — C
(a,b) — aeb

& un prodotto hermitiano definito positivo in C*.
Tenuto conto delle Definizioni 7.1.1, il prodotto hermitiano canonico “e”
induce in C* le seguenti definizioni:
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v sia a € C%; il numero reale > 0

si denota con |af|

si dice la norma di a

si ha

lall = V/]a1? + |az[? + |az|? + [aa|?
¢ siano a,b € C*; il numero reale > 0

si denota con d(a,b)

Ib— all si dice la distanza di b da a

si ha

d(a, b) = \/|b1 — al\g + ‘bg — az‘Q + ‘bg — a3\2 + ‘b4 — a4]2

A siano a,b € C*

Vse aeb=0

a e b si dicono ortogonali
A allora

si scrive a lb

sono equivalenti gli asserti
V alb (ossia aeb=0)
O bla (ossia bea=0)

O aiby + agby + aszbs + asbs = 0
A biay + beag + bzas + byay

Sussistono i seguenti teoremi.
7.4.1 Teorema(di Carnot, in C*). Siano a,b € C*; si ha

I —all® = [lal|* + [Ibl* — 2Re(a o b)

Cenno. |[b—al>?=(b—a)e(b—a)=
beb+be(—a) +(a) e b+ (~a) e (<a) =
beb— (bea)

beb— (aeb)

aeb)t+aea=

(aeb)
(aeb)+aea
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7.4.2 Teorema(di Pitagora, in C*). Siano a,b € C%; si ha

Ib—all* = [lall* + [b]* <= Re(aeb)=0
Ib—all? = lla]* + [Ib]* <« alb

Cenno. Segue dal Teorema 7.4.1. |

Le definizioni e le osservazioni date per C* sussistono per YC".

e L’operazione
aeb=aiby + - +aub,

si dice il prodotto hermitiano canonico in C™.

ESERCIZI

Si consideri C? con il prodotto hermitiano canonico

2+1 1—12 3—2
¥ calcolare | 3—2i | e | 24+2i |, ||| 2+ I
1—1 3421 1+ 3¢
141 3—2
(| 1—i 2450 |)
2+ 31 1—1
]
¢ indicare vari x € C? tali che xL 1
1+74

A determinare tutti gli = € C3 tali che zlx

Si consideri C? con I'operazione
0:CxC—cC

definita da
a®b=2a1by + 3azby + Hazbs

Vv si verifichi che “®” & un prodotto hermitiano definito positivo in
CS
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2+1 1—1 3—2t
¢ calcolare | 3—2i | o 2+2i |, ||| 241 I
1—1 3421 1430
144 3—21
(| 1-3 245 |)
2+ 31 1—1
]
¢ indicare vari x € C? tali che xL 1
1+74

A determinare tutti gli € C3 tali che zlx

Si consideri C? con I'operazione
o: P xC? —C

definita da B B B
a<ob=2a1b; — 3asbs + Hasbs

si verifiche che

e “o” & un prodotto hermitiano in C? di tipo non definito

Si consideri €2 con il prodotto hermitiano canonico; siano ¢ € C, 5 € R;

si ponga
(1 [ —c—p
=(e) =)

si verifichi che, per Vc e V(3 # 0
¥ a,b verificano la relazione di Pitagora ||b— al|?> = ||a||? + ||b]|?

A a,b non sono ortogonali

7.5 Spazi con prodotto scalare ed hermitiano de-
finito positivo: proprieta della norma e della
metrica

Considerazioni e definizioni verranno date esplicitamente solo per uno spazio
complesso con prodotto hermitiano. Nel leggerle, si osservi che tali consi-
derazioni e definizioni sussistono anche per uno spazio reale con prodotto
scalare, semplicemente sostituendo R al posto di C, sostituendo ’aggettivo
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“scalare” al posto dell’aggettivo “hermitiano”, ignorando gli eventuali sim-
boli di coniugio in quanto operanti su numeri reali, consentendo lo scambio
dei termini di un prodotto scalare in quanto operazione simmetrica.

Sia V un spazio vettoriale su C, e sia “ e” un prodotto hermitiano definito
positivo in V.
Si verifichi che
e per Vv € V eper Vece C siha
lev]| = le| - [Jv]]
Cenno. [lcv|| = /(cv) o (cv) = /c(v e (cv)) =
Ve@wev) = /IcPol2=lc - lv] ®

7.5.1 Proiezione ortogonale e componente normale. Problema: sia
v €V, tale che v # 0. Dato w € V, trovare

w, heV
tali che
v w' sia un multiplo di v (ossia un elemento del tipo w’ = cv, con
ceC)
¢ hlv
Aw=uw+h

Risposta: esiste una ed una sola soluzione

V¥ si ha
, wew wev
w=-—=v, h=w— ——

v
[[v]]2 [[v]12
¢ w' sidice la proiezione ortogonale di w su v

A h sidice la componente normale di w rispetto a v

Cenno. Sia w’ = cv,h una eventuale soluzione. Siccome

h=w-—cv, hlv, v#0

si ha we
(w—cv)ev=0, wev—c(vev)=0, C:W
ne segue che
e we
lol o]

Allora: o tali w’, h sono la sola soluzione, o il problema non ha soluzioni.
Per decidere quale delle due situazioni sussista, occorre controllare se la
coppia w’, h proposta risolva o meno il problema.
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weu
v
o]

e quindi w’' & un multiplo di v

2° controllo: hev = (w—Wu) oYU —wey — (Wu) X))
v v

1° controllo: w' =

e quindi hlwv
3° controllo: w' + h = %v + (w — W’U) =w
v v

e quindi w=w +h

7.5.2 Disuguaglianza di Schwarz. Siano v,w € V; si ha
[vew] < o - [|lwl]

Cenno. Se v = 0, 'asserto ¢ ovvio. Supponiamo quindi v # 0, e siano
w’, h la proiezione ortogonale e la componente normale di w rispetto a v.
Si ha

Jw|| = [[w" + &l = /(w +h)e(w +h) =
Vuw ew +w eh+hew +heh=

Valew ¥ heh > |[u]| = ”Tfu‘ -
v
wev ol \wov\H || |w e v|
- [lV = V|| =
[v]|2 [[v]? [v]]
da cui segue ||wl| - ||v]| = |w e v| [ |

7.5.3 Proprieta della norma. Per Vv,w € V e per Ve € C si ha
v v[=0
¢ v =0<=v=0
¢ llcoll = [cf - [[v]]

A [lv+wl| < ol + [lw]

Cenno. Primo, secondo e terzo asserto sono noti. Si osservi che per

Va,b € R si ha

Re (a+bi) = a < |a| < Va2 + b2 = |a + bi
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Usando tale relazione si ottiene

lv+w|?=(@w+w)e(v+w)=|v|>+ ||w|?+vew+wev=
1] + lwll* + 2Re (v o w) < [[o]* + [[w]]? + 2|v o w| <
per la Disuguaglianza di Schwarz

2
[l + flwll? + 2llv]l - wll = (o]l + flwl)

ossia il quarto asserto. |

7.5.4 Proprieta della distanza. Per Vv, w,z € V si ha

v d(v,w) >0

¢ dv,w)=0<=v=w

¢ d(w,v) = d(w,v)

A d(v,w) < d(v,2) +d(z,w) (disuguaglianza triangolare)

Cenno. Solo la quarta relazione non ¢ ovvia. Si ha

d(v, w) = lw —v|| = [[(w = 2) + (z = v)|| <
per le proprieta della norma

Jw = z[| + |z = v]| = d(v, 2) + d(z, w)

I risultati 7.5.2 ¢ 7.5.3

Vv applicati allo spazio vettoriale reale R™ con il prodotto scalare
canonico, provano che per Va,b € R" si ha

n n n
\Y Zajbj < Za? : Zb?
j=1 j=1 Jj=1

n n n

A D (a0 < D+ | Db

Jj=1 J=1 Jj=1

¢ applicati allo spazio vettoriale complesso C" con il prodotto hermi-
tiano canonico, provano che per Va,b € C™ si ha

n n

VY abi < D e D] bl
j=1

j=1 j=1
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n n n

2 2 2

A D b < D D laP+ DI
j=1 j=1 j=1

¢ applicati allo spazio vettoriale reale C°([0,T],R) con il prodotto
scalare “e” descritto nella Sezione 7.1, provano che per

vf(t).9(t) € C°([0, T, R)

(t)dt' < \//OT f(t)*dt - \//OTg(t)th
\// t) 4 g(t))3dt < \// f(t) 2dt+\// t)2dt

A applicati allo spazio vettoriale complesso C°([0,77],C) con il pro-
dotto scalare “o” descritto nella Sezione 7.1, provano che per

si ha

Vf(t),9(t) € C°([0, 7], C)

\/ / th,\/ /OT\g<t>|2dt
\// 1) + g(0)2dt < \// |dt+\// £ 2dt

ESERCIZI

si ha

v In R* con il prodotto scalare canonico si calcolino la proiezione

2 1

.1 3 . 4

ortogonale e la componente normale di 1 rispetto a 3

3 2
1
¢ In R?* con il prodotto scalare canonico sia a = g
2
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1
V si provi che Ha ha norma 1

a

1 -1 . . 1
—‘a, ——a sono tutti e soli i multipli di a che

¢ si provi che
lall " lall

hanno norma 1

<>

si determinino i multipli di @ che hanno norma 7
O siindichi un b € R* tale che

bla, b#0

¢ sia b come nel precedente item e sia

c="Ta—>5b
si provi che
“proiezione ortogonale di ¢ su a” = Ta
“componente normale di c¢ rispetto ad «” = —5b

O si indichi un ¢ € R* tale che
“la proiezione ortogonale di ¢ su a” abbia norma 3
“la componente normale di ¢ rispetto ad o” abbia norma 4
si provi che |lc[| =5
A si indichi un ¢ € R? tale che
lef =10

||proiezione ortogonale di ¢ su al =5

¢ In C3 con il prodotto hermitiano canonico si calcolino la proiezione
2+ i
ortogonale e la componente normaledi | 2 —4 | rispettoa | 1
i

1+
¢ In C3 con il prodotto hermitiano canonico sia a = 1
1—1

1
V si provi che ——a ha norma 1

[[all
c eC
—a, c
[all lc| =1

€ una rappresentazione parametrica dell’insieme dei multipli
di a che hanno norma 1

¢ si provi che
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¢ si determinino i multipli di a che hanno norma 7
O siindichi un b € €3 tale che

bla, b#0
Q sia b come nel precedente item e sia
c=(2+43i)a+ (7T—iV3)b
si provi che
“proiezione ortogonale di ¢ su a” = (24 3i)a
“componente normale di ¢ rispetto ad a” = (7 —iv/3)b

O siindichi un ¢ € €2 tale che

“la proiezione ortogonale di ¢ su a” abbia norma 3

“la componente normale di ¢ rispetto ad a” abbia norma 4

si provi che |lc|| =5

A siindichi un ¢ € C? tale che
lefl = 10
||proiezione ortogonale di c¢su al| =5
A In C? con il prodotto hermitiano definito positvo “¢”, definito da
a<ob = 5a1b; + 3asbs + 2a3bz

si verifichino direttamente le seguenti disuguaglianze (che tali disu-
guaglianze sussistano ¢ conseguenza dei risultati teorici gia dimo-

strati):
2—i 12 2 —i 12
[ 240 Jol 1—2i || <[ 2+ )|]- ][ 1—20 ||
2+i 1+ 2i 2+ 1+ 2i
2 —i 12 2—i 12
N2+ |+ 1—20 | |I<|{ 2+ ||| +]l| 1—20 ||
2+i 142 2+ 14 2i
2 —i 12
a( 244 |, [ 1-2 |) <
2+ 1+ 2i
2 —i 3+i 3+i 12
d(( 240 | 3+i |)+d(| 3+4 |, | 1-2 |)
2+ 3+i 3+i 14 2i
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7.6 Spazi con prodotto scalare ed hermitiano de-
finito positivo: proiezione su sottospazi

Considerazioni e definizioni verranno date esplicitamente solo per uno spazio
complesso con prodotto hermitiano. Nel leggerle, si osservi che tali consi-
derazioni e definizioni sussistono anche per uno spazio reale con prodotto
scalare, semplicemente sostituendo R al posto di C, sostituendo ’aggettivo
“scalare” al posto dell’aggettivo “hermitiano”, ignorando gli eventuali sim-
boli di coniugio in quanto operanti su numeri reali, consentendo lo scambio
dei termini di un prodotto scalare in quanto operazione simmetrica.

Sia V un spazio vettoriale su C, e sia
o:VxV —>C

un prodotto hermitiano definito positivo in V.

13

Per la definizione di “ vettore ortogonale a un sottospazio”, si vedano le

Definizioni 6.1.2 .

La seguente definizione dice cosa si intenda per un vettore che ammette
proiezione ortogonale su un sottospazio, e cosa in tal caso si intenda per sua
proiezione ortogonale e sua componente normale.

7.6.1 Definizione: Sia W un sottospazio di V, e sia v € V. Si considerino
le coppie v/, h € V tali che:

, eV
v eWw, h{ W
tali che
v=2v+h,
allora:

e se esiste una tale coppia v, h, non ne esistono altre; _
Cenno. Sia v/, h una seconda tale coppia. Si ha v/ —v' = h—h;
si ponga
zzv’—@':%—h;

o essendo z =v' — ¥ ,sihaze W;

o essendoz:iNL—h,perVwEWsiha
zow:%owfhow:();

quindi z 1 W;
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o essendo z € W, z L W, siha z L z, ossia
ze2=0;

ne segue z = 0;

oessendo0=z=v" -0 =h—h ,siottiene? =v',h="h. &
e in tal caso si dice che:

o v ammette proiezione ortogonale su W,
o v & la proiezione ortogonale di v su W,
o h e la componente normale di v rispetto a W.

Nota: Non ¢ detto che un vettore ammetta proiezione ortogonale su un
sottospazio. Ad esempio, nello spazio vettoriale C°([0, T], R), il vettorre

ft)y=t

non ammette proiezione ortogonale sul sottospazio

2 2 2 2 2 2
<1, sin %t, cos %t, sin2%t ,COSQ%t, siHS%t, cosS%t, >

(la dimostrazione non & banale, e viene omessa).

Il seguente Teorema dice quale sia la principale proprieta della proiezione
ortogonale e della componente normale.

7.6.2 Teorema: Sia W un sottospazio di V, e sia v € V un vettore che
ammette proiezione ortogonale su W. Siano v’, h rispettivamente la proie-
zione ortogonale di v su W e la componente normale di v rispetto a W.
Sussistono gli asserti:

e per Yw € W tale che w # v si ha
d(v,w) > d(v,v') ;
Cenno. Si ha
d(v,w) = [l - wl| =
I =) + @ = w)]| = b+ (! — w)]| =
VI =@ e Gt (7 —w)) = =
VIRIP + 10— w]? > ||h]| = d(v, o)

e v’ ¢ 'elemento di W avente minima distanza da v;
e d(v,v) = Al
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La Definizione seguente introduce la nozione di famiglia ortonormale di
elementi di V.

7.6.3 Definizione: Sia
(v1,...,0)

una famiglia di elementi di V. Se:
V¥V per Vi,j=1,...,r si ha
0 sei#j
Vi @ Vj = . .
1 sei=7
allora:

A (vi,...,v.) si dice una famiglia ortonormale.

Il Teorema seguente prova che se W & un sottospazio di tipo finito, allora
W ha basi ortonormali.

7.6.4 Teorema: Sia W un sottospazio di tipo finito di V, e sia
dimW =r

. Allora esistono basi ortonormali di W.
Infatti:

a) lapplicazione “o” ristretta a W & ovviamente un prodotto hermi-
tiano in W,

b) per il Teorema 6.3.5 esiste una base ortogonale

(V1,...,0r)

di W (ottenibile ad esempio applicando a W la Procedura 6.3.4);

c¢) per la definizione positiva di e, si ha

viev; >0,...,v,0v, >0
d) si ponga
1 1
Uy = 777V, -y Up = 777U
o1 [[vr|

e si verifichi che la famiglia

(uy,...,uy)

¢ una base ortonormale di W.
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Il Teorema seguente prova che se W & un sottospazio di tipo finito, allora
Vv € V ha proiezione ortogonale su W, ed indica un modo per calcolarla
tramite una base ortonormale di W.

7.6.5 Teorema: Sia W un sottospazio di tipo finito di V/, sia
dimW =r

e sia
(ul, ey ur)
una base ortonormale di W (certamente esistente per il Teorema 7.6.4).
Sia v un qualsiasi elemeto di V.
Si verifichi che i vettori
vVV=(veu)u; + -+ (veu)u,
h=v—((veu)u; + -+ (veu)u,)
sono tali che:
vew
hlW ,
v=20v'+h
e sono pertanto la proiezione ortogonale e la componente normale di v su

w.

I numeri

veuy,...,veu. € C,

si dicono i coefficienti di Fourier di v rispetto alla base ortonormale
(u17"'7u7“) :

In generale pero, dato un sottospazio W di tipo finito e dimensione r, &
disponibile solo una base

(U1, 0p)

di W, senza che essa sia a priori ortonormale.

Volendo applicare il Teorema 7.6.5 per calcolare proiezioni ortogonali e
componenti normali di vettori rispetto a W, occorre calcolare preventiva-
mente un base ortonormale di W. Cio puo essere fatto:

e sia applicando a W la Procedura 6.3.4 che fornisce una base orto-
gonale di W, e successivamente normalizzando tale base come fatto
nel Teorema 7.6.4,
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e sia considerando una qualsiasi base

(v1,...,0p)

di W ed applicando ad essa la Procedura seguente (resa operativa
solo dai risultati del Teorema 7.6.5).

7.6.6 Procedura di Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt:
Sia
(V1,...,0p)

una famiglia linearmente indipendente di elementi di V'; la Proce-
dura seguente costruisce una famiglia ortonormale

(uy,...,uy)

di elementi di V tale che:

(01) = (w)
(o1, 09) = (w1, up)

<'U1, V2, U3> = <U1, uz, U3>

<U1,...,UT> = <u1,...,ur> .
Step 1. essendo vy # 0, si ha ||v1]| # 0; si ponga

1

U = 770,
[[oa

si ha:
(v1) = (u1) ;
ovviamente (u1) & una famiglia ortonormale;

Step 2. il Teorema 7.6.5 consente di calcolare la proiezione
ortogonale v} e la componente normale hs di vy rispetto
(u1); essendo vo & (v1), si ha hy # 0, e quindi ||ha]| # 0;

si ponga
1

Uy = ——ho ;
27 lhe

si ha:
(v1,v2) = (u1,v2) = (u1,v + h2) = (u1, he) = (u1,ug) ;

ovviamente (u1,ug) ¢ una famiglia ortonormale;
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Step 3. il Teorema 7.6.5 consente di calcolare la proiezione
ortogonale v e la componente normale hg di v3 rispetto
{(u1,u2); essendo vy & (vi,v2), si ha hy # 0, e quindi
[hs]| # 0; si ponga

1

us = ——hg ;
S hs]

si ha:

<U1,U27U3> = <U1,U2,U3> =

(u1, ug, v + hg) = (u1,ug, ha) = (u1,u2, u3) ;

ovviamente (uq, ug,u3) € una famiglia ortonormale;

etc.

Come detto, dato un sottospazio W di tipo finito e dimensione 7, &
disponibile solo una base

(v1,...,0;)

di W, senza che essa sia a priori ortonormale.

Il Teorema seguente consente di calcolare proiezioni ortogonali e compo-
nenti normali di vettori rispetto a W, senza calcolare preventivamente una
base ortonormale di W. Osserviamo che il metodo e giustificato dai Teore-
mi 7.6.5 e 7.6.1 che garantiscono rispettivamente ’esistenza e unicita della
proiezione ortogonale e della componente normale di un vettore rispetto a
wW.

7.6.7 Teorema: Sia W un sottospazio di tipo finito di V/, sia
dimW =r,

e sia
(1)1, ceey UT)
una base di W.
Sia v € V e siano v/, h rispettivamente la proiezione ortogonale e la com-
ponente normale di v rispetto a W (certamente esistenti ed univocamente

determinate per i Teoremi 7.6.5 e 7.6.1).
Posto

/
v =1+ G,

i coefficienti
cl,...,¢r €C
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sono univocamente determinati dalle relazioni

(civg + -+ v, —v)evy =0

(civ + -+ v, —v)ev, =0

e sono pertanto ottenibili risolvendo il sistema (che, per quanto detto e
univocamente risolubile)

vievy - Uy ® U1 I Ve U
VIOV, Up @, Ty Ve,
nelle incognite x1,...,z, € C.

7.7 Diagonalizzazione di matrici complesse hermi-
tiane

Si consideri il campo complesso C, e sia

Ae g

una matrice hermitiana.
Il Teorema seguente prova che tutte le radici del polinomio caratteristico
di A sono reali.

7.7.1 Teorema: Sia I'(z) € C[z] il polinomio caratteristico di A. Siano
cl,...,cp €C
tali che

Si ha:
c1,--.,¢cp €ER.

Cenno. Si consideri ¢,. Essendo I'(¢,) = 0, per il Teorema 5.2.5 ¢, & un
autovalore di A; esiste quindi h € C™ tale che

h#0, Ah=ch .

_ _| eR
heh ;
{7&0

Ovviamente si ha
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detto inoltre e 4 il prodotto hermitiano associato alla matrice hermitiana A,
ossia il prodotto hermitiano definito da

re y=al Ay, Vz,yeC",

si ha
heshelR.

Tenuto conto che
Tieah=h Ah=hch=ch h=c,heh,
si ottiene _
hesqh
Cr = AT ER.
heh

Il Lemma seguente prova che tutti i sottospazi di C" stabili rispetto a
Zx, possiedono autovettori di A.

7.7.2 Lemma: Sia W un sottospazio di C" tale che

{W;«A{O}

weW=AweW
Allora:
o esiste un autovettore w € C™ di A, tale che w e W .

(Attenzione: questo risultato e la dimostrazione che segue non utilizzano
I'ipotesi che A sia hermitiana)
Cenno. Per 'ipotesi possiamo considerare ’applicazione lineare

fW =W
definita da
flw)=Aw, YweW.
Sia
W:(wl,...,wm)

una base di W, e sia
Be ™™

la matrice di f rispetto a # . Il polinimio caratteristico
det(B — zI) € Clz]

di B ha ovviamente radici in C, e quindi B ha autovettori in C™; allora per
il Teorema 5.4.1 anche f ha autovettori. Ovviamente, un autovettore w di
f & un autovettore da A tale che w € W . |
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Il seguente Teorema prova che gli autospazi di A sono a due a due orto-
gonali (rispetto al prodotto hermitiano canonico di C™), e che la loro somma
e C™.

7.7.3 Teorema: Siano
A,..., A\ €C

gli autovalori di A scritti in una lista senza ripetizioni.
Sussistono gli asserti:

a) A, A €R,
b) Cn:V,\l@"'@V)\m

c¢) per Vi # j si ha
VL Wa s

ossia, per
Yov € V)\i,Vw € V)\j

si ha
vlw .

Cenno. a). Segue dala Teorema7.7.1.
b). La somma ¢ diretta per il Teorema 5.1.5.
Supponiamo (per assurdo) che sia

s+ + V1, #C".

Si ponga
1L
W=(Va++W)
per il Teorema 6.3.3 applicato a

V)\1_|_..._|_V)\T

e al prodotto hermitiano canonico, si ha

w #{o} .
Sia w € W per
VAj, Yo € 1,
si ha:
(Aw) e v = (Aw)T7 = wT ATt = wT AT =
wlAv = wTxjo = Njw's = Xj(wev) =0;
ne segue

Aw e W ;
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per il Lemma 7.7.2 esiste un autovettore w di A tale che
wew.

Essendo w ortogonale a tutti gli autovettori di A, ed essendo w stesso
un autovettore di A, si ha allora

assurdo, essendo w # 0.
¢). Siano ¢ # j, e siano

vEV), weVy;
tenuto conto che gli autovalori sono reali, si ha:
Ni(vew) = (\v)ew = (Av) ew = vl ATw =
v Aw = v jw = \j(vew) ;

allora si ha
(Ai = Aj)(vew),

ed essendo \; — \j # 0 si ottiene v e w = 0. |
La Definizione seguente introduce la nozione di matrici unitarie.
7.7.4 Definizione: Una matrice
U= (uy,...,u,) € C""
si dice unitaria se le sue colonne sono un base ortonormale di C", ossia se

1 sei=7
uiouj:(;ij (SU:{O Sei;éj

Si verifichi che sono equivalenti gli asserti:

a) U ¢ unitaria,
b) U*U = I (vedi Sezione 3.7),
c¢) U & invertibile e U~! = U*.
La Procedura seguente dice come costruire una base ortonormale di C™

costituita da autovettori di A, e come diagonalizzare A tramite una matrice
unitaria.

7.7.5 Procedura: Siano

Ao A Vi Wi

T

come nel precedente Teorema 7.7.3:
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a) si determinino:

una base (vi1,...,v1pn,) di V),

una base (vp1,...,0m,) di Vi,

b) si ortonormalizzino tali basi tramite la Procedura 7.6.6, ottenendo

una base ortonormale (u11,...,uin,) di Vi,
una base ortonormale (w1, . yUpp, ) di Vi,
c) si ponga
U= (ul,.. . ,un) = (un,... sUlngs e Uply e - - ,umr) c e

d) tenuto conto di c¢) del Teorema 7.7.3, si verifichi che

o (ui,...,up) & una base ortonormale di C" costituita da au-
tovettori di A,

o U & una matrice unitaria, e quindi U~ = U*,

MIn, 0
o A=U U~! & una diagonalizzazione
0 ArIp,
di Ain C™*".

Nota(sul tipo di definizione di A): Si ricordi che la matrice A si di-
ce “definita positiva, semidefinita positiva, etc” se tale risulta il prodotto
hermitiano associato alla matrice A, ossia il prodotto hermitiano definito da

zesy=alAy Vr,yeC".

Tenuto conto della Definizione 6.4.3, per stabilire il tipo di definizione di
A, & sufficiente conoscere gli indici

r,5,n—(F+3)
di “positivita, negativita e nullita” di “e4”.

Il Teorema che segue consente di dedurre tali indici dai segni degli
autovalori di A e dalle dimensioni dei relativi autospazi.
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7.7.6 Teorema: Siano
A Vo (uar, . uan)
)\7" V/\T (urla s o 7urnr)
ed
U= (ulw'-aun) = (Ullv-"aulnl;“-;urlw'-aurnr) e v
come nella Procedura 7.7.5.
Allora la base
(Uiy ... Tp)
di C" verifica le proprieta:
o per Vi # j si ha
U; @4 Uj = 0;
Cenno. Detto A € R 'autovalore di u;, si ha:
U; 4 Uj = ﬂlTAUj = EZTAUJ' = )\U?ﬂl = )\uj eu; =0.
|
o per Vu;; si ha:
Uij @4 Ujj = A -
Cenno. Uij ®4 Ujj = HZA’U,ZJ = ﬂzj;)‘lulj =\ (ﬂguw) =\ . [ |

Tenuto conto del Teorema di Sylvester 6.4.1, si ha allora:

or= Z dim Vj,,
Xi >0

o §= Z dim Vy,;
A <0

si verifichi inoltre che:

on—(r+3)#0<«< 0¢&un autovalore di A,

o e che in tal caso si ha:

n—(r+s)=dimj .
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7.8 Diagonalizzazione di matrici reali simmetriche

Questa Sezione e una riscrittuta della Sezione precedente, a parte la di-
mostrazione del Lemma 7.8.2 sostanzialmente diversa da quella del Lemma
7.7.2, e poche ovvie modifiche consistenti nell’abolizzione del coniugio.

La compattazione di questa e della Sezione precedente ¢ stata evitata
per renderne piu agevoli le letture.

Si consideri il campo reale R, e sia

A e R

una matrice simmetrica.
Il Teorema seguente prova che tutte le radici del polinomio caratteristico
di A sono reali.

7.8.1 Teorema: Sia I'(z) € R]z] il polinomio caratteristico di A. Siano
C1y...,cp€C

tali che
(@) = (—1)"(z— 1) (@ — en) -

Si ha:
c1,.-.,¢ch €R.

Cenno. Tenuto conto che A & ovviamente una matrice complessa her-
mitiana, ’asserto segue dal Teorema 7.7.1. |

Il Lemma seguente prova che tutti i sottospazi di R" stabili rispetto a
L4, possiedono autovettori di A.

7.8.2 Lemma: Sia W un sottospazio di R" tale che

{W;A{o}

weW=AweW
Allora:
o esiste un autovettore w € R™ di A, tale che w € W .

(Attenzione: questo risultato e la dimostrazione che segue utilizzano I'ipotesi
che A sia simmetrica)
Cenno. Per l'ipotesi possiamo considerare ’applicazione lineare

FW W

definita da
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Per il Teorema 7.6.4 esistono basi ortonormali di W. Sia quindi
V= (wlv"'awm)

una base ortonormale di W.
Sia
B E Rme

la matrice di f rispetto a #.
Per il Teorema 7.6.5, dato w € W si ha

w e wy
w =y : e R™;
W e Wy,
ne segue che
flwi)ewy - flwm) e w
B - et
flwr) ewy, - f(wpy) e wn
(Awy) ew; -+ (Awp,) e w wliATw, - wl ATw,
(Awy) ewy, -+ (Awp,) @ wy, wi ATwy, - wh ATw,

Tenuto conto che A & una matrice simmetrica, la rappresentazione di B pre-
cedentemente ottenuta consente di verificare banalmente che anche B & una
matrice simmetrica. Allora per il Teorema 7.8.1 il polinomio caratteristico
di B, ossia

det(B — zI) € R[z]

ha radici € R (anzi, tutte le sue radici sono reali), e quindi B ha autovettori
in R™; allora per il Teorema 5.4.1 anche f ha autovettori. Ovviamente, un
autovettore w di f & un autovettore da A tale che w € W . |

Il seguente Teorema prova che gli autospazi di A sono a due a due orto-
gonali (rispetto al prodotto scalare canonico di R™), e che la loro somma ¢
R™.

7.8.3 Teorema: Siano
AM,..., A €ER

gli autovalori di A scritti in una lista senza ripetizioni.
Sussistono gli asserti:
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a) R"=Vy, ®&---aV,,
b) per Vi # j si ha
Vi LWy
ossia, per
Yv € V)\i,Vw € V)\j

si ha
vlw .

Cenno. a). La somma ¢ diretta per il Teorema 5.1.5.
Supponiamo (per assurdo) che sia

Vi +--+ VWV, #R" .

Si ponga
1L
W=V +-+W)
per il Teorema 6.3.3 applicato a

V)\1_|_..._|_V/\T

e al prodotto scalare canonico, si ha

w # {0} .
Sia w € W; per
VAj, Yo € Vy,
si ha:
(Aw) @ v = (Aw) v = wT ATv = wl Av =
wi Ao = Ajwlv=\j(wev)=0;
ne segue

Aw e W ;

per il Lemma 7.8.2 esiste un autovettore w di A tale che
weWw.

Essendo w ortogonale a tutti gli autovettori di A, ed essendo w stesso
un autovettore di A, si ha allora

wew =0,

assurdo, essendo w # 0.
b). Siano ¢ # j, e siano

UGV)\ZA,QUEV)\A'

YR
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si ha:
Ni(vew) = (\v) ew = (Av) ew = vT ATw =

T Aw = v \jw = N\j(vew) ;

allora si ha
(Ai = Aj)(vew),

ed essendo A\; — \; # 0 si ottiene v ew = 0. |
La Definizione seguente introduce la nozione di matrici ortogonali.
7.8.4 Definizione: Una matrice
U= (uy,...,u,) € R™*"
si dice ortogonale se le sue colonne sono un base ortonormale di R", ossia se

1 sei=7
uiouj:&-j 5ij_{0 sei;éj

Si verifichi che sono equivalenti gli asserti:

a) U ¢ ortogonale,
b) UTU =1,
c¢) U & invertibile e U1 = UT.

La Procedura seguente dice come costruire una base ortonormale di R™
costituita da autovettori di A, e come diagonalizzare A tramite una matrice
ortogonale.

7.8.5 Procedura: Siano
My Ay, Vg, oo, W

T

come nel precedente Teorema 7.8.3:
a) si determinino:

una base (vi1,...,v1p,) di V),

una base (vp1,...,Um,) di Vy,
b) si ortonormalizzino tali basi tramite la Procedura 7.6.6, ottenendo

una base ortonormale (u11,...,U1n,) di Vi,

una base ortonormale  (Up1,...,Upm,) di Vi,
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c¢) si ponga
U= (U1, up) = (Ul1y- ey Ulng) -5 Uply oy Upp, ) € R

¢) tenuto conto di b) del Teorema 7.8.3, si verifichi che

o (u1,...,up) € una base ortonormale di R™ costituita da au-
tovettori di A,

o U & una matrice ortogonale, e quindi U~! = U7,

AMln, 0
o A=U U~! &una diagonalizzazione
0 ALy,
di A in R™*™.

Nota(sul tipo di definizione di A): Si ricordi che la matrice simmetrica A
si dice “definita positiva, semidefinita positiva, etc” se tale risulta il prodotto
scalare associato alla matrice A, ossia il prodotto scalare definito da

resy=alAy Vo,yeR".

Tenuto conto della Definizione 6.4.3, per stabilire il tipo di definizione di
A, & sufficiente conoscere gli indici

r,s,n—(r+3)
di “positivita, negativita e nullita” di “e4”.
Il Teorema che segue consente di dedurre tali indici dai segni degli

autovalori di A e dalle dimensioni dei relativi autospazi.

7.8.6 Teorema: Siano

)\1 Vx\l (Ull, sy ulnl)
Ar VAT (u’l“17"')u1”n7—)
ed
U= (U17-~-7un) = (ulla"‘7u1’rL1;"';uTlv"'7u7’nr) c R""

come nella Procedura 7.8.5.
Allora la base

(Upy ... up)

di R™ verifica le proprieta:
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o per Vi # j si ha
’LLZ'.AUj:O;

Cenno. Detto A € R 'autovalore di u;, si ha:

U; @4 Uj = ’U,ITAUJ‘ = u;Auj = Au?ui =Aujeu; =0.

|
o per Vuyj si ha:
uz’j L\ uij = >\z .
. o— T S W Y (5 N [
Cenno. u;j ®4 u;j = uijAuU = uij)\zum =N (uijul]) =\ . |

Tenuto conto del Teorema di Sylvester 6.4.1, si ha allora:

oT = Z dimV)\i,
Xi >0

0o §= Z dim V);
A <0

si verifichi inoltre che:

on—(r+3)#0<«< 0¢un autovalore di A,

o e che in tal caso si ha:

n—(r+s)=dimVj .
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