











































































































AUTOVALORI AUTOVETTORI

f R 112 lineare
ENDOMORFISMO

flo 200 Va

AUTIREI
AUTOVETTORE

relativo
all'autovalore

do














































































































ESEMPI

f 173 IR lineare

4 è autovettore
relativo
all'autovalore

do 3

SE

f E

autovettore autovalore














































































































f L I IR lineare

A matrice 2 2

3 è autovettore

relativo all'autovalore
to 1

SE

A 5 1 3 L

I
entoretto

autovalore














































































































f L R 1124

è autovettore
relativo
all'autovalore

do 0

SE

A G 1
autovalore

autovettore














































































































051.1 Identifichiamo

f
con la matrice A

tic f La

f o A V

2120 Gli autovalori
e gli autovettori
sono intrinsechi perf

non dipendono dalla BASE



cetrovaegliatovaloi
TI_

Teorema d EIR autovalore

I Pa A

20 RADICE di PA A

SOVE PA A polinomio caratteristico
di A

Pa a det A AIA

polinomio nella variabile a
di grado n



Pa d 11 a

1 trla d

deta

dove LA 011 022 emn

somma elementi sulla diagonale

Esempi

A matrice 4 4



PA a 247_ detta

A matrice 3 3

Pa a 237_ detta

A

det A 4 6 2

ti A 1 4 5

Pala a 57 2



A

m it

A 41 E

Pa A Pala

AHH facciamo operazioni

elementari su righe o colonne GAUSS

Pol CAR CAMBIA



strategia utile per
calcolare pala
trovare la radici
cercare di fattorizzare
il polinomio

ESEMPI

A E



PACA det A a Id

det
1

3 1 0

1 0 1 2

sviluppo rispetto colonne 2

Palal 3 1 detti

3 7 11 22 1 1



3 7 7 a 2

RADICI 3 0 2

AUTOVALORI di A 3 0 2



PROPE pol caratteristico

è INVARIANTE

per cambiamento di BASE

CIOE A'eMTAT

PA a PACA



Come trovare gli EVETTORI

io autovettore relativo e do

I
A v 70.0

I

TeraKINI
dove A matrice associata e f

DEI AISPAZIO Relativo

all'autovalore 70 ka A doId



AUTOSPAZIO autovettori v40
relativo relativi
do do

N.BE AUTOSPAZIO è

sottospazio vettoriale

sono autovalori

di A



Posto V1 AUTOSPAZIO

Relativo e 71

V2 AUTOSPAZIO

relativo e da

ALLORA Ti V2 è

sommadireha

IITIZAIIIEF.AE

triangle

M invertibile t.c.IT A.M TIdoveTmatricetriangolae



ÈI I

f

Tutte le RADICI di PALA

sono reali EIR

Esempio di MATRICE

T.ie
ROTAZIONE di 22 in
1122



oIIIII

f 9 L

A 19

711
1719

Pa a det 72 1



Pala 3 1 non ha medici
E IR

A non è trieng
E

FA BILITÀ
le

DEE A non è diagonalizz
M invertibile t.c

M A M 1 diagonale

D



Siad AUTOVALORE pera

def La molteplicità
ALGEBRICA di do

NOTAZIONE M a to

è la molteplicità di 20
come RADICE di Pa d

molteplicità algebrica di do
I

quante volte si ripete
da come radice



PiùPRECISAMENI

Teorema Ruffini

LDORADICEdiPCIII.CA
10 DIVIDE Pld

Esempio 5 è RADICE di Pla
E

7 5 divide Pla

molteplicità di do



numero di volte che

7 70 divide P a

CIOE

mia a numero intero m

t C

a 10 divide PCA

7 10
1

non divide p d



ESEMPI

PAGA 7 3 71 3 autovalore

con molt
alg

pala 1 2 1 7 5

autovalori o m a L

1 M Q 3

5 M Q 1



e Nel caso A matrice
2 2

PA a ha grado 2

allora

Se Δ 0

ho 1 Radice con molt 2
Se 170 ho 2 radici con molt 1

ESEMPI A 3

Pala det
3



1 2 3 7 1

a 47 4 d 2
2

1 0 2 radice con molt 2

def La molteplicità
GEOMETRICA di do

MOTAZIONE m g to

è

dim Ken A d Id



numero max
MOLT

eta diautovettairelativi a do
dito lim IND

PRI Sia DOEIR AUTOVALORE

ALLORA

IIE.a.to
In particolare

M.a.CN 1 m.gr do m.Q d 1



Teorema A matrice non è

fammi
diagonalizzabile

t.Aetiangolarizzabi.lt
autovalore di si ha

m g di me di

IIII
FBASESU.im di1R

costituita da autovettori di fila



Se v1 Un BASE di

autovettori per A

Poniamo M V1 Un

ALLORA

M A M
0

matrice diagonale con gli autovalori
sulla diagonale
contati con molteplicità



N B

14m g di

I
se 7 autovalore di allora
deve esistere almeno 1

autovettore
relativo

M g di m a Di

I
numero di autovettori

lin IND numero di
volte che
si ripete

l AUTOVALORE



1
m.ge di Em.a di

eTFcE

m.a.Cai
1Y

m.g.li 1

In particolare

A non ha

aanterreakP

DISTINTI
CIOÈ di M.Q.CI 1

fAEDIAGONALIZZA BILE



Esempi

A 9

Pala det CA AID

det 1 1 721
RADICI 1 1

entrambe con molt 1

CIOÈ
AUTOVALORI di 1 con me 1

Quindi per lor M.g
22 1 con M.O 1 M.f 1



Più velocemente

Pala D 1 polinomio

di grado 2

ha 2 radici distinte

quindi con molt 1

le
A è dig

In questo caso A

è DIAGONALIZZABILE



AUTOVETTORI relativi a 21 1

Ker A Id Ker 1
1

AUTOVETTORI relativi a 22 1

Ka A Id Ka 111
L 1

Posto M v1 V2 17
allora



Ci AT f i
matrice costituita da

autovettori autovalori

1 1 1

0 0
19

4 4

1
pala det La 1

884 1
matrice

4 7 triangolare



RADICI di Pala 71 4 con

AUTOVALORI M Q 4

IL menI

MOLTEPLICITÀ GEOMETRICA di 21 4
dim Ker A 4 Id

A 411

08800



rg A 4 Id 2

riga 3,4 0 rigel 2
lim IND

dim Ker A 411 4 2

L

m.g.CH

CONCLUSIONE

M g 4 2 4 M e 4

È
A NON è DIAGONALIZZABILE



A è TRIANGOLARIZZABILE

poiché 4 unica radice

4 EIR

In effetti A era già
in forma TRIANGOLARE

4

A

triangolare

Pala det È
8817,4



I

1 d 2 a 3 a 41J

RADICI 1 2,3 4

TUTTE con molt 1

AUTOVALO RII

di L M 1 Quindi mg.it

da 2 M 1 Quindi mg.it

23 3 M 1 QUINDI m.ge

14 4 M 1 Quindi mg.it



THIONE Tutte le radici ER

Di M.o 1 mg
A è DIAGONALIZZABILE

n

Abbiamo usato PROP

Mio diff m.g.li 1

Potevamo usare Teo

A nym con un autovalori

distinti A è diag.la



In generale

N.B Se un autovalore

te M g dj M.a ds

ALLORA A non è diag.la



Esercizi compito

2

A
5 102

autovalori M.a m f
autovettori

A è dio triang

A DI 0 0
0

1 0 2 7



Il

Pa d let A 2101

1

sviluppo71 0 2 7 rispetto
colonna

1 7 det _a 0

5 1 piji

17 det 5 2

92



L a
2 12 4 5 1 7 129

RADICI 712 0 U 22 9 0

con moltolg 2

3 3
con molt 1

IERI
3 M.Q 1 QUINDI M.g 1

3 M.Q 1 QUINDI M.g 1

O M 0 2

m.g.CO deve essere calcolata



M.g.IO dim Ker A OId

dim Ka A

1

riga 2 0 riga 3
righe 1 4 sono lin Ind

29 A 2



dim Ken A 4 2 2

CIOÈ M g O 2

conclusione

AEVALORI 3 me 1 mg
3 M.O.IT mg
O M Q 2 M.g

Tutte le radici di PACA SONOREALI

di m.ae di m.g.ldi
A è diag



ELETTORI

Autospazio relativo a de 3

Ka A 3101

A 3

5 1 0 2 3

4 b m a 31 1 m g 3 1
Ker sarà descritto da

1 premete



KAI
5 1 2 0

3 2 0

3 3 D

5 1 X2 Xy 0

ep 2 2 0

ep 3 13 0

ep 4 la 1 quando 2 0

3 0

3 0

SISTEMA

4 0

et 4 5 t



AUTOSPAZIO relativo a 7 3

V t 1 cl
autovettori relativi e di 3

Vita t 0

TEspaziorlativoot3

Ker A 311



At Id
2 3 1 01

0 3 0 0

53

Ken A 3101

e 4 0

3 2 0

3 3 0

5 1 2 5 4 0

a.IEO3 0di

5 1 5 4 0 inutile



AUTOSPAZIO relativo a 12 3

E t1 cl t

Tletivo
tIIKer

A oId

Ken A

2 1 a 14 0

0 D
0 0

5 1 2 2 4 0



n b In questo 3

non compare nel

sistema lineare

in ogni equazione il

coeff di 3 è nullo

2 1 2 0.13 14 0

0.130 D
0 30 0

5 Xp 2 0 3 2 4 0

devo tenere conto

di 3 come parom



Algoritmo di Gauss

ep 4 epla 911

2 1 X2 Xy 0

0 D
D

7

23 2 1 4
0

Xy E_parametro

4 2 95 4 3 E

G X et Xu E

3 S parametro

poiché nel sistema avevamo 0.13
in ogni riga



AUTOSPAZIO relativo e 13 0

v1.1 1 13 4 11

AUTOVETTORI relativi a 23 0

V40.1 5 E

GE 10,0

matrice

D 0

I

autovalori
sulla
diagonale



g

Ma matrice autovettori
corrispondenti

M C

ALLORA

M A M IIV
N

D



EIO

A
0 1

autovalori con M.a m f
Triangi diog

se Pa 7 det A 7101

0 7 0 0t



sviluppo rispetto colonne

E 7 det È
sviluppo rispetto riga 2

2
det

1

1 1

a 72 1 1

24

RADICI con molt L

AUTOVALORI Con M Q 4



M.g.CO dim Ka A 0101

dim Ka A

4 Rg A

2g A 2

poiché riga 1 erige 4 riga 2 D

ein 6
1 0 1 Rigel
O O O rifaca IND

0 0 0 1

1 10 1

egite colonne 2 colonne

Colonna 3 0



colonna 1 4 lin IND

CONCLUSIONE

autovalore di A

m.O.CO 4
m g 01 2

mg mia

I
A non è diag.ee

PACA 74 ha

le radici REALI



o è l'unica Radice

Quindi A è triangle

La matrice di questo esercizio
è

Esempio di matrice NIPOTENTE

Def A milpotente se K t.s.AE 0

Tema A milpotente

I

PAIA a

o è autovalore con M a m



ESERCI Sia A hilpotente
Allora A è diag.la

I
A è la matrice nulla

SOL

A milpotente PACA D

autovalore con M.C.IM

A diag.AE m.g.co m

dim Ken A m



A O

PRI pol caratteristico

è INVARIANTE

per cambiamento di BASE

CIOE A'eMTAT

PA a PACA



A
EYZIO

A

a g 6

SI m.ge 6 dim Ka A 6Id



A ora

rg 2

poiché riga 1 0

riga 3 0

riga 2 4 ind

dim Ka A 61011 4 2 2

M.g 6 2



A

è diagile
Risposta

Pala det
3

1 a

d 22 1 6
22 27 5

RADICI LIETI



1 2470

2 RADICI distinte

OVVERO CON Molt 1

2 autovalori distinti
con M Q 1

Per il COR M.Q.IT M g 1

Poiché A è matrice 2 2

allora ho 2

autovalori REALI

M.a 1 M G



A è diag.ee

A 9
è diag

Pala det 2 I

22 8

1 0 w̅



RADICI COMPLESSE

non reali

A non è triangile
su IR

A non è diag.la

A

è diag



PACA det

2 7 1 0

autovalori 2 con M.O 2
dobbiamo controllare m g 2

A 2101

L

ng A 2 Id 1



m g 2 2 1 1

CONCLUSIONE
M g 21 142 mia 2

A non è diag.lt

A è triangle poiché 2EIR

Esercizie

1 è autovettore

per quale delle



seguenti matrici

a

B

c

SI Per definizione

1 è autovettore per

la matrice A



E

A 1 1

per do autovalore

Calcoliamo i prodotti

matrice attore

1 1

3 1 9 a G

9133 1 5.4



Risposta C

Esercizio di Teoria

A diag.la

A diag

suggerimento

A A A



M A M
DI

A M D M

Quindi A A A

M.D.MY M.D.M

prodotto tra matrici è associativo

M D 1 14 D li



M D D M 1 M D M

conclusione

A2 è diagonalizzabile

autovettori di A autovettori

dia

Poiché M M

di autovalore di A di autoala

di A2



Usando la def

di autovalore relativo e vi

A vi di Vi

A vi A A vi

A siti

per lineeità di A Vi

ai di Vi



di Vi

Come trovare M

per A triangle ma

non diagile

Esempio
A 1

Pala 73



autovalore o con m e 3

mg 1

Ka A E

Proprietà fondamentale di

A A 0

9 a L e a



In generale se di he molt

alg Mi

costruisco matrice a blocchi

fisif

I blocchi li costruisco

considerando

9



Ka A di Id

con 1 e mi


