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Capitolo 1

Richiami

1.1 Geometria proiettiva

Sia V' un K-spazio vettoriale di dimensione n+ 1, sia P(V) il suo spazio proiettivo associato, che
ha dimensione n.

I punti Py = [vg], ..., Pr = [vg] dello spazio proiettivo P(V') sono detti linearmente indipen-
denti se i vettori vy, ..., v lo sono; pertanto il massimo numero di punti linearmente dipendenti
en+1.

Diciamo che i punti Py, ..., P; sono in posizione generale se sono linearmente indipendenti,
oppure se k > n e tutte le loro n + 1-uple sono formate da punti linearmente indipendenti.

Si chiama riferimento proiettivo di P(V') ogni insieme ordinato R = {Pp, ..., P11} din+2
punti in posizione generale: Pj,..., P, sono detti punti fondamentali del riferimento, mentre

P, 11 € detto punto unita.

Se R = {Py,...,Py+1} ¢ un riferimento proiettivo di P(V'), allora per ogni u € V' \ {0} tale
che [u] = P,41 esiste un’unica base B, = {vo,...,v,} di V tale che [v;] = P, per i =0,...,n e
vo + ...+ v, = u. Introduciamo quindi un sistema di coordinate omogenee in P(V): se P = [v]
e (zg,...,Z,) sono le coordinate di v nella base B, associamo a P la n + l-upla omogenea
[0, ..., zn] € P*(K). Si verifica che tutto questo ¢ ben definito, a meno dei soliti coefficienti
moltiplicativi. In particolare risulta Py = [1,0,...,0], P, = [0,1,...,0], ..., P, = [0,0,...,1],
Pn+1 = [1,1,,1]

Definizione 1.1.1. Un sottospazio affine di dimensione 1 si dice retta affine. Se P,Q € A™ sono
due punti distinti, la retta affine passante per P e ) sara denotata con

L(P,Q) = {(1-t)P+1tQ € A" : t € K}.

Analogamente, un sottospazio proiettivo di dimensione 1 si dice retta proiettiva. Se P, Q € P*(K)
sono due punti distinti, la retta proiettiva passante per P e @) sara denotata con

L(P,Q) = {\P + uQ € P"(K) : [\, u] € PL(K)}.

1.1.1 Carte affini

Definizione 1.1.2. Consideriamo 'iperpiano fondamentale Hy = {z¢ = 0} di P"(K), e definia-
mo la carta affine standard di P"(K) come (U, jo), dove

U():PTL\HO :{[{E(),...,.’En]lxo EP”(K) #0},
Jo: A" = Uy | jo(x1,...,xn) =[1,zq,..., 25



Si verifica che jy € una mappa biiettiva con inversa

R .1 T In
Jo U0_>An | Jo [$07$1,...,$n]:<,...,).
Zo Zo

Oltre alla naturale estensione alle carte affini (Uj, j;), & possibile generalizzare la nozione di
carta affine di uno spazio proiettivo P(V) di dimensione n a partire da un qualsiasi iperpiano H
(mediante isomorfismo proiettivo).

Data una carta affine (Ug,jg) di P(V), definita da un iperpiano H C P(V), talvolta, per
abuso di linguaggio, si indica con il termine “carta” anche il solo insieme Uy o la mappa jg. Se
P € Uy, le componenti del vettore j;,l (P) sono dette coordinate affini del punto P nella carta
Ug. 1 punti di H sono detti punti impropri (o anche punti all’infinito rispetto alla carta Uy,
mentre i punti di Uy sono detti punti propri.

1.1.2 Chiusura proiettiva di uno spazio affine

Definizione 1.1.3. Sia W un sottospazio affine di A™ definito dalle equazioni

1121+ ...+ 01T +b1 = 0

Ap1T1 + -+ Ap Ty + b, = 0

e consideriamo I'immersione jo : A" — Uy C P"(K) data dalla carta affine standard: i punti di
W saranno trasformati nei punti propri del sottospazio proiettivo W definito da

ai,1%1 + ...+ a1.nTn + bl$0 = 0

ap 121 +...+ ap nTn + bhxo = 0

Il sottospazio W coincide con il piti piccolo sottospazio proiettivo di P(K) che contiene W, e
viene detto chiusura proiettiva di W.

1.1.3 Birapporto
Se P = [\, u] € PY(K), la sua coordinata affine sara z := & € KU {oo}.

Definizione 1.1.4. Dati quattro punti Py,..., P, € P(K) distinti, definiamo il birapporto di
Py, ..., Py come la coordinata affine di P, nel riferimento proiettivo { Py, P, P3} di P!(K).

Se [As, p;] sono coordinate omegenee di P; per ¢ = 1,...,4 in un qualche sistema di coordinate
omogenee, il birapporto di Py, ..., P, soddisfa la formula

A1fia — Aapin Aspia — Aapi3

)\1/l3 - >\3u1 /\4ﬂ2 - >\2M4

Bir(Pl, Pg, P3, P4) =

Se A\; # 0 per i = 1,...,4, considerate le coordinate affini z; = §£* dei punti P;, la formula del
birapporto diventa
—Z1 23— %2

Bir(Py, Py, Py, Py) = -2 .
Z3 — 21 R4 — 22

Si osserva che, avendo scelto Py, ..., Py distinti, il birapporto puo assumere tutti i valori tran-
ne 0, 1 e co. Se in un qualche sistema di coordinate Pj, Py, P3, P, hanno coordinate affini
rispettivamente 0, 1, 0o, A, si verifica immediatamente che Bir(Py, Py, P3, Py) = A.
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Teorema 1.1.5 (proprieta fondamentale del birapporto). Date due quaterne di punti distinti
Pi,...,Py e Q,...,Qq in P(K), allora esiste una proiettivita g : P*(K) — P*(K) che manda
P,— Q; peri=1,...,4 se esolo se Bir(P,...,Py) = Bir(Q1,...,Q4).

Dimostrazione omessa.

Osserviamo che, date due rette r, s € P?(K) e fissato un isomorfismo proiettivo r — s, possiamo
sempre estenderlo ad una proiettivita di P?(K) guadagnando un grado di liberta, che ci consente
di prendere un punto P ¢ r e mandarlo in un un punto @ ¢ s a nostra scelta.

Ci interessano le proiettivita che inducono una biiezione tra {P;,..., Ps} e {Q1,...,Q4}. Per
questo & necessario studiare come cambia il birapporto di @1, ..., Q4 applicando una permuta-
zione ai punti. Dall’espressione analitica del birapporto, si osserva che é invariante rispetto alle
permutazioni Id, (12)(34), (13)(24) e (14)(23). Questo ci consente di ridurre da 24 a 6 le per-
mutazioni da considerare. In particolare, se 8 = Bir(Q1, Q2, @3, Q4), si osserva che il birapporto
di una permutazione pud assumere solo i seguenti sei valori:

so)={o. 3 1-5 =5 21 S

p 1-5 p-1 g
Osserviamo che in alcuni casi si puo avere #B() < 6 (quando alcuni valori coincidono). Dato che
B # 0,1, 00, si possono presentare solo due di questi casi: B(8) = {—1, 2, %} e B(B) = {w,w™ 1},
dove w & una radice terza primitiva di —1.

Dalla proprieta fondamentale del birapporto, si deduce immediatamente il seguente corollario:

Corollario 1.1.6. Date due quaterne di punti distinti Pi,...,P; e Q1,...,Q4 in P} (K), sia-
no B = Bir(Py,...,Py) e 8/ = Bir(Qq,...,Q4): allora esiste una proiettivitd g che manda
{P1,...,Ps} in {Q1,...,Q4} se e solose ' € B(f3).

Definizione 1.1.7. Definiamo la funzione modulo del birapporto come

(2 —t+1)3
£2(t —1)2

Proposizione 1.1.8. Dati 8,8’ € K\ {0, 1}, allora j(3) = j(8') se e solo se 5’ € B(3).

7:KA\{0, 1} = K J(t) =

Hint. Per una freccia basta mostrare che j(8') = j(f) per ogni scelta di 5’ € B(f).

Per I'altra freccia, sia ¢ = j(3): osserviamo che j(t) = cse e solo se (t2—t+1)3—ct?(t—1)2 = 0.
Il polinomio p(t) = (2 —t + 1) — ct?(t — 1)? ha grado 6 e B(B) sono tutte radici, grazie
alla prima freccia. Se #B(f) = 6 abbiamo finito; gli altri casi sappiamo per quali valori di
¢ avvengono, e basta verificare che le uniche radici sono {—1, %72} oppure {w,w~'}, con le
opportune molteplicita.

Grazie alla proposizione precedente, ha senso definire il modulo di una quaterna di punti distinti
come j(Py, Py, P3, Py) = j(Bir(Py, P3, P3, Py)). Dato che il birapporto non dipende dalla scelta
di coordinate omogenee, questo & un invariante proiettivo.

Siano ora 71,...,7r4 quattro rette distinte di P?(K), concorrenti nello stesso punto O. Se
¢ & una retta di P?(K) che non passa per O, intersechera ry,...,74 in quattro punti distinti
Py, ..., Py. Identificando ¢ con P!(K), ha senso considerare il birapporto di P, ..., Py, e si
verifica che Bir(Py,..., Py) non dipende dalla scelta di ¢. In particolare, ha senso definire il
birapporto e il modulo delle rette come

BiI‘(Tl,T27T3,T4) = Bil"(Pl,PQ,Pg,P4);
j(ri,ra,r3,14) = j(P1, Py, P3, Py).



Si osserva facilmente che anche il modulo di rette ¢ un invariante proiettivo: se ¢ : P?(K) — P?(K)
¢ una proiettivitd che manda ¢,r;, P; in ¢',r}, P/ per i = 1,...,4, allora P/ =, N{ e ¢|; ¢ un
isomorfismo proiettivo tra £ e ¢'.

Dato che in P?(K) il duale dei punti sono le rette, il birapporto di rette puo essere definito
anche come birapporto dei punti corrispondenti in P2(K)*: si verifica che le due definizioni sono
equivalenti. Questo consente di dedurre il seguente corollario dalla proprietd fondamentale del
birapporto:

Corollario 1.1.9. Date due quaterne di rette distinte e concorrenti ry,...,7r4 € S1,...,84 di
P%(K), allora esiste una proiettivita ¢ : P?(K) — P?(K) che manda 7; +— s; per i = 1,...,4 se e
solo se Bir(ry,...,r4) = Bir(sy,..., s4).

Anche in questo caso ci avanza un grado di liberta, che possiamo usare per mandare una retta
non passante per r; N ry in una retta non passante per s; M S2 a nostra scelta.

1.2 Polinomi

1.2.1 Lemma di Gauss

Proposizione 1.2.1. Se A ¢ un dominio a fattorizzazione unica (UFD), allora anche I’anello di
polinomi A[zy,...,zy,] ¢ un UFD.

Definizione 1.2.2. Se R ¢ un UFD, un polinomio p(x) = Z?:o a;x' € R[x] si dice primitivo se
ng((l()7 ce ,ad) =1.

Osserviamo che nella precedente definizione R pud essere a sua volta un anello di polinomi.
Questo succede per esempio nel seguente lemmas:

Lemma 1.2.3 (Gauss). Sia p € K[zy,...,7,,y] = K[x,y] un polinomio tale che deg,(p) > 1.
Allora p ¢ irriducibile su K[x, y] se e solo se p ¢ irriducibile in K(x)[y] e primitivo in K[x][y].

Dimostrazione omessa.
Vediamo come applicare il lemma di Gauss in un paio di esempi:

Esempio 1.2.4. Il polinomio p = z® — 2y ¢ irriducibile in K[z, y, z]: infatti p & irriducibile in

K(z,y)[z] (¢ di grado 1 in z), ed ¢ primitivo rispetto a z.

Esempio 1.2.5. Sia p(x,y) = y*> — f(x) e supponiamo che f(z) abbia un fattore irriducibile con
molteplicita dispari: allora p & irriducibile in K[z, y].

Dimostrazione. Il polinomio p é primitivo e ha grado 2 rispetto a y, quindi basta verificare che
sia irriducibile in K(z)[y]. Supponiamo per assurdo che p sia riducibile in K(z)[y]: in particolare
f(z) ammettera radice quadrata in K(z), quindi Ja, b € K[z] (wlog ged(a,b) = 1) tali che

2
(53) =@ = a? =b0Pr).
da cui concludiamo che i fattori irriducibili di f hanno tutti molteplicita pari, che é assurdo. [J
Esercizio 1.2.6. Se K = K, allora ’'Esempio 1.2.5 ¢ un se e solo se.

Soluzione. Supponiamo f = c[] f7, con f; fattori irriducibili e ¢ € K*: se ¢ ammette radice

quadrata ¢; € K (cosa sempre vera se K = K), allora p(z,y) = (y—c1 [ fi(2))(y+c1 [] fi(z)). O
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1.2.2 Principio d’identita dei polinomi

Definizione 1.2.7. Se f € K[z1,...,,], definiamo I"insieme algebrico® associato a f come
V(f)={a€A": f(a) =0}

Teorema 1.2.8 (principio d’identita dei polinomi). Sia K un campo infinito e p € K[z1,...,z,]
tale che V(p) = A™: allora p = 0.

Dimostrazione. Per induzione.
n = 1: Applicare ripetutamente il teorema di Ruffini.

n—n+1: Sia p € K[xy,...,7,,y] tale che V(p) = A™"L. Supponiamo che la variabile y
compaia nella sua scrittura (altrimenti applichiamo l'ipotesi induttiva e concludiamo):

d

p(x,y) = Zai(X)yi, aq # 0.

i=0
Applicando U'ipotesi induttiva 3x € A" : a4(X) # 0, da cui p(y) = p(X,y) # 0, e applicando
ancora l'ipotesi induttiva si otterrebbe a4 = 0, che ¢ assurdo. O
1.2.3 Anelli graduati e polinomi omogenei

Definizione 1.2.9. Un anello graduato € un gruppo abeliano della forma

R= é Ry,
d=0

dove gli R4 sono gruppi abeliani, dotato di un prodotto che gli conferisce struttura di anello, tale
che Vi,j >0 R;R; C R;y;. Gli elementi di R, \ {0} sono detti omogenei di grado n.

Esercizio 1.2.10. Sia R un anello graduato che ¢ anche un dominio, sia F' # 0 un elemento
omogeneo, e siano G, H € R tali che F' = GH. Allora anche G ¢ H sono elementi omogenei.

Soluzione. Siano

ma no
G:Zgia H:Zhj’ gi; € Ry, hjERj,

i=my j=ni
CON gmy , Gmao hnuhnz 7é 0. In particolare (GH)ml-i-nl = gmlhnl 7é Oe (GH)m2+n2 = gmzhnz 7&
0, da cui m; = mgy e ny = no. O

Definizione 1.2.11. Se R ¢é un anello graduato e I C R & un suo ideale, denotiamo I; := I N Ry.
Si osserva che in generale vale @,.,Is C I, e diremo che I ¢ un ideale omogeneo se vale
l'uguaglianza. B

Osservazione 1.2.12. Se R é un anello graduato e I C R é un suo ideale omogeneo, allora ’anello
quoziente R/I = €D ;5 ((Ra/la) eredita la struttura di anello graduato da R.

Esercizio 1.2.13. Se R ¢ un anello graduato e I ¢ un suo ideale, allora le seguenti proprieta
sono equivalenti:

L Alcuni autori parlano gia di varieta algebriche, mentre altri utilizzano questa nomenclatura solo per gli insiemi
algebrici irriducibili, che saranno introdotti nel Capitolo 3. Noi ci atteniamo alla nomenclatura utilizzata durante
il corso.
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(i) I ¢ un ideale omogeneo.

(if) I & generato da polinomi omogenei.

(i) Se f=>"1_o fa €I, dove fq € Rq, allora fg € I; per ogni d.
Soluzione.

(i—ii) Sia S == Uysola e J == (f : f € 5): si tratta di un insieme di polinomi omogenei, e si
verifica facilmente che I = @dzo I;CJCI,dacuil=J.

(ii—iii) 7 = (g1,---,9r) con g; € Ry,. Se f € I, allora f = >"1_,p@g;, dove p¥) :.Z;izopy)
con pgl) € R;. In particolare, se f = ZZ:O fa con fg € Ry, si avra fg = Z;zo p{(lzlb,igi €1y
per ogni d.

(ili—i) Se f="4_ofa €I con f4 € Ry, allora fq € Iy e quindi f € @4 La- O

Lemma 1.2.14. Sia R un anello graduato e I C R un ideale omogeneo. Allora J € Spec(R) se
e solo se Vf, g omogenei tali che fg € J vale f € J oppure g € J.

Dimostrazione. La freccia (=) & ovvia. Supponiamo quindi J ¢ Spec(R) e passiamo al quoziente
R = R/J (vedi Osservazione 1.2.12): vogliamo esibire due elementi omogenei non nulli di R, tali
che il loro prodotto sia nullo. Sicuramente per ipotesi 3f, g # 0 tali che fg = 0. Dato che f # 0,
possiamo scrivere f = Y7 f; dove f; € R; e fo # 0, e analogamente g = >°_, g;. Poiché
fg =0, si osserva che f,g, = 0, quindi f, e g, sono gli elementi cercati. O

Si puo verificare (non I’abbiamo fatto ma risulta utile) che il radicale di un ideale omogeneo ¢é
ancora omogeneo.

Polinomi omogenei

Un esempio di anello graduato ¢ dato dall’anello dei polinomi

o0
Klzg,...,xs) = @K[wo, ey Znld,
d=0
dove K[z, ..., z,]q & il gruppo dei polinomi omogenei di grado d (piu lo zero), e il prodotto &
quello che ci si aspetta. Dato che in questo caso Ag = K & un campo, possiamo parlare di algebra

graduata.

Sottolineiamo il fatto che un polinomio in K[x]; puo anche essere il polinomio nullo; quando
escluderemo questa possibilita, parleremo esplicitamente di polinomio omogeneo di grado d,
oppure scriveremo K[x]q \ {0}.

Definizione 1.2.15. L’ideale massimale omogeneo (xq,...,z,) € Klzo,...,z,] contiene tutti
gli ideali omogenei propri, ed & detto ideale irrilevante.

Definizione 1.2.16. Definiamo la mappa di deomogeneizzazione come
D :Klxg,...,zn] = Klz1,...,2:] | F(zo,21,...,2n) = F(l,21,...,24,).
Definiamo la mappa di omogeneizzazione come

0—0

H :Klxq,...,z,] = Klxg, ..., ,
o1 d o ! f@y, o mn) = aff(2,.. ), d=deg f.

12



Quando non diversamente specificato, denoteremo con lettere maiuscole i polinomi omogenei in
K[zo, ..., z,], e con quelle minuscole quelli generici in K[zy,...,z,].

Osservazione 1.2.17. Si verificano facilmente le seguenti proprieta:
(i) D é un omomorfismo di K-algebre, mentre H ¢é solo una mappa moltiplicativa.
(ii) H(f) e un polinomio omogeneo con lo stesso grado di f.
(iii) Se f # 0, allora z¢ { H(f).
(iv) Do H =1d.
(v) Se F = zj'Fy con zg 1 F1, allora D(F') = D(Fy), deg(D(F)) = deg(F1) e Ho D(F) = F;.
Proposizione 1.2.18. Se f € K[z, ..., z,] & irriducibile, allora F' = H(f) & irriducibile.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo F' = GH con G, H fattori non invertibili. Per le pro-
prieta precedenti G e H saranno omogenei e zg 1 F, da cui x¢ 1 G, H; in particolare D(G) e
D(H) saranno non invertibili. Inoltre vale f = D(F) = D(GH) = D(G)D(H), dunque f sarebbe
riducibile, che é assurdo. O

Proposizione 1.2.19. Se F € Klzg,...,2,] ¢ un polinomio omogeneo irriducibile, tale che
xo 1 F, allora f = D(F) ¢ irriducibile.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo f = gh con g, h fattori non invertibili: I'ipotesi xg 1 F’
implica ' = H(f) = H(g)H(h), ma H(g), H(h) sono ancora non invertibili, quindi F' sarebbe
riducibile, che é assurdo. O

Osservazione 1.2.20. Se F' = x'G con g { G, fattorizziamo in irriducibili g = D(G) = D(F) =
cp(t - - pRt: grazie alle proposizioni precedenti, F' si fattorizza come F' = cay*Py*" - -- P.'*, dove

Osservazione 1.2.21. Se F € K[z, ..., z,] & un polinomio omogeneo di grado d, allora
YAEK*  F(x) = \F(x).

In particolare, ha senso chiedersi se [z, ..., 2,] € P*(K) & una radice di F' (invece non ha senso
chiedersi quale valore venga assunto, se diverso da zero).

Definizione 1.2.22. Se F € K]z, ..., z,] ¢ un polinomio omogeneo di grado d, il suo insieme
algebrico proiettivo associato é

Ven (F) == {[zo, ..., zn] € P*(K) : F(xo,...,z,) = 0}.
In assenza di ambiguita, indicheremo spesso V(F') o Vp(F') al posto di Vpn (F).

Proposizione 1.2.23. Se K = K, i polinomi omogenei in K[z, y] si possono sempre decomporre
in fattori lineari.

Dimostrazione. Sia F = ™G € K[z,y]q, con z 1 G, sia ¢ = D(G) = D(F) € K[y]: essendo
K algebricamente chiuso, possiamo fattorizzare g = Hle(biy + a;)%, e di conseguenza (vedi
I’Osservazione 1.2.20) F = =™ [[(a;x + biy)~:. O

Definizione 1.2.24. Alla luce della Proposizione 1.2.23, se F' € K[z, y] ¢ omogeneo e [b;, —a;]
¢ una sua radice, allora possiamo definirne la molteplicita come «; dato dalla decomposizione in
potenze di fattori lineari distinti (basta passare alla chiusura algebrica).
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Teorema 1.2.25 (formula di Eulero). Sia F' € K[zo,...,zy]q: allora vale la formula
d-F(x) =VF(x)-x.

Hint. Dimostrare la formula nel caso dei monomi, quindi sistemare per linearita.

1.2.4 Risultante

Definizione 1.2.26. Sia R un UFD, siano f(y) = > av', g(y) = Y. bjy’ € Rly] polinomi
univariati di gradi positivi m e n. La matrice di Sylvester associata a f e g &

ag a A,
ag ay o Qo m+n m+n
S(f.9) = bo b - by, € Rimrmimn,
bO by cee by,

I risultante di f e g & Ris(f,g) = det(S(f,g)) € R.
Nel caso in cui R sia a sua volta un anello di polinomi (e quindi f,g € A[x,y]), scriveremo
Sy(f,9) e Risy(f,g) per indicare che le definizioni precedenti sono date rispetto alla variabile y.

Elenchiamo nel seguito alcune importanti proprieta del risultante.

Proposizione 1.2.27. Siano f,g € Ry]. Allora Ris(f,g) = 0 se e solo se f e g hanno una
componente comune di grado positivo.

Dimostrazione omessa.

Proposizione 1.2.28 (proprieta di specializzazione). Siano f, g € A[x,y| della forma

m p
Feay) =Y ax)y's gbay) =D bi(x)y,  am,by, #0,
i=0 j=0

sia a € A" tale che an,(a), by(a) # 0. Allora Risy(f, g)(a) = Ris(f(a,y),g(a,y)).

Dimostrazione omessa.

Proposizione 1.2.29 (proprieta di omogeneita). Siano F,G € A[x,y] polinomi omogenei di
grado m e n, della forma

F(X’ y) = Za‘i(x)yi? G(X7 y) = ij(x)ij amvbn 7& 0:

n
i=0 =0

allora Ris, (F, G) € A[X]mn.-
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Dimostrazione. Osserviamo che a; € A[X]m—; e bj € A[x],—; per tutti gli i e j. Per definizione
Risy (F, G) € A[x] sara il determinante di

ag aq e Ay,
Q a )

SU (Fa G) (X) = bO bl i b:l
bO bl . bn

Introduciamo una variabile ausiliaria t ed eseguiamo le seguenti operazioni:

e per i = 1,...,n, moltiplichiamo la riga i-esima per t"~%;

e per j = 1,...,m, moltiplichiamo la riga n + j-esima per ¢ 7.
La matrice S'(X, t) cosl ottenuta avra colonne omogenee di gradom+n—kperk=1,...,m+mn,
dunque

n(n—1) | m(m—1)
T_i'_

> Ris,(F,G)(x) = det(S(x,1)) € A[x,1]p,
dove D = Ww In particolare, si avra

Ris, (F,G)(x) € A[x]n, N=D-— n(nQ— D + m(m2— Y = mn. O

1.3 Miscellanea

1.3.1 Anelli noetheriani

Definizione 1.3.1. Un anello R si dice noetheriano se soddisfa la ascending chain condition
(ACC), cioé se ogni catena ascendente di ideali di R & stazionaria. Equivalentemente, R & un
anello noetheriano se ogni suo ideale ¢ finitamente generato.

La proprieta di essere noetheriano viene ereditata dagli anelli di polinomi:

Teorema 1.3.2 (della base di Hilbert). Se R é un anello noetheriano, allora R[x] ¢ ancora un
anello noetheriano.

Dimostrazione omessa.

Il teorema della base di Hilbert si estende immediatamente al caso di R[z1,...,zy).

1.3.2 Teoria delle categorie

Diamo solo un accenno delle prime definizioni di teoria delle categorie, che saranno richiamate
per essere utilizzate per un paio di risultati.

Definizione 1.3.3. Una categoria A consiste di:
e Una classe di elementi Ob(A) detti oggetti.

e Una classe di elementi Mor(A) chiamati morfismi. Ogni morfismo f ha associati un oggetto
sorgente A e un oggetto destinazione B, e si indica come f : A — B. Indichiamo con
Mor(A4, B) la classse dei morfismi da A a B.
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e Un’operazione binaria Mor(B,C) x Mor(A, B) — Mor(A,C) per ogni terna di oggetti
A, B,C, che associa ad una coppia di morfismi f : B =+ C e g : A — B un morfismo
fog: A — C. La composizione deve soddisfare la proprieta associativa, e per ogni oggetto
A deve esistere il morfismo identita (rispetto alla composizione) Id4 : A — A.

Un morfismo f: A — B & un isomorfismo se dg : B — A tale che fog=1Idg e go f =1da; in
tal caso diremo che A e B sono isomorfi, o in simboli A = B.

Dagli assiomi si puo dedurre che ad ogni oggetto é associato un solo morfismo identita. Esempi
di categoria includono:

e Gli insiemi e le funzioni tra essi.

e GIli insiemi e le relazioni d’ordine.

e I gruppi (o gli anelli, o le K-algebre...) e i loro omomorfismi.
e GIli spazi vettoriali e le funzioni lineari.

e Gli spazi topologici e le funzioni continue.

Si osservi in particolare che in generale non é necessario che i morfismi siano effettivamente
funzioni, ma basta che soddisfino proprieta formalmente simili.

Definizione 1.3.4. Date due categorie A, B, un funtore covariante F da A a B é una mappa di
categorie che

e Ad ogni A € A associa un oggetto B € B.
e Ad ogni morfismo f: Ay — A di A associa un morfismo F(f) : F(A;) — F(As2).

Si chiede inoltre che i funtori si comportino bene rispetto al morfismo identita e alla composizione
di morfismi.

Un funtore controvariante ¢ un funtore che “gira le frecce”, cioé ad un morfismo f : Ay — As
associa un morfismo F(f) : F(As) — F(A;); per il resto & definito allo stesso modo.

Definizione 1.3.5. Siano A e B due categorie, siano Fy, Fs : A — B due funtori. Sian: F; — F»
una mappa che associa ad ogni A € Ob(A) un morfismo 74 € Morg(F;(A), F5(A)): diciamo che
n & una trasformazione naturale se, Vo € Mor 4(A, A’) il seguente diagramma commuta:

Fi(A) —= Fy(4)

F1<Pl lFZ@

Fi (A —— Fr(A)

nar

Diciamo inoltre che 1 & un’equivalenza naturale se n4 € un isomorfismo per ogni A € Ob(A) e le
rispettive inverse £g fanno commutare il diagramma opposto.

Definizione 1.3.6. Siano A e B due categorie. Un funtore F' : A — B & un’equivalenza di
categorie se 3G : B — A funtore tale che 3n : Fo G — Idg e 3¢ : G o F — Id 4 equivalenze
naturali.

Moralmente, se due categorie sono equivalenti, le proprieta degli oggetti di una categoria possono
essere sempre ricavate dagli oggetti corrispondenti nell’altra categoria.
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Esempio 1.3.7. Sia Vectk la categoria degli spazi vettoriali a dimensione finita, dove i morfismi
sono le applicazioni lineari. Consideriamo il funtore controvariante duale F' : Vectg — Vectk tale
che

VYV € Vectg FV)=V*
Yo:V W Flp)=¢": YaeW* ¢"(a)=aop

Consideriamo analogamente il funtore covariante biduale F’ := F o F' : Vectx — Vectg: si puo
verificare che F’ & un’equivalenza di categorie.

Definizione 1.3.8. Un funtore F' : A — B si dice pienamente fedele se la mappa che definisce
da Mor(A) a Mor(B) ¢ biiettiva. Diciamo inoltre che F' & essenzialmente suriettivo se per ogni
B € B esiste un oggetto A € A tale che B = F(A).

Presentiamo un criterio per verificare se due categorie sono equivalenti:

Lemma 1.3.9. Sia F': A — B un funtore: allora F' ¢ un’equivalenza di categorie se e solo se ¢é
pienamente fedele ed essenzialmente suriettivo.

Dimostrazione omessa.

1.3.3 Trucchetti

Lemma 1.3.10. Sia K un campo infinito, siano f1,..., f, € K[x;y] \ {0} polinomi generici in
n + 1 variabili. Allora esiste sempre un’affinita ¢ di A"*! tale che ¢(f1),...,®(f.) sono monici

in y, cioé deg, (f;) = deg(fi).

Dimostrazione. Siano fi,. .., f; le parti omogenee di grado massimo di f, ..., f;. Per il principio
d’identita dei polinomi, 3P € A™*1\ V(f;---f,). Sia ¢ una mappa lineare (in particolare
un’affinita) tale che p(P) = (0;1):

O
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Capitolo 2

Ipersuperfici

2.1 Prime definizioni

Definizione 2.1.1. Consideriamo 'insieme dei polinomi in K[z1,. .., z,] di grado positivo, quo-
zientato rispetto alla relazione d’equivalenza data da f ~ g <= 3JX € K* : g = Af: i suoi
elementi Z = [f] sono detti ipersuperfici affini. Elenchiamo di seguito alcune definizioni relative
ad un’ipersuperficie affine Z = [f].

e Ogni rappresentante di Z é detto equazione dell’ipersuperficie.

o Il supporto di Z ¢ V(Z) = V(f) (non dipende dalla scelta del rappresentante).
e Il grado di Z ¢é quello di f.

e T si dice irriducibile se lo & f.

e Se f=cf{" - f & una fattorizzazione in fattori irriducibili distinti, denoteremo
IT=mZ1+...+msZLs

e diremo che Zj, = [fx] & una componente irriducibile di Z con molteplicita my; se my > 1,
si dird che I € una componente multipla. Un’ipersuperficie senza componenti multiple &
detta ridotta. Si osserva infine che V(f) =V (f1) U... UV (fs).

Talvolta, per abuso di notazione, si scrivera Z intendendo V(Z) (per esempio, P € Z con P € A"
significhera P € V(I)).

Osservazione 2.1.2. Si osserva che vale V(fg) = V(f)UV (g) per ogni f, g € K[x]. In particolare,
se f=cf{™ - f" come sopra, si ha V(f) =V (f1)U... V(fs).

Osservazione 2.1.3. Per il principio d’identita dei polinomi, se K & un campo infinito e f € K[x]
un polinomio, allora V(f) = A™ se e solo se f = 0; in particolare, il supporto di un’ipersuperficie
affine non coincide mai con A”™.

Osservazione 2.1.4. Osserviamo che il supporto non determina l'ipersuperficie affine: per esempio
[] # [2?] in R[], tuttavia V(z) = V(2?) = {0}. In realta, se K = K, ¢’¢ una corrispondenza
biunivoca tra insiemi algebrici associati a polinomi e ipersuperfici ridotte (lo vedremo pit avanti).

Esempio 2.1.5. Consideriamo il polinomio f = 2%(z? — y?) € R[z,y]: se T = [f], { = [z],
r=[z—y]es=[r+yl], possiamo scrivere T = 3¢ + r + s.
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Definizione 2.1.6. Consideriamo 'insieme dei polinomi omogenei in K[z, z1, ..., 2,] di grado
positivo, quozientato rispetto alla solita relazione d’equivalenza: i suoi elementi Z = [F] sono
detti ipersuperfici proiettive. Tutte le definizioni precedenti si applicano con modifiche minime:
la pitt importante & che il supporto dell’ipersuperficie proiettiva sara la varieta proiettiva Vp(F).
L’Esercizio 1.2.10 garantisce che le componenti irriducibili di ipersuperfici proiettive siano ancora
ipersuperfici proiettive.

Se n = 2 allora le rette affini/proiettive possono essere scritte come luogo di zeri di un polinomio
di primo grado (omogeneo nel caso proiettivo): potremo dunque vederle come ipersuperfici.
Con abuso di notazione, denoteremo con L(P,Q) sia la retta passante per P e @, sia la sua
ipersuperficie associata: il significato sara chiaro dal contesto.

Definizione 2.1.7. Diamo un po’ di nomenclatura.
e Un’ipersuperficie affine/proiettiva con n = 2 é detta curva affine/proiettiva piana.
e Un’ipersuperficie affine/proiettiva con n = 3 ¢ detta superficie affine/proiettiva.

e Le ipersuperfici (affini o proiettive) di grado 2, 3, 4 vengono dette rispettivamente quadriche,
cubiche, quartiche. Le quadriche di A? o di P?(K) sono anche dette coniche.

2.1.1 Parte affine e chiusura proiettiva

Definizione 2.1.8. Se (Uy,jo) € la carta affine standard di P*"(K) e Z = [F] ¢ un’ipersu-
perficie proiettiva di P"(K), chiamiamo parte affine di Z nella carta Uy lipersuperficie affine
INUy:=[D(F)] di A™. La definizione si puo estendere in modo ovvio a qualunque carta affine
(eventualmente applicando un cambio di variabili per deomogeneizzare rispetto ad un opportuno
iperpiano).

Osservazione 2.1.9. Si osserva facilmente che V(ZNUy) = V(Z)NUy, quindi la notazione utilizzata
¢ coerente. Si osserva inoltre che deg(Z N Uy) = deg(Z) se e solo se zq { F.

Definizione 2.1.10. Se Z = [f] ¢ un’ipersuperficie affine di A", chiamiamo chiusura proiettiva
di Z lipersuperficie proiettiva Z := [H(f)] di P*(K). I punti di Z N Hy sono detti punti impropri
o punti all’infinito.

Osservazione 2.1.11. La chiusura proiettiva conserva sempre il grado; inoltre da D o H = Id si
deduce che Z N Uy = T per ogni ipersuperficie affine Z.

Analogamente, se Z = [F] & un’ipersuperficie proiettiva e x¢ 1 F, allora ZNUy = Z. In
quest’ultimo caso si avra inoltre Z N Hy = J, dove J & un’ipersuperficie proiettiva di Hy (che ¢
isomorfo a P*~1(K)) con lo stesso grado di Z. In particolare, se n = 2, allora Z avra un numero
finito di punti impropri (J = [G] con G omogeneo in due variabili).

2.1.2 Equivalenza affine e proiettiva di ipersuperfici

Definizione 2.1.12. Se 7 = [f] é un’ipersuperficie affine di A™ e ¢ : A” — A" & un’affinita,
denotiamo con ¢(Z) I'ipersuperficie affine di equazione p(f) = f o1, e si dira che Z e ¢(Z)
sono due ipersuperfici affinemente equivalents.

In modo analogo possiamo definire la nozione di equivalenza proiettiva di due ipersuperfici
proiettive, tramite una proiettivita.

Osservazione 2.1.13. Si verificano le seguenti proprieta:
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e Il grado, il numero e la molteplicita delle componenti irriducibili di un’ipersuperficie sono
invarianti affini/proiettivi.

e Se Z ¢ un’ipersuperficie affine di A" e ¢ un’affinita di A", allora ¢(Z) = B(Z), dove
@ : P — P" ¢ la proiettivita associata a ¢ tramite la carta affine standard.

e Se T ¢ un’ipersuperficie proiettiva di P"(K), tale che [zg] non sia una sua componente
irriducibile, e ¢ & una proiettivita che lascia invariato Uy, allora ¢o(Z NUy) = o(Z) N Uy e
»(ZN Hy) =¢(Z)N Hy (con qualche abuso di notazione).

Nella pratica, praticamente tutto cio che riguardera lo studio di ipersuperfici sara invariante per
affinita e proiettivita.

2.2 Studio locale

In questa sezione per semplicita considereremo sempre #K = oo,

Definizione 2.2.1. Sia Z = [f] un’ipersuperficie affine, sia P € A" e siar = {P +tv : t € K}
con v # 0 una retta passante per P. Consideriamo lintersezione Z N r ottenuta tramite
I’equazione

g(t) = f(P+tv) € K[t].

Definiamo la molteplicita di intersezione di Z e r nel punto P come

0 se 0 non ¢é una radice di g;
I(Z,r,P) == ¢ m se 0 ¢ una radice di g con molteplicitd m;
oo seg=0.
Si puo dimostrare che questa definizione non dipende dalla parametrizzazione della retta, ed é
un invariante affine. Diremo che r ¢ una retta tangente a Z in P se I(Z,r, P) > 2.
Osserviamo che I(Z,r, P) > 0 se e solo se P € Z; inoltre I(Z,r, P) = oo se e solo se r C Z.

Osservazione 2.2.2. SiaZ = [f], P = (p1,...,pn) €EZ er={P+tv} conv = (v1,...,0,) # 0;
sia g(t) = f(P + tv) come in precedenza. Osserviamo che ¢ | g(t); inoltre r & tangente a Z in P
se e solo se t? | g(t). Ne deduciamo che la condizione di tangenza & equivalente a ¢’(0) = 0, cio¢

"9

i=1

o sinteticamente v - V f(P) = 0.

Definizione 2.2.3. Se P € Z, 'unione delle rette tangenti a Z in P = (p1, ..., p,) prende il nome
di spazio tangente a T in P, e si verifica essere I'ipersuperficie affine Tp(Z) definita dall’equazione

> —p) g (P) =0,

i=1

o sinteticamente (x — P) - Vf(P) = 0. Talvolta come spazio tangente intenderemo il solo spazio
vettoriale, cioé Tz p := V(Vf(P) - x).

INel caso dei campi finiti, alcune delle definizioni che seguiranno non saranno pili consistenti, e non mi é chiaro
come dovrebbero essere corrette.
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Diremo che un punto P € T ¢é singolare se Vf(P) = 0 (o, equivalentemente, se tutte le
rette passanti per P sono tangenti a Z in P), altrimenti il punto & detto liscio o semplice.
Un’ipersuperficie € detta liscia se tutti i suoi punti sono lisci, altrimenti é detta singolare.

Un iperpiano affine & detto tangente a Z in P se é contenuto in Tp(Z): se P & liscio, I'unico
iperpiano tangente in P ¢ Tp(T) stesso; se P ¢ singolare, ogni iperpiano passante per P & tangente.

Esempio 2.2.4. Se Z = [f] C A" con deg f = 1, allora esiste sempre una retta che “buca il
piano” (cioé una retta r tale che #£(Z Nr) = 1).

Sia infatti P € Z: a meno di traslazione possiamo supporre P = 0 e f(x) = > I, a;;.
Sia dunque 7 = {¢tv} con v = (vq,...,v,) # 0: si verifica ZNr = [tY ., a;v;). Dato che
necessariamente 3k tale che ap # 0, é sufficiente scegliere vy, = 1 e v; = 0 per i # k.

Definizione 2.2.5. Sia 7 un’ipersuperficie affine di A", sia P € A™. Chiamiamo molteplicita di
P per I (o anche molteplicita di Z in P) il numero

mp(Z) = min{I(Z,r, P) : r retta passante per P},
che si verifica essere un invariante affine.
Si osserva immediatamente che
o 0 <mp(ZT) < deg(2);
e mp(Z) >1seesolose PeT,;
e mp(Z) > 2 se e solo se P & un punto singolare di Z;
e Se Z e J sono due ipersuperfici affini, allora mp(Z + J) = mp(Z) + mp(J).

Le definizioni e i risultati precedenti si possono facilmente estendere al caso proiettivo, con
opportune modifiche. Elenchiamo le piu significative:

e La retta proiettiva generica per P sara L(P,Q), con P # Q.

e Lo spazio proiettivo tangente a Z = [F] in P € T si verifica essere l'ipersuperficie proiettiva
Tp(Z) di equazione

n

oF

e Un punto P € P*(K) & singolare per un’ipersuperficie proiettiva Z = [F] se P € T e
VF(P) = 0. Se charK = 0, applicando la formula di Eulero osserviamo che VF(P) =0
implica P € V(F), quindi la condizione P € Z diventa ridondante.

Lo studio locale puo essere effettuato equivalentemente in parti affini e chiusure proiettive, con
i dovuti accorgimenti:

e Se 7 é un’ipersuperficie affine, passando alla chiusura proiettiva aggiungiamo un iperpiano
all’infinito.

e Se T ¢ un’ipersuperficie proiettiva e [z;] ¢ una sua componente irriducibile, passando alla
carta affine U; perdiamo quella componente.

e Se 7 ¢ un’ipersuperficie proiettiva e P = [py, ..., ps] € Z, per studiare P possiamo passare
a qualunque carta affine che contenga P, cioé U; tale che p; # 0.
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Proposizione 2.2.6. Sia Z = [f] un’ipersuperficie affine di A" e sia a = (a1,...,a,) € A™.
Allora a ¢ un punto singolare per Z se e solo se jo(a) = [1,a] ¢ un punto singolare della chiusura
proiettiva Z = [F]. Inoltre, se a € Z, allora lo spazio proiettivo tangente a Z in [1,a] & T,(Z).

Dimostrazione. a ¢ un punto singolare di Z se e solo se f(a) =0e Vf(a) =0. Sia d := deg f:

osservando che per i =1,...,n vale (1 a)= .Z‘g ! g af -(a), deduciamo le condizioni equivalenti

f(a) =0; N F( a) = 0;
9 (a) =0, peri=1,...,n. 81 F(l,a)=0, peri=1,...,n

Ox;

Il secondo sistema é banalmente equivalente a

F(lva) :0;
dF(1,a) = 0;
8E(1,a)=0, peri=1,...,n

Applicando la formula di Eulero otteniamo equivalentemente

F(1,a) = 0; e
n F(l,a) =0;

T (La)+ 2 it (la) =0 {VF(l a)=0

aafi(l a)=0 peri=1,...,n ’

Questo conclude la prima parte della dimostrazione.
Sia ora a € 7: vogliamo mostrare che T 4)(Z) = Ta(Z). Se a ¢ un punto singolare, ¢ chiaro

che funziona tutto banalmente (Ta(Z) = A" e T}y 4)(Z) = P"(K)); supponiamo dunque a € T
punto liscio. L’equazione di T,(Z) &

n n

of oF
Za—xi(a) thaxz Zaia—mi( ,a) =

=1 i=1

—_

n
8F oF
- sz + 7(1 a)
Z- 0xg
grazie ancora alla formula di Eulero. Essendo nelle ipotesi in cui a & un punto liscio di Z, allora
Bwk E (1,a) # 0 per qualche k = 1,...,n, dunque la chiusura proiettiva dell’equazione precedente

& proprio 7 2,95 (1, a). O
Si puo verificare che anche la molteplicita d’intersezione di una retta in un punto si puo effettuare

equivalentemente nella chiusura proiettiva, o in qualunque parte affine che contenga il punto.
A meno di traslazione, possiamo sempre supporre P = 0, e scrivere ’equazione di Z come

f:fm+fm+1+fm+2+"'+fd7

dove f; € K[x]; per i = m,...,d e f, # 0. E chiaro che per ogni retta r passante per P si ha
che I(Z,r, P) > m; inoltre I(Z,r, P) > m se e solo se la direzione v di r & una radice di f,.
Avendo assunto #K = oo, possiamo sempre concludere che mp(Z) = m, e che le rette per cui
I(Z,r, P) > m sono quelle interamente contenute in [f,].

Se char K = 0, osserviamo che mp(Z) = m se e solo se:

1. Tutte le derivate parziali di f di ordine < m si annullano in P;
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2. Esiste almeno una derivata m-esima che non si annulla in P.

Definizione 2.2.7. Definiamo il cono affine tangente a Z in P come Cp(T) = [fm], ¢ il cono
progettivo tangente come la sua chiusura proiettiva. Diamo qualche definizione aggiuntiva nel
caso si studi una curva piana affine/proiettiva C in un punto P € C:

e Se r é una retta passante per P, diremo che r & una tangente principale a C in P se
I(C,r,P)>mp(C).
Se C ¢ una curva piana affine (ma quest’osservazione si estende facilmente al caso delle curve
proiettive), osserviamo che le tangenti principali di C in P coincidono con le componenti
lineari di C'p(Z): in particolare possiamo definirne la molteplicita in quanto componente
irriducibile di Cp(Z); inoltre non potremo avere pit di mp(Z) tangenti principali con
molteplicita, e nel caso K = K saranno esattamente mp(Z) con molteplicita.

e Se il punto P é singolare, si dice ordinario se, a meno di passare alla chiusura algebrica di
K, possiede mp(Z) tangenti principali distinte. Un punto singolare P di molteplicita 2 si
chiama nodo se é ordinario, cuspide se non é ordinario.

e Seil punto P ¢ liscio e T = [f1] & la sua tangente (principale), P ¢ detto flesso se I(Z, T, P) >
3, flesso ordinario se vale I'uguaglianza.

Esempio 2.2.8 (cubica piana liscia). Sia C = [f] C A? con f(z,y) =y*> — 2 +2z e P =0. Sia
r = {t(a,b) : t € K} con (a,b) # 0 una retta generica passante per P: avremo

g(t) = f(t(a,b)) = ta+ b*t* — a®t3.
L’unica retta tangente si ha per a = 0, cioé se r é la retta £ = 0, quindi P é un punto liscio, con

molteplicita 1. La retta x = 0 interseca C in P con molteplicita 2.

Esempio 2.2.9 (cubica annodata). Sia C = [f] € A? con f(z,y) = 4> —2® — 2% ¢ P = 0. Sia
r = {t(a,b) : t € K} con (a,b) # 0 una retta generica passante per P: avremo

g(t) = f(t(a,b)) = t*(b* — a®) — a®t>.

Si osserva immediatamente che mp(C) = 2, dunque P ¢ un punto singolare. Le tangenti principali
saranno le rette r; = [z — y| e r2 = [z + y], quindi si tratta di un nodo.

Esempio 2.2.10 (cubica cuspidale). Sia C = [f] € A% con f(z,y) = y> —2°e P = 0. E
immediato osservare che mp(C) = 2 e si ha la sola tangente principale r = [y] con molteplicita
2: dunque P é una cuspide.

yr2-x"3+x = 0 yr2 - x"3-x"2=0 yr2-x"3=0
2 2 2
1 1 1
P P
1 -1 1
2 2 2
2 1 0 1 2 -2 1 0 1 2 1 05 0 05 1 15 2
X X X
Figura 2.1: Cubica piana liscia Figura 2.2: Cubica annodata Figura 2.3: Cubica cuspidale
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Esempio 2.2.11. Supponiamo charK # 2 e consideriamo l'ipersuperficie affine C di A? di
equazione f(z,y) = y? — p(x), dove d = degp > 3, e cerchiamone i punti singolari. Un punto
P = (a,b) ¢ singolare se e solo se soddisfa

b? = p(a); b=0;
a,b) =0; ,
{é(f(a)b) 0 —= p'(a) =0; — p(a) = 0;
’ ’ 2b=0 p'(a)=0

Quindi i punti singolari sono i P = (a,0) tali che a & una radice multipla di p(z), e possiamo
scrivere

flx,y) =v* — (x — a)*Toq(), a>0, qg(a)#0.

Effettuando un opportuno cambio di variabili per porre P = (0, 0), otteniamo ’equazione
g(u7 U) =v® - u2+QQI (u)a a>0, ¢ (O) #0,

dunque mp(C) = 2. A meno di passare alla chiusura algebrica di K, possiamo fare un’ulteriore
distinzione:

e Se a = 0 allora go(u,v) = v? — cu? = (v — u\/c)(v + uy/c), dunque P & un nodo.

e Se a > 0 allora go(u,v) = v2, dunque P & una cuspide.

Vogliamo studiare eventuali punti singolari nel piano all’infinito, passando alla chiusura algebrica:

d

*p(zvx)a p(zax) = Zpizdiixia Pa 7é 0,
=0

e osserviamo che Q = [z,2,y] € CN H, se e solo se z = 0 e p(0,2) = pgr? = 0, cioé¢ Q = [0,0, 1].
Per studiare questo punto, passiamo alla carta affine U,, ottenendo Iipersuperficie affine di
equazione

h(z,z) = 2472 —p(z,x) = 0.

e il punto affine @ = (0,0). Effettuando lo studio locale per @, osserviamo che
e L’unica tangente principale & 7 = [z], di molteplicita d — 2.

e Se d =3, allora @ ¢ un punto liscio. In questo caso he = 0 e h3(0,2) = p(0,z) # 0, dunque
P ¢é un flesso ordinario.

e Se d > 4, allora @ € un punto singolare di molteplicita d — 2.

2.3 Molteplicita d’intersezione di due curve piane

Diamo tre definizioni equivalenti di molteplicita d’intersezione di due curve piane affini in un
punto: una assiomatica, una tramite localizzazione e una basata sul risultante. Anche in questa
sezione daremo sempre per scontata I'ipotesi #K = oco.

Se C = [f] e D = [g] sono due curve piane affini e P € A2, indicheremo la molteplicita
d’intersezione di C con D in P con I(C,D, P); talvolta, con abuso di notazione, denoteremo
semplicemente I(f,g, P) invece di I([f],[g], P)-

Definizione 2.3.1 (assiomatica). I(C,D,P) € N U {oo} ¢ il numero che soddisfa i seguenti
assiomi:
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Al. I(C,D, P) = ¢ se e solo se C, D hanno una componente in comune contenente P.
A2. I(C,D,P)=0seesolose P¢CND.

A3. I1(¢,D,P) = I(D,C, P).

A4. Se C, D sono rette distinte e contengono P, allora I(C,D, P) = 1.

A5. I(C,D, P) ¢ un invariante affine.

A6. Va € K[z,y] siha I(f,g9,P) = I(f, g+ af, P).

AT. Se f=1]fieg=1lgj, allora I(f,g,P) =3, ; I(fi,9;, P)

Osserviamo che ’assioma 7 é una sorta di bilinearita: pensando alle componenti delle curve in
termini additivi, possiamo scrivere C = > C; e D = ) D;, dove C; = [f;] e D; = [g;]. In questo
modo la proprieta diventa I(}C;,> . D;, P) = Zm. I(C;,D;, P).

Fatto 2.3.2. Le proprieta della definizione assiomatica determinano univocamente i numeri
d’intersezione.

Idea. Non lo vediamo nel dettaglio, ma si mostra per induzione sul numero d’intersezione (i casi
in cui esso ¢ 0 0 0o sono gia sistemati univocamente dagli assiomi). Mostriamolo con un esempio:
siano f =3 + 22, g=y+ 2% e P =(0,0). Allora

I(f,9,P)=I1(y° + 2*,y +a°, P) =

=I(y’ + 2%y —ay’, P) = [A6]
=TI+ 2%y, P)+ I(y® + 221 —ay® P) = [AT]
=1(z*,y, P)+ 0= [A6] + [A2]
:2I(x7y,P):2 [AT] + [A4]

Vediamo ora due diverse definizioni costruttive: una volta che saranno verificati gli assiomi, per
il Fatto 2.3.2 dovranno necessariamente coincidere.

Definizione 2.3.3 (tramite localizzazione). Se P = (a,b), sia mp = (z — a, y — b) il nucleo
della mappa di valutazione, e sia Op = K[z,y]m, 'anello locale di P in A% (si tratta del
localizzato algebrico). L’anello Op(f, g) .= Op/(f, g)Op ha struttura di K-algebra (in particolare
di K-spazio vettoriale), quindi definiamo

[(C7D,P) = dlmK Op<f7g)

Proposizione 2.3.4. La definizione di I(C, D, P) tramite localizzazione & ben posta, e soddisfa
gli assiomi.

Dimostrazione. La buona definizione ¢ immediata, in quanto VA, p € K* (Af, ug) = (f, g)-

A5. Sia ¢ : A2 — A2 un’affinita. Se h € K[z,y] denotiamo h := @(h) = ho ¢!, sia P := o(P).
Allora ¢ sufficiente verificare che Op(f,g) = Op(f,g) (isomorfismo di spazi vettoriali). Si
verifica senza grossi problemi che la mappa

¥ : Op(f,9) = Op(f.9) ‘ w(ﬁ) = %

é ben definita ed é un isomorfismo di K-algebre.
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Al

A2.

A3.

(<) Supponiamo che f, g abbiano una componente comune irriducibile & tale che h(P) = 0:
¢’¢ un’ovvio omomorfismo suriettivo Op(f,g) - Op(h), da cui

dimg Op(f, g) > dimg Op(h),

e sara quindi sufficiente dimostrare che dimg Op(h) = co.

Supponiamo per assurdo che dimg Op(h) < oo, sia wlog P = 0 (tramite A5): in particolare

x,2%, ... sono K-linearmente dipendenti in Op(h), quindi troviamo ay, ..., a, € K tali che

a1z + ...+ a,z™ =0 in Op(h), ciod
Ja>1, qeKz]: h(z,y)|x%(x) in Op, ¢(0) #0.

Dunque 3k, ¢ € K[z, y] tali che £(0) #0 e

=
=

(x,y
U(z,y

a

=a2%(x) = Az, y)k(z,y) =2(z,y)l(r,y) inKlz,yl

h(z,y)

~—

Avendo preso h irriducibile in K|z, y], e dato che h(0) = 0 ma ¢(0)£(0) # 0, deduciamo che
h = Az con A € K*. Facendo lo stesso ragionamento a partire dalla dipendenza lineare di
¥,y%, ..., otterremmo anche h = uy con pu € K*, che é assurdo.

(=) Supponiamo ora (f,g9) = 1 in K[z,y]: vogliamo mostrare che esistono due polinomi
non nulli s(x) € K[z] N (f,g) e t(y) € Kly] N (f,g): se cosi fosse, potremmo considerare
lomomorfismo suriettivo Op(s,t) = Op(f,g) e ottenere

dimg Op(f, g) < dimg Op(S,t) < 00,

in quanto s(z) e t(y) danno luogo a relazioni che limitano le potenze di z e di y.
Dimostriamo l'esistenza di s(z): quella di ¢(y) ¢ analoga. Se deg, f = 0 o deg, g = 0,
possiamo porre s(z) = f oppure s(x) = g. Supponiamo dunque deg, f, deg, f > 1 e
verifichiamo che (f,¢) = 1 in K(z)[y]: in questo modo per 'identita di Bezout esisteranno
A p € Kz, y] e A1, pu1 € K[z] tali che

Az, y)
)\1(1’)

‘T7
f(ﬂmy)+/;(1 ) (r,y) =1 = A +pg = pi,

e bastera porre s(z) = A1 (z)p1 ().

Si puo verificare che K(z)[y] é ancora un UFD, e che gli irriducibili di K[z, y] sono irriducibili
o invertibili in K(z)[y]. In particolare possiamo ricavare decomposizioni irriducibili di f e
g in K(z)[y] a partire da quelle in K[z, y]. Se per assurdo fosse (f,g) # 1 in K(z)[y], si
dovrebbe avere f; = %g; per qualche a € K[z,y], b € K[z], f;,g; componenti irriducibili
di f,g sia in Kz, y] sia in K(z)[y]. Ne deduciamo sf; = ag; in K[z,y], da cui g; | s e in
particolare g; € K(z)[y]*, che & assurdo.

Osserviamo che vale
I(C,D,P)=0 < (f,9)0p=0p <= I\ u€Op: Af+ug=1.

Se P € CND, allora VA, u € Op si ha (A\f + pg)(P) = 0, dunque I(C,D, P) # 0. D’altra
parte, se wlog P ¢ C, si ha f € OF, dunque (f,9)Op = Op.

Ovvia in quanto (f,g9)Op = (g, f)Op.
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A4. Tramite A5 possiamo porre wlog P =0, C = [z] e D = [y]. Dato che quozientare per z e y
equivale a valutare i polinomi in 0, si ha necessariamente Op(z,y) = K o Op(z,y) = {0},
ma il secondo caso si puo escludere con A2.

AG6. Basta osservare che (f + ag,9)Op = (f,9)Op.

A7. Basta mostrare che I(f, gh, P) = I(f,g, P) + I(f,h, P), poi si puo procedere per induzione.
Se f,¢ hanno una componente in comune contenente P, allora la formula vale per Al.
Supponiamo quindi che f, g non abbiano componenti in comune contenenti P, cioé (f,g) = 1
in Op, e consideriamo la successione di Op-moduli

0— OP(fvh) i> OP(fvgh) 1> OP(fag) - 0;

dove ¢ = -g e m & 'omomorfismo di proiezione. Verifichiamo che si tratta di una successione
esatta:

e E chiaro che queste mappe siano omomorfismi di K-moduli, che 7 sia suriettiva e che
Im ¢ C kerm.

e Sia p € Op(f,h) tale che p(p) =0, sia p € Op un suo rappresentante: dovremo avere
pg = Af + pgh in Op per opportuni A\, u € Op. Dato che (f,g) = 1 in Op, si deve
avere A = g\g con \g € Op, da cui p = A\gf 4+ ph e quindi p = 0. Dunque ¢ é iniettiva.

e Sia p € Op(f,gh), sia p € Op un suo rappresentante. Supponiamo 7 (p) = 0: allora
I\, pu € Op tali che p = Af+ ug. Prendendo @ € Op(f, h), chiaramente ¢(fi) =g =D
in Op(f,gh), dunque ker m C Im ¢.

E noto che la dimensione & una funzione additiva, nel senso che data una qualsiasi successione
esatta di K-spazi vettoriali
0—-M-—N—P—0,

si ha dimg (V) = dimg (M) + dimg (P). Questo basta per concludere. O

Definizione 2.3.5 (tramite risultante). Se P ¢ CND, poniamo I(C, D, P) = 0. In caso contrario,
per prima cosa rimuoviamo da f e g tutte le componenti irriducibili che non contengono P: per
abuso di notazione denotiamo ancora con f e g tali polinomi. A meno di cambiamento di
coordinate, possiamo supporre che deg, f = deg f e deg, g = degyg (diremo impropriamente che
f e g sono monici in y), e che CNDN [z —a] = {P}, dove P = (a,b). Definiamo quindi I(fNg, P)
come la molteplicita di a come radice di Risy(f, g)(z).

Proposizione 2.3.6. La definizione di I(C, D, P) tramite il risultante & ben posta, e soddisfa
gli assiomi.

Dimostrazione. Per la buona definizione, basta osservare che VA, u € K* si ha
Risy(Af, ng) = A" Risy (f, 9),
dove r = deg, f e s = deg, g.

Al I(C,D,P) = oo seesolose Risy(f,g)(x) =0, se esolo se f e g hanno una componente comune
irriducibile h in K(z)[y]. Grazie alla scelta delle coordinate, i fattori irriducibili di f e g in
K[z, y] sono monici in y, quindi coincidono con quelli in K(z)[y]. Inoltre, avendo rimosso le
componenti irriducibili che non contengono P, possiamo concludere che I(C, D, P) = oo se e
solo se f, g hanno una componente comune irriducibile & in K[z, y] che contiene P.
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A2 Siano fi(y) == f(a,y) e g1(y) == g(a,y) in K[y]. Osserviamo che I(C,D, P) = 0 se e solo se
Risy(f,9)(a) # 0 se e solo se Ris(f1,91) # 0 se e solo se (fi,91) = 1 in K[y], se e solo se
3\, € Kly] tali che Af1+ugr = 1. Se P € CND, allora Af1(b)+ug1(b) = Af(P)+pug(P) =0,
quindi I(C, D, P) # 0. D’altra parte, se P ¢ C N'D, abbiamo gia definito I(C, D, P) = 0.

A3 Si osserva facilmente che Ris,(f, g) = £ Ris,(g, ).

A4 Dato che f, g sono monici in y, le due rette avranno equazioni

f=W-b+al@-a), g=H-b+c(r-a), afc.
Si ricava facilmente Ris,(f, ¢)(z) = (c1 — ¢2)(z — a), da cui I(C,D, P) = 1.
A5 Dimostrazione omessa.

A6 Sedeg,(g+af) = deg, g, osserviamo che possiamo ricavare S, (f, g+af) a partire da S, (f, g)
agendo sulle righe, quindi senza alterare il determinante.

Se deg, (g + af) # deg, g si puo fornire una dimostrazione simile, partendo dalla matrice
di Sylvester di grado maggiore e riducendola in modo opportuno agendo ancora sulle righe:
non si otterrd direttamente 'altra matrice, ma una il cui determinante ne differisce soltanto
per un coefficiente moltiplicativo non nullo. Non riportiamo i dettagli.

A7 Una proprieta nota del risultante (che qui non dimostreremo) é che

Ris(f,gh) = Ris(f, g) Ris(f, h)
Da questa si ricava immediatamente I(f, gh, P) = I(f,g, P)I(f,h, P). O

Le definizioni che abbiamo dato sono valide per curve piane affini, ma possono essere facilmente
estese alle curve piane proiettive. Se C e D sono curve piane proiettive, P € P*(K) e (U, j) &
una carta affine che contiene P, allora possiamo definire I(C,D, P) := I(CNU,DNU,; *(P)).
Possiamo anche mantenere la definizione in una delle tre forme precedenti (si verifica che sono
tutte equivalenti), ma serviranno alcuni accorgimenti:

e Nella definizione assiomatica, bisogna effettuare qualche modifica agli assiomi A5 e AG6.

e Nella definizione tramite risultante, ancora una volta rimuoveremo da F' e G le componenti
che non contengono P, e assegneremo d’ufficio I(C,D,P) = 0 se P ¢ C ND. Sceglieremo
quindi il sistema di coordinate in modo tale che [0,0,1] ¢ C U D (cioé F,G monici in y) e
CNDNL(PI0,0,1])] = {P}. Definiamo infine I(C, D, P) come la molteplicita di [c,a] in
quanto radice di Ris,(F, G)(z, z).

e Nella definizione tramite localizzazione?, bisogna considerare
H
Op = % H,K € K|z, x,ylq per qualche d, K(P) #0 .

Si verifica facilmente che Op presenta struttura di K-algebra. Per semplicita, supponiamo
P =11,a,b]. Ser =degF, s = degG, ha senso considerare Op/(z~"F, 2z~ *G), e definire
I(C,D, P) come la sua dimensione come K-spazio vettoriale. Si puo verificare infatti che
Op,ap(277F, 27°G) = O p)(f,g) come K-algebre, dove f = D(F) e g = D(G), il che
giustifica il passaggio da carte affini a chiusura proiettiva.

2Questo me lo visto a mano, e non fa parte del programma.
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E interessante osservare che, se C ¢ una curva piana e £ ¢ una retta, allora il numero d’intersezione
I(C,?, P) definito in questa sezione coincide con quello, definito nella sezione precedente, tra
un’ipersuperficie e una retta in un punto. Per dimostrarlo possiamo ridurci wlog al caso affine,
con P=0,¢=[z] eC = [f]. Sescriviamo g(t) := f(0,t) = t™ fo(t) con fp(0) # 0, la molteplicita
definita precedentemente é esattamente m; d’altra parte si osserva che

I(f,z,P) :I(f(o,y),I,P) :I(ymfo(y),x,P) :I(ymv'rap) =m,

applicando la definizione assiomatica.

2.3.1 Teorema di Bézout

Ci chiediamo cosa possiamo dire in generale sull’intersezione di una curva piana proiettiva C = [F]
e di una retta proiettiva £ = L(v,w), con v # w. Posto G(t,s) = F(tv,sw) e m := degF,
possiamo separare due casi:

e Se G =0, allora ¢ C C.

e Se G #£ 0, allora G ¢ ancora un polinomio omogeneo di grado m, quindi #(C N ¥¢) < m. Se

K = K, abbiamo visto che possiamo sempre fattorizzare

k
G(t,s) = H(Hit — Ais)™, Vi g [Nis ] # [N, ], Yoo =m,

i=1
dunque i punti d’intersezione sono P; = A\;v + A;w, con molteplicita «;, e la molteplicita
totale & #(C N L) =m.
Teorema 2.3.7 (Bézout). Siano C e D curve piane proiettive, siano m = degC, n = degD.

(i) Se #(CND) > mn, allora C,D hanno una componente comune.

(i) Se K = K e C,D non hanno componenti comuni, allora #(C N D) = mn con molteplicita
(nel senso che, se CND = {P,..., P}, allora Z?:l I(C,D, P;)) = mn).

Dimostrazione. Siano C = [F] e D = [G], sia R(z, z) = Ris, (F, G) € K[z, z]. Fissati alcuni punti
Py, ..., P, € CND, possiamo sempre metterci in un sistema di coordinate omogenee [z, z, y] tali
che [0,0,1] ¢ L(P;, P;) per ogni i # j e che i polinomi F,G siano monici in y (basta scegliere
Qé¢c+ E” L(P;, P;), e portarlo in [0,0, 1] tramite una proiettivita). Tale scelta di coordinate
ha alcune utili conseguenze:

e Essendo F, G monici in y, possiamo applicare la proprieta di specializzazione del risultante.
Poste Fe o(y) == F(c,a,y) e Geo(y) = G(c, a,y) in K[y], otteniamo deg F,. , > 1, deg G o >
leVe,a € K R(c,a) =Ris(Feq,Gea)-

e Per la stessa ragione, possiamo applicare la proprieta di omogeneita del risultante, otte-
nendo che R(z,z) € K[z, Z]mn-

e Posti P; = [¢;, ai,b;], si ha che i [c;,a;] sono tutti distinti e ben definiti in P*(K). Infatti,
se si avesse (¢;,a;) = 0 allora P; = (0,0, 1]; se si avesse [¢;, a;] = [¢j, a;] con i # j, allora si
verifica [0,0,1] € L(P;, P;).

e Il risultante R(z,x) puo essere utilizzato per calcolare I(C,D, P;) peri =1,...,h.
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(i) Siano Pi,..., Pyue1 punti distinti in C N'D, con P; = [¢;, a4, b;]. Scegliamo il sistema di
coordinate omogenee come detto precedentemente, rispetto ai punti Py, ..., P,,+1. Per ogni i,
i polinomi F, 4,(y) e Ge, 4, (y) avranno la componente y — b; in comune, dunque

R(ci,a;) = Ris(Fq,Gecq) =0 peri=1,...,mn+ 1.

In particolare R(z,z) avra almeno mn + 1 radici distinte ma, dato che R(z,z) € K[z, Z]mn, si
avra R(z,x) = 0, dunque F' e G’ avranno una componente comune in K[z, z,y] con deg, > 1.
(ii) Peril punto (i) siavraCND = {Py,..., Py} con h < mn. Scegliamo il sistema di coordinate
omogenee al solito modo, rispetto ai punti Pi,..., P,. Dato che F' e G non hanno componenti
comuni, in particolare R # 0, e possiamo fattorizzare

k

R(z,x) = H(aiz —cx)Y, Vi#j (e, ai] # ¢, a5, S = mn.

i=1
Vorremmo trovare una biiezione tra le radici [¢;, a;] di R(z,2) e i punti P}, della forma
[ciy ai] <[ciy aq, by per qualche b; € K :

in questo modo, a meno di cambiare l'ordine dei punti, si avrebbe h = k e I(C, D, P;) = «; per
i=1,...,h, e potremmo concludere.

e Se [¢;,a;] € una radice di R(z,z), in particolare Ris(Fy, 4;,Ge;.0;) = 0, percio Fy, .. (y) e
G, a; (y) hanno una radice comune b;, da cui [¢;,a,,b;] = P; per qualche j. Dato che le
coordinate [z, z] dei punti P; sono tutte distinte, la scelta di b; ¢ univoca.

e Se P; = [¢5,ay, Bj], in particolare F¢, 4, (y) e G¢, 4, (y) hanno I;j come radice comune, dunque
R(¢j,a;) =0 e quindi ¢, G,] = [¢;, a;] per qualche i.

E chiaro che le due mappe definite sopra sono 'una l'inversa dell’altra, quindi abbiamo trovato
la biiezione richiesta. O

Vediamo alcune applicazioni del teorema di Bézout:

Proposizione 2.3.8. Supponiamo K = K e sia Z un’ipersuperficie proiettiva riducibile di P"(K),
con n > 2: allora Z ammette un punto singolare.

Dimostrazione. Sia F un’equazione dell’ipersuperficie: per ipotesi F' = GH con G, H polinomi
omogenei di grado > 1. Osserviamo che ¢ sufficiente mostrare che 3P € V(G) NV (H): infatti in
tal caso si verifica facilmente VF(P) = 0.

Se n = 2, un tale punto esiste sempre per il teorema di Bézout. Supponiamo quindi n > 3:
vorremmo abbassare la dimensione per poter applicare ancora il teorema, quindi intersechiamo
le ipersuperfici di equazioni F,G, H con il piano z3 = ... = x, = 0, ottenendo tre polinomi
omogenei F, G, H € K[xg, 1, 22|, nulli o con gli stessi gradi di quelli precedenti. Sara sufficiente
trovare P € V(G) NV (H): in tal caso si avra P = [P,0] € V(G)NV(H). Separiamo due casi:

e Se F' =0, allora wlog G = 0, e qualunque P € V(H) andra bene.

e Se F#0, in particolare deg G, deg H > 1, dunque possiamo applicare il teorema di Bézout
per ottenere P come richiesto. O

Si osserva facilmente che, se n = 2, allora Iipotesi K = K non ¢ necessaria: infatti due rette sul
piano proiettivo hanno sempre un punto di intersezione (si possono vedere come spazi proiettivi,
e applicare la formula di Grassmann).
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Esercizio 2.3.9. Sia C una curva piana proiettiva ridotta: dimostrare che C ha un numero finito
di punti singolari.

Soluzione. Sia F € K[z, z,y] un’equazione della curva, e siano F., F,, I, le sue derivate parziali
rispetto a z,x,y. Ricordiamo che P € P?(K) ¢ un punto singolare di C se e solo se F(P) =
F.(P) = F,(P) = F,(P) = 0.

Se char K = p # 0 ci serve la seguente osservazione: se un qualche polinomio omogeneo H
soddisfa VH = 0, allora H é una potenza p-esima. Infatti si verifica facilmente che, se per
esempio %—Ij = 0, allora tutti i monomi di H presentano solo le potenze di z multiple di p (e
analogo per z,y). In particolare, si potra scrivere H(z,z,y) = Ho(z?, 2P, y?) per un opportuno
Hy, da cui H(z,z,y) = Ho(z,z,y)? perché siamo in caratteristica p.

Supponiamo per assurdo che C abbia infiniti punti singolari, cioé

#(V(F) NV (F) NV(E)NV(E,)) = .

I chiaro che VF # 0 (se char K = 0 perché deg F' > 1, altrimenti per I’osservazione precedente).
Applicando il teorema di Bézout pit volte, possiamo trovare una componente irriducibile H
comune ai polinomi F, F, F, F, e in particolare scrivere F' = GH. In particolare, riciclando la
notazione precedente per u = z,x,y si avra

H|F,=H,G+HG, = H|H,G

Se H | G allora H? | F' e abbiamo finito. In caso contrario si dovra avere H | H, e quindi H,, = 0
per u = 2,2,y (o ¢ nullo, o ha grado minore di H). Ma questo implicherebbe VH = 0, che ¢
assurdo per le stesse ragioni date in precedenza. L

Teorema 2.3.10. Siano C,D curve piane proiettive senza componenti comuni, sia P € CND
un punto tale che mp(C) =r e mp(D) = s. Allora valgono le seguenti:

(i) I(C,D,P) > rs.
(ii) I(C,D,P) =rs se e solo se C, D non hanno tangenti principali in comune in P.

Dimostrazione. Dimostriamo solo il primo punto. Scegliendo un opportuno sistema di coordinate
affini, possiamo scrivere C = [f], D = [¢g] e P = 0, con

flzyy) =ap(z) + a1 (@)y + ... +y™,
g(z,y) =bo(z) + b1 (z)y + ...+ 4",
dove 2" | a;(z) per i = 0,...,r—1 e 2°J | bj(z) per j = 0,...,s— 1. Vogliamo mostrare

che 2" | R(z) = Ris,(f,g)(x). Per farlo, utilizziamo un trucco analogo a quello usato nella
dimostrazione della proprieta di omogeneita del risultante. Data la matrice di Sylvester

ag ai Am—1 1
() = ag a Am—1 1
=T by b1 1 ’
bo by b1 1

il cui determinante ¢ R(x), otteniamo una nuova matrice S(z) eseguendo le seguenti operazioni:
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e peri=1,...,s— 1, moltiplichiamo la riga i-esima per z°~%;
e per j =1,...,7 — 1, moltiplichiamo la riga n + j-esima per 2" 7.

In questo modo, tutte le entrate della i-esima colonna della matrice S (x) saranno multiple di

2"t peri=1,...,r + s — 1, dunque zP | det(S(z)), dove D = Fr+s)(r+s—1).
D’altra parte, le operazioni che abbiamo eseguito sulle righe implicano det(S(z)) = 2™ R(z),

dove N = L(r(r—1)+s(s—1)), dunque P~V | R(z). Si verifica facilmente che D—N =rs. [

2.4 Sistemi lineari di curve
Definizione 2.4.1. Definiamo il sistema lineare completo di curve di grado d > 0 come
Vi = P(Klzog, 1, x2]a),

i cui punti sono le curve proiettive piane di grado d. I sottospazi proiettivi di Vj si dicono in
generale sistemi lineari di curve di grado d; quelli di dimensione 1 si chiamano fasci.

Osserviamo che K[zg, 21, 22]q ¢ un K-spazio vettoriale di dimensione (d;rz), in particolare, Vy
eredita la struttura di K-spazio vettoriale e dimg (V) = (d;Q — 1. In generale, il fascio generato
da due equazioni F,G € Vj linearmente indipendenti ¢ {tF + sG | [t, s] € P'}.

Definizione 2.4.2. Dato un punto P € P?(K), definiamo il sistema lineare
Va(P) =A{[F] € Va: P € V(F)}

di codimensione 1 (P € V(F) ¢ una condizione lineare sui coefficienti di F'). Piu in generale,
dati i punti Py, ..., P, € P?(K), definiamo il sistema lineare Vy(Py, ..., P) == ﬂle Va(Fy).

Osserviamo che in generale vale codimg (Vy(Py, ..., Pr)) < k, essendo un sistema lineare definito
da k condizioni lineari. La sua dimensione effettiva dipende pero dalla disposizione dei punti.

Definizione 2.4.3. P,..., P, € P?(K) impongono condizioni indipendenti alle curve di grado
d se codim(Vy(P,..., Py)) = k.

Esercizio 2.4.4. Fissato un punto P € P?(K), dimostrare che le curve proiettive di grado d per
le quali P & un punto singolare formano un sistema lineare.

Soluzione. Le condizioni da imporre ad una generica curva C = [F] sono

F(P) =
B—Z(P) = 0
9E(P) =0;
g (P)=0.
Ciascuna delle quattro le equazioni impone una condizione lineare sui coefficienti di F'. O

2.4.1 Coniche per cinque punti

In questa sottosezione supponiamo per semplicita K = K. Alcuni dei risultati presentati sono
validi anche nel caso generale (in particolare, quelli sulle coniche per cinque punti), ma richiedono
qualche accorgimento aggiuntivo.
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Esercizio 2.4.5. Una conica proiettiva é liscia se e solo se & irriducibile.

Soluzione. Abbiamo gia dimostrato che le ipersuperfici riducibili hanno sempre un punto singo-
lare. Supponiamo dunque che la conica proiettiva @ abbia un punto singolare P: passando ad
un’opportuna carta affine, possiamo supporre la parte affine di Q abbia equazione

flz,y) = aa® + bay + cy® = (1z + Bry) ez + Bay),
dunque Q é riducibile. O

Osservazione 2.4.6. Se #V(Q) # 1, I'ipotesi K = K non ¢ necessaria: da un lato le coniche
riducibili sono comunque singolari (unione di due rette), dall’altro #V(Q) > 2 assicura che le
due rette in K[z, y] che compongono Q in realta hanno coefficienti in K.

Fissati cinque punti distinti P, ..., Ps € P?(K), vogliamo classificare le coniche proiettive pas-
santi per essi, o in altri termini studiare Vo(P,..., Ps), in funzione dei cinque punti. Grazie
all’osservazione precedente, se Q € Va(Py,..., Ps), allora il risultato dell’esercizio puo essere

applicato in questo contesto anche senza l'ipotesi K = K.

Esercizio 2.4.7. Siano P,..., Ps € P?(K) punti distinti in una conica Q. Dimostrare che i
cinque punti sono in posizione generale (cioé non ce ne sono tre allineati) se e solo se Q é liscia.

Soluzione. Supponiamo che tre dei punti siano allineati, wlog Py, P>, P3 € £ retta. Applicando il
teorema di Bézout deduciamo Q@ = £ + r, dove r é una retta opportuna; dunque Q é riducibile,
e non puo essere liscia.

Supponiamo ora che Q non sia liscia: in particolare sara riducibile, dunque @ = ¢+ r, dove /¢
e 1 sono rette opportune. Per il principio dei cassetti, almeno tre dei cinque punti saranno sulla
stessa retta. Questo conclude I’esercizio. O

Proposizione 2.4.8. Siano Pi,..., P; € P?(K) punti distinti: allora esiste sempre una conica
passante per i cinque punti. Inoltre i cinque punti impongono condizioni indipendenti sulle
coniche se e solo se non ce ne sono 4 allineati.

Dimostrazione. Osserviamo che dimg Vo = 5: in particolare, esiste sempre almeno una conica

che passa per Pi,..., Ps; inoltre le condizioni sono indipendenti se e solo se tale conica & unica.
(=) Supponiamo che quattro dei cinque punti siano allineati, wlog Py, ..., Py € r retta. Se s &
una retta qualsiasi passante per Ps, allora Q :==1r + s € V5(P,...,Ps). Dato che s non ¢

scelta in modo univoco, la conica non € unica.

(<) Supponiamo che esistano due coniche distinte Q1,Qs € Va(Py,...,Ps). Applicando il
teorema di Bézout deduciamo che le due coniche devono avere una retta in comune, quindi
Q1 ={l+re Qy = l+s,conl,r, s opportune rette e r # s. In particolare Q1NQy = £+(rNs)
e, dato che #(r N's) = 1, almeno quattro dei cinque punti saranno contenuti in 4. O

Esercizio 2.4.9. Classificare le coniche che passano per 5 punti distinti P, ..., Ps.

Soluzione. Sfruttando i risultati precedenti, possiamo considerare casi separati, a seconda della
posizione reciproca assunta dai cinque punti. Sia k il massimo numero di punti tra i cinque che
stanno sulla stessa retta.

e Se k = 5, sia £ la retta che contiene tutti e cinque i punti: applicando il teorema di Bézout,
deduciamo che le coniche che vanno bene sono tutte e sole quelle della forma Q = £ + r,
dove r & una retta qualsiasi. In particolare, avendo totale liberta nella scelta dei coefficienti
dell’equazione di r, avremo dimg (Va(Py, ..., Ps)) = dimg(V;) = 2.
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e Se k = 4, siano wlog P,..., P, € { retta. Le coniche che andranno bene saranno quelle
della forma Q = ¢+ r, dove r € una retta passante per Ps qualsiasi. In particolare avremo
dimK(Vg(Pl, ey P5)) = dlmK(‘/i(P5)) = 1

e Se k = 3, per la Proposizione 2.4.8 andra bene una sola conica. Se wlog Py, P>, P3 € £
retta, necessariamente Q = £+ r, dove r = L(Py, Ps).

e Se k = 2, ancora andra bene una sola conica. Per I’Esercizio 2.4.7 tale conica dev’essere
liscia, quindi irriducibile. O

Esercizio 2.4.10. Dimostrare che fissare un punto singolare per una conica su P? impone tre
condizioni indipendenti.

2.4.2 Cubiche per otto punti
Proposizione 2.4.11. Siano Pi,..., Py € P?(K) otto punti distinti tali che
e non esista una retta che ne contenga quattro;
e non esista una conica che ne contenga sette.
Allora Py,..., Py impongono condizioni indipendenti alle cubiche piane proiettive.

Dimostrazione. Osserviamo che la tesi ¢ equivalente a dim Vs3(Py,...,FPs) = 1. E immediato
che valga il segno di maggiore o uguale (la codimensione & al piu 8). Supponiamo per assurdo
dim V3(Py, ..., Pg) > 2, e separiamo tre casi:

e Supponiamo che tre punti (wlog P;, P, P3) siano allineati, sia ¢ tale retta. Per i punti
Py, ..., Py passa una e una sola conica Q (vedi Proposizione 2.4.8). Sia A un qualsiasi
punto in £\ {P, P>, P3} e B un punto che non appartiene al supporto di £ + Q. Dato
che dim V5(Py, ..., P3) > 2, aggiungendo due condizioni la dimensione resta > 0, da cui
possiamo prendere una cubica C tale che Py, ..., Py, A, B € C. Dato che P, P», P3, A€ {,
necessariamente ¢ C C (per Bézout), dunque C = £+ D per qualche conica D. D’altra parte
Py,...,Ps & ¢ (per ipotesi), dunque appartengono a D, che deve coincidere con Q (si era
detto che ¢ unica). Questo implicherebbe che B ¢ {+ Q = C, che ¢ assurdo per costruzione.

e Supponiamo che non ci siano tre punti allineati, ma ci siano sei punti su una conica (wlog
Py,...,Ps € Q ma P;, Py gQ) Siaﬁ:L(P7,P8)esian0AE Q\{P17...,P6},B¢ O+
Sia come prima C una cubica passante per Pi,...,Ps, A, B: dato che P,...,Ps, A € Q,
per Bézout C = Q + r con r retta opportuna; tuttavia P, Ps € C\ Q@ =r,dacuir =/, e
si arriva all’assurdo come nel primo caso.

e Supponiamo infine che non ci siano tre punti allineati né sei punti sulla stessa conica.
Sia £ = L(Py, P») (in particolare Ps,..., Py & {), e siano A, B € £\ {Py, P>} qualsiasi. Sia
ancora C una cubica passante per Py, ..., P, A, B: dato che P, P,, A, B € CN{, per Bézout
C =/{+ Q dove Q ¢ un’opportuna conica. Ma Ps,..., Py € C\ £ = Q, che ¢ assurdo. O

Corollario 2.4.12. Siano Cp, Cy due cubiche senza componenti comuni. Supponiamo che C; N
Co ={Py,..., Py} dove i P; sono punti distinti, sia C una cubica passante per P, ..., Ps: allora
anche Py € C (equivalentemente, Py, ..., Py non impongono condizioni indipendenti alle coniche).

Dimostrazione. Osserviamo che siamo nelle ipotesi della proposizione precedente: se P, ..., Py
fossero allineati, per Bézout la loro retta sarebbe una componente comune di C; e Cq; analo-
gamente se Pi,..., P; appartenessero ad una conica. Dunque dim V3(Py,...,Ps) = 1, da cui
V3(Py,...,Ps) = {sC; +tCa | [s,t] € P'}. In particolare, VC € V3(Py,. .., Ps) vale Py € C. O
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2.5 Quadriche e punti di flesso

In questa sezione assumeremo sempre K = K e char K # 2.

L’equazione di una quadrica @ di P™(K) si pud sempre scrivere tramite una forma quadra-
tica Q(x) = x'Ax, dove A ¢ una matrice simmetrica in K®+tDx(+1) ¢ x* & il vettore riga
(xo x1 -+ xn); la scelta della matrice A & univoca, a meno di moltiplicazione per scalare.

Si osserva facilmente che VQ(x) = 2A4x, da cui deduciamo che il luogo dei punti singolari della
quadrica Q ¢ esattamente lo spazio proiettivo P(Ker A), di dimensione n — Rk A. In particolare
Q & una curva liscia se e solo se A ¢& invertibile.

Supponiamo ora n = 2. A meno di proiettivita, possiamo sempre portare  in una delle
seguenti forme:

o 22 + 22 + 22, In questo caso Rk A = 3, dunque siamo nel caso liscio e irriducibile.
e 22+ 22. In questo caso Rk A = 2 e la quadrica ¢ riducibile:
x% + 2} = (o — V—1La1) (20 + V—1z1),
quindi é somma di due rette distinte.
e 3. In questo caso Rk A = 1, e la quadrica ¢ una retta doppia.

In particolare, una condizione necessaria e sufficiente per la riducibilita della conica & det A = 0.
Questa condizione puo essere applicata anche alle coniche affini: passando alla chiusura proiettiva

Analogamente al caso proiettivo, anche I’equazione di una quadrica affine di A™ si puo scrivere
tramite una forma quadratica

%) =(1 xHA (1) , (2.1)

dove A ¢ ancora una matrice simmetrica in K("tDx(+1) ¢ %t & il vettore riga (1 --- zn).

Se @ = [q] & una quadrica affine di A" con ¢ come in (2.1), allora Q = [Q] con Q(x) =
x!Ax; vale anche il viceversa (passando da una quadrica proiettiva ad una sua parte affine).
In particolare, una condizione necessaria e sufficiente per la riducibilita della conica é ancora
det A =0.

Se scriviamo la matrice A nella forma

c| Bt
_ N 1 nxn
A= B i , A e KM

si verifica che Vq(X) = 2(A% + B).
Per hessiano di un polinomio F(z,x,y) € K[z, z,y]q intendiamo

Fzz Fzr Fzy
Hp(z,z,y) =det | Fop Fgps Fgy
Fzy Fa:y Fzz

dove abbiamo denotato Fy, = giﬁ . Questa notazione sara mantenuta anche nel seguito.

Si verifica che 1'hessiano ¢ un invariante proiettivo a meno di un coefficiente moltiplicativo,
ovvero che Hyp)(x) = co(Hp)(x) per qualche ¢ € K*, per ogni proiettivita ¢. In particolare, se
C = [F], ha parecchio senso definire l'ipersuperficie He == [Hp|.

Ci tornera utile scrivere I’hessiano in una forma che possa essere calcolata facilmente nella
carta affine U:
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Lemma 2.5.1. Se F(z,z,y) € K[z, z,ylqa e f(z,y) = F(1,z,y), vale la formulazione alternativa

dd=1)f (d=1)f: (d=1)f,

HF(any) :det (dil)fr fzz fxy
(d— 1)fy fay fyy
In particolare, se P = [1,z,y] € V(F) si ottiene
0 fo fy
HF(P):(d—l)Qdet fx fmz fry
fy foy fuy

Dimostrazione. Vogliamo agire sulle righe e colonne della matrice hessiana, in modo da applicare
la formula di Eulero e far sparire la derivata rispetto a z:

22F,, 2F., z2F, (d—1)zF, (d-1)F, (d—1)F,

Z2HF(Z,17,ZU) = |2l Fra Fzy = 2F., Fry me =
z2F.y  Fuy  Fyy zF.y Fay Fyy
dd—1)F (d—1)F, (d—1)F,

Per concludere la dimostrazione, ¢ sufficiente osservare che F,(1,z,y) = fu(z,y) e Fuu(l,z,y) =
fu’u(‘r7y) per uiv = x7y' D

Proposizione 2.5.2. Supponiamo char K = 0, sia C = [F] una curva proiettiva piana e P un
punto liscio di C. Allora P ¢ un punto di flesso di C se e solo 'hessiano Hp si annulla in P.

Dimostrazione. Mettiamoci in una carta affine tale che P + (0,0) € A2, e sviluppiamo I'equa-
zione della parte affine tramite Taylor:

0 0 0?
e = Gh 0+ S+ 5 (54

dy
=:q(z,y)

2 2
(0)2? + nyJ;(O)y2 + 2233{/(0)303/) +...,

cioé f(x,y) = q(z,y) + f(a:, y), dove ¢ @ 'equazione di una quadrica affine Q passante per (0, 0)
e f ¢ un polinomio i cui monomi hanno tutti grado almeno 3.

Si verifica che P ¢ un punto di flesso se e solo se Q ¢ riducibile, cioé se e solo se la sua matrice
associata A é singolare. Dato che 'annullarsi dell’hessiano in P € un invariante proiettivo, a
meno di cambiare coordinate proiettive possiamo supporre F = H(f) e P = [1,0,0].

Sia d == deg F'. Se d = 1 allora P é banalmente un punto di flesso, quindi in quanto segue
supporremo d > 2. Vogliamo verificare che det(A4) = 0 se e solo se Hp(P) = 0. Applicando il
Lemma 2.5.1, otteniamo

0 fa fy
det(A) = |fo  fee foy|=(d—1)>Hp(P).
Questo conclude la dimostrazione. O

Enunciamo il seguente fatto, senza dimostrarlo:

37



Fatto 2.5.3. Supponiamo char K = 0, sia C = [F] una curva proiettiva piana. Se F' | Hp, allora
C ¢é unione di rette.

Possiamo quindi dedurre il seguente corollario:

Corollario 2.5.4. Supponiamo char K = 0, sia C una curva proiettiva piana liscia di grado
d > 3. Allora C ha almeno un punto di flesso, e al pia 3d(d — 2).

Dimostrazione. Sia F un’equazione di C: il fatto precedente implica che Hr # 0 e che Hr non ha
componenti in comune con F' (una curva liscia ¢ in particolare irriducibile). Si verifica facilmente
che deg Hr ¢ omogeneo di grado 3d(d — 2), quindi per il teorema di Bézout possiamo concludere
#(C N [HF]) = 3d(d - 2). O

In realtd, con opportune osservazioni, si pud ricavare un risultato pitt preciso:

Corollario 2.5.5. Supponiamo char K = 0, sia C una curva proiettiva piana irriducibile di grado
d > 3 con s punti singolari. Allora C ha al pit 3d(d — 2) — 2s punti di flesso.

Riassumendo quanto abbiamo ottenuto in questa sezione, se charK = 0 e C = [F] ¢ una curva
proiettiva piana di grado d, cosa possiamo dire sui punti di flesso?

Se d =1: C ¢ una retta, e ogni suo punto ¢ di flesso (Hp = 0).

Se d =2: L’equazione della curva & una forma quadratica F' = xT Ax, da cui Hr = 2det(A). Se
det(A) # 0, allora la curva & una conica irriducibile e non ha punti di flesso. Se det(A) = 0,
allora la curva é 'unione di due rette: se coincidono, tutti i punti tranne la loro intersezione
saranno di flesso, altrimenti non avremo punti di flesso.

Se d >3: SeC ¢ liscia e K=K, allora F ha almeno un punto di flesso, e al pitt 3d(d — 2).

2.6 Forma di Weierstrass e di Legendre

Icasid=1¢ed=2in un certo senso sono i meno interessanti: presentano un numero finito di
curve (a meno di proiettivita), cosa che non avviene per d > 3.

Proposizione 2.6.1 (forma di Weierstrass). Sia char K # 2, 3, sia C una cubica piana proiettiva
liscia, sia O € C un flesso. Allora esiste un sistema di coordinate omogenee [z, z,y| su P? tale
che O = [0,0, 1], la parte affine di C rispetto a z ha equazione y* = p(x) con p(z) = 2> + ax + b,
e il discriminante® A := 4a® + 2702 di p(z) & diverso da 0.

Una parte affine che rispetta quelle proprieta sara detta forma di Weierstrass.

Dimostrazione. Scelgo delle coordinate omogenee tali che O = [0,0,1] e z = 0 sia la tangente a
C in O (questo si pud sempre fare). Osserviamo che y,z 1 F' (in caso contrario C non sarebbe
liscia). Passando alla carta affine U, possiamo scrivere

F(z,z,1) = z + z(az + bx) + g3(2, ),

dove g3 € K|z, z]3 soddisfa g3(0,1) # 0 (altrimenti si avrebbe z | F'). Dato che y { F, cambiamo
carta affine:
F(l,2,y) = y* +yla+ bx) + gs(x, 1).

3Questo nome non ¢ un caso: ¢ il numero che si utilizza per trovare le radici di polinomi di terzo grado. Si
definisce come A := Ris(p,p’) ed & nullo se e solo p(z) presenta radici multiple.
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Consideriamo il cambio di variabili ¢y =y + %(bx + a), indotto dalla proiettivita

1 0 O z
olz,z,y)=10 1 0 T

a b

5 3 1/ \y

Questo cambio di variabili lascia invariati il flesso O = [0,0,1] e la retta z = 0, mentre rende
I’equazione della curva della forma

f(z,y) =y2—91(33)’ g1(z) = apz® + a12” + awr + as,

dove ag # 0 perché g3(1,0) # 0. Cambiamo ancora variabili: ' = z 4 g7 porta alla forma

y? = Box® + Pox + Bs, Bo = ag # 0.

Infine, per rendere 1'espressione a destra monica, cambiamo y — 32y e x — Soz.

Per la condizione sul discriminante basta osservare che, supponendo per assurdo A = 0, si
avrebbe p(x) = (z —a)?(x — 3), da cui f(z,y) = y*> — (x — a)?(x — ) e ne dedurremmo che (a, 0)
é un punto singolare. Questo é assurdo in quanto C € una curva liscia. O

Nell’ipotesi di chiusura algebrica, una cubica piana proiettiva liscia ha sempre un punto di flesso,
dunque

Corollario 2.6.2. Se K = K e char K # 2, 3, ogni cubica piana proiettiva liscia ammette forma
di Weierstrass.

Talvolta ¢é utile portare una cubica piana proiettiva liscia in un’altra forma, in cui fissiamo le
radici di p(x).

Proposizione 2.6.3 (forma di Legendre). Se y? — p(z) ¢ la forma di Weierstrass di una cubica
liscia C, e tutte le radici di p(z) sono in K, allora C ammette un’equazione affine, nota come
forma di Legendre, del tipo

v =ca(x —1)(z — N, A#£0,1 c e K.

Dimostrazione. Siano ay,ag,ag le radici di p(x): sono distinte in quanto A(p) # 0. Possiamo

applicare un cambiamento della sola variabile x, che manda a; — 0 e as +— 1: si verifica che
I'unica affinita che soddisfa tali ipotesi ¢ 2/ = ;2_:’;11, e che posto A == af = %, si ottiene
un’equazione della forma richiesta. O

Osserviamo che, se \/c € K (come succede nel caso di K = K), allora possiamo riscalare y
portando 'equazione nella forma monica y? = x(z — 1)(x — \); in generale, questo non ¢ sempre
possibile farlo.

Dato che l'ipotesi K = K ¢ sufficiente a poter portare qualunque cubica liscia in forma di
Weierstrass, sara sufficiente anche a portarla in forma di Legendre.

Per quanto resta di questa sezione, ci metteremo sempre nelle ipotesi K = K e charK # 2,3
e le curve considerate saranno sempre nel piano proiettivo.

Proposizione 2.6.4. Se C ¢ una cubica liscia, allora C ha esattamente 9 punti di flesso. In
particolare, nella carta affine della forma di Weierstrass, i punti di flesso sono della forma (a;, £b;)
con b; #0 per i =1,...,4, pit quello all’infinito.
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Dimostrazione. Come prima cosa, ci mettiamo in forma di Weierstrass rispetto ad un flesso
O, ottenendo l'equazione f(z,y) = y?> — p(x), con p(z) = 2® + ax + b. Osserviamo che O &
l'unico punto all’infinito di V(f), quindi gli altri flessi andranno cercati nella carta affine. Per
la Proposizione 2.5.2, cerchiamo i punti P = (z,y) tali che y*> = p(x) e Hp(P) = 0. Per il
Lemma 2.5.1, possiamo scrivere

0 fo fy 0 —p 2
HF(P) — f:r fch fmy — _p/ _p// 0| = 2(2y2p// _p/2).
fy fxy fyZ 2y 0 2

I punti P cercati soddisfano quindi

{zf = p(x),

2p(z)p”(x) — p'(2)* = 0.

Sia k(z) := 2p(x)p” (z) — p'(x)?: osserviamo che k' = 2pp"”" = 12p.

Supponiamo per assurdo che k abbia una radice multipla «: in tal caso x — « | (k, k'), in
particolare p(a) = 0 e k(o) = —p'(a)? = 0, da cui z — « | (p,p’) e p avrebbe una radice multipla,
che & assurdo.

Dunque k£ ha quattro radici distinte aq, as, asz, as, che non sono radici di p, ed é chiaro che i
punti di flesso nella carta affine sono (a;, +b;), dove b; = y/p(a;) # 0. O

Esempio 2.6.5. Cerchiamo i punti di flesso della cubica C = [F], con F = 23 + 23 4 ¢
La cubica ¢ liscia (basta considerare VF'), quindi ci aspettiamo di trovarne 9. Si ricava
facilmente H(F') = 216zzy, dunque i punti di flesso saranno tutti e soli quelli che soddisfano il

sistema
2+ =0
zay = 0.

Se per esempio y = 0, si hanno i punti di flesso [1, —1,0], [1,w, 0], [1,w™?,0], dove w & una radice
terza primitiva di —1. Gli altri sei punti si ricavano permutando le coordinate di questi tre.

Esercizio 2.6.6. Sia C una cubica liscia: se P;, P, € C sono due punti di flesso distinti, allora
L(Py, P,) interseca C in un terzo punto di flesso.

Soluzione. Mettiamo C in forma di Weierstrass rispetto al punto di flesso O = P;. Per la
proposizione precedente, si avra Py = [1,a,b] con b # 0, inoltre P; = [1,a, —b] & un altro punto
di flesso. E immediato osservare che P35 € L(Py, P3), e per Bézout si ha #(C, L(Py, P2)) =3. O

Esercizio 2.6.7. Sia C una cubica liscia: se P, P, € C sono due punti di flesso distinti, allora
esiste una proiettivita ¢ di P? che lascia invariata C e scambia P; con P,.

Soluzione. Sia O il terzo punto di intersezione di L(P;, Py) con C (che esiste ed é un punto di flesso
per Desercizio precedente). Mettiamo C in forma di Weierstrass rispetto ad O: i punti dati saranno

della forma P; = [1,a,b] e P, = [1,a,—b] con b # 0, e la cubica sara definita da un’equazione
della forma F(z,z,y) = 2y* — G(z,x). Consideriamo la proiettivita ¢ : [2,2,9] — [z, 2, —y]: &
facile verificare che ¢ scambia P; con Ps, e inoltre ¢(F) = F. O

Ci chiediamo quante siano le rette che coinvolgono i flessi di una cubica liscia. Per I’Esercizio 2.6.6
sappiamo che, contando una retta per ogni coppia di flessi, ciascuna retta sarebbe stata contata
tre volte. Dato che i flessi sono 9, le rette saranno %(g) = 12. Si puo verificare che i 9 punti e le

12 rette formano una configurazione isomorfa al piano affine su K = Fs.
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Esercizio 2.6.8. Sia C una cubica liscia, sia O un punto di flesso, sia f(x,y) = y? — p(x) la
forma di Weierstrass di C rispetto a O, siano aj, ..., a3 le radici di p(z) e siano P; = [1, a;, 0]
per ¢ = 1,...,4. Allora le rette L(P;,O) sono tangenti a C in P; e la retta z = 0 ¢ tangente in
O; inoltre non ci sono altre rette proiettive tangenti a C e passanti per O.

Soluzione. La retta z = 0 é la tangente del flesso O per costruzione; per le altre rette, osserviamo
che nella carta affine della forma di Weierstrass sono definite dalle equazioni x—a«; peri =1,...,4,
ed é immediato verificare che si tratta di rette tangenti.

Mostriamo che non ce ne sono altre. Dato che O é I'unico punto di C all’infinito, il punto di
tangenza andra cercato nella carta affine. Sia P = [1,a, b] tale punto: si verifica facilmente che
la parte affine della retta ¢ := L(P,O) ¢ la retta verticale x = a, che interseca C in due punti
distinti, a meno che p(a) = 0. Se p(a) = 0, allora £ ¢ una delle rette considerate in precedenza.
In caso contrario, la retta non puo essere tangente, in quanto ha tre punti d’intersezione distinti
P,Q,0 con C: per il teorema di Bézout le intersezioni sono esattamente 3, con molteplicita. [

Riprendiamo quanto gia richiamato sul birapporto in 1.1.3. Se C ¢é una cubica liscia e O un
suo punto di flesso, abbiamo visto nell’Esercizio 2.6.8 che ci sono esattamente quattro rette
proiettive distinte 71, . .., r4 passanti per O e tangenti a C. Osserviamo che il modulo j(r1,...,7r4)
non dipende dalla scelta di O tra i flessi di C: dato un altro flesso O’ e le relative tangenti
r},...,ry, possiamo considerare una proiettivita che scambia O con O’ lasciando invariata la
cubica (Esercizio 2.6.7); dato che il modulo ¢ un invariante proiettivo, avremo j(rf,...,ry) =

j(’f’l, . ,7"4).

Definizione 2.6.9. L’osservazione precedente consente di definire il modulo di una cubica piana
proiettiva liscia C come j(C) = j(r1,7r2,73,74).

Proposizione 2.6.10. Se y? = z(z — 1)(z — \) ¢ la forma di Legendre di una cubica liscia
rispetto ad un punto di flesso O, allora j(C) = j(A).

Dimostrazione. Analogamente alla soluzione dell’Esercizio 2.6.8, si osserva che le tangenti a C
passanti per O sono x =0, x = z, x = Az e z = 0. Scegliendo ¢ = {y = 0}, i punti d’intersezione
con le quattro rette sono

P =1[1,0,0], P,=[1,1,0, P3=[1,)0], P;=][0,1,0],

che identificando ¢ con P!(K) hanno coordinate affini rispettivamente 0,1, \,00. Dato che il
modulo é invariante per permutazione dei punti, si ha

J(€) = j(0,1,00,A) = j(Bir(0,1,00,A)) = j(A). H

Come ci si puo aspettare dalla proposizione precedente, il modulo ci permette di caratterizzare
le cubiche piane proiettive lisce:

Teorema 2.6.11. Due cubiche lisce C1,Cy sono proiettivamente equivalenti se e solo se j(C1) =
J(C3). Inoltre Vo € Tm(j) esiste una cubica C tale che j(C) = a.

Dimostrazione. Se a = j(\) per qualche A € K\{0, 1}, basta prendere una cubica C* di equazione
y? = x(x — 1)(z — A) in qualche carta affine, per avere j(C*) = a.

Se C; ¢ un’altra cubica liscia tale che j(C1) = a, sia O un suo flesso e siano ry,...,74 le
quattro rette tangenti a C; passanti per O. Supponiamo wlog che r3 sia tangente di flesso e che
Bir(ry,...,74) = A (per farlo, basta ordinare le rette in modo che il birapporto sia quello, quindi
portare la tangente di flesso in r3 tramite un doppio scambio, che non altera il birapporto).
Osserviamo che i tre punti di tangenza che non sono di flesso sono sempre allineati (basta vederli
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nella forma di Legendre), denotiamo con ¢ tale retta. Se denotiamo con 0, 1,00, A le solite
quattro rette tangenti a C* e passanti per il flesso all’infinito, e con s la retta y = 0, abbiamo
Bir(ry,...,m4) = A = Bir(0, 1,00, A), quindi esiste una proiettivitd ¢ del piano proiettivo che
manda rispettivamente ry, 73, 73,74, £ in 0,1, 00, A, s (vedi Corollario 1.1.9).

Occorre dimostrare che ¢ manda C; in C*: in questo modo avremmo concluso, in quanto la
scelta di C; ¢ stata generica tra le cubiche lisce di modulo «. Chiaramente ¢ manda anche i
punti di tangenza delle rette di C; in quelli rispettivi di C*. Impostando i conti sull’equazione
della parte affine di ¢(Cy), ci si riesce a ridurre a f(x,y) = y?> — az(z — 1)(z — ), che come gia
visto si puo ridurre alla forma di Legendre cercata. O

2.7 Gruppo abeliano sui punti di una cubica liscia

Sia per ora K un campo generico, sia C una cubica proiettiva piana liscia. Dati A, B € C, sia

0 L(A,B) se A+ B,
" a0 altrimenti,

dove con 74(C) si @ indicata la retta tangente a C in A. L’equazione di C N ¢ avra due zeri in
corrispondenza dei punti A e B (doppio se A = B), dunque avra necessariamente un terzo zero
in corrispondenza di un punto che denoteremo con R(A, B).

Definizione 2.7.1. Fissato un punto O € C, definiamo 'operazione di somma formale rispetto
a O tra i punti della curva come

A® B :=R(0O,R(A,B)).
Si verifica che quest’operazione da a C una struttura di gruppo abeliano tale che
e L’elemento neutro ¢ O;
e L’inverso di A ¢ dato da R(A,R(O,O)).

Questa costruzione si riesce a fare soltanto per curve di questo grado. L’unica verifica complicata
é quella dell’associativita: la sua dimostrazione andra divisa in due parti.

Osservazione 2.7.2. Per ora ci limitiamo a mostrare che la proprieta é soddisfatta per “quasi tutte”
le terne di punti A, B,C € C; per estendere il risultato a tutte le terne di punti, utilizzeremo
strumenti che introdurremo piu avanti. Definiamo i seguenti punti:

R:=TR(A,B), P :=R(B,0),
R:=R(R,0), P:=R(P,O0),
S =R(R,C), Q =R(P,A).

Facendo i conti, si osserva che (A® B) ® C = R(0,S) e A® (Ba® C) = R(0,Q), dunque vale
I'uguaglianza se e solo se S = Q.

Supponiamo che i punti A, B,C, 0, R, R, P, P, S siano tutti distinti (in qualche senso, questo
risultera poi essere un insieme denso nelle configurazioni possibili). Definiamo le due cubiche
riducibili

C1 = L(A,B) + L(P,0) + L(R,C),  Cy:= L(B,C) + L(R,0) + L(P, A),
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e osserviamo che
A,B,C,O,R,R,P,P,S €CnNCy, A,B,C,O,R,R,P,P,Q € CNC(s.

Dato che C ¢ liscia e C; no, per il teorema di Bézout l'intersezione CNC; é costituita esattamente
dai nove punti distinti soprastanti. Applicando il Corollario 2.4.12, deduciamo infine S = Q.

Consideriamo da qui a fine sezione il caso charK # 2,3 e K = K. Data una cubica proiettiva
piana liscia C, sceglieremo come punto O, rispetto al quale definire la somma, un punto di flesso
di C: si verifica che questo implica R(O,0) = O, il che semplifica i conti. In queste ipotesi si
osserva che A@ B®C = O se e solo se A, B, C sono allineati in senso lato (cioé se C' = R(A, B)).

In particolare, si avra 24 = O se e solo se A® A® O = O, o equivalentemente se O € 74(C).
Gli elementi che soddisfano questa relazione sono i punti di tangenza delle solite quattro rette
(vedi Esercizio 2.6.8), e formano un sottogruppo isomorfo a Zg x Zo. Cercando i punti tali che
3A = O, questi sono invece i nove flessi di C, che formano un sottogruppo isomorfo a Zs x Zs.

Questo risultato si pud generalizzare (cioé ci aspettiamo che gli A € C tali che mA = 0
formino un sottogruppo isomorfo a Z,, X Z,,), ma non abbiamo i mezzi per dimostrarlo in questo
COorso.

43



44



Capitolo 3

Topologia di Zariski e
Nullstellensatz

3.1 Insiemi algebrici affini, ideali associati e Nullstellensatz

In questa sezione K sara un campo generico e R sara 'anello di polinomi K|z, ..., z,] = K[x].

Definizione 3.1.1. Se S C R, definiamo 'insieme algebrico associato a S come

Van(8) = [ V(f) ={x €A™ :VfeS f(x)=0}.

fes

Qualora non ci sia rischio di ambiguita, indicheremo semplicemente V(S) o Vi(S). Se S &
indicizzato come S = {f; : i € I}, denoteremo a volte V(S) =V (f; : i € 7).

Definizione 3.1.2. Se X C A™, definiamo il suo ideale associato come
IX)={feR:vxeX f(z)=0}

Si verifica immediatamente che I ¢ effettivamente un ideale di R.

Osservazione 3.1.3. Sono di verifica immediata le seguenti proprieta:

P1) Le mappe V e I invertono le inclusioni.

P2) Se SC Re J = (S), ¢ lideale generato da S, allora V(S) = V(J) = V(V/J).

P3) Se S,T C R, allora V(S)UV(T) = V(ST).

P4) Se S ¢ una famiglia di sottoinsiemi di R, allora (gcg V(S) = V(Uges S)-

P6) Se X ¢ una famiglia di sottoinsiemi di A", allora I({Uycr X) = Nxer I(X).
P7) Se X C A", allora I(X) ¢ un ideale radicale.

(

(P2)

(P3)

(P4)

(P5) Se J & una famiglia di ideali di R, allora (., V(J) = V(¥ e 5 J)-

(P6)

(P7)

(P8) Se S C {0}, allora V(S) = A™. Se #K = 0o, allora vale anche il viceversa.
(P9)

P9) Se J C R ¢ un ideale, allora v/J C I(V(J)).
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) Se X C A", allora V(I(X)) ¢ il piu piccolo insieme algebrico contenente X.
) Valgono IoVol=IeVoloV=V.
P12) Se X C A", allora X = 0 se e solo se I(X) = R.

)

Se ¢ : A" — A™ & un’affinita, allora per ogni X C A" e S C R si hanno

dove se f € R si intende come al solito ¢(f) = fo .

Osservando che un’affinita ¢ : A™ — A™ induce un isomorfismo di K-algebre su R, in particolare
¢ manda ideali in ideali, conservando primalita e massimalita (e lo stesso vale per p=1).

Osservazione 3.1.4. Usando le proprieta precedenti, é facile verificare che V' induce una biiezione
tra linsieme degli ideali associati e quello degli insiemi algebrici, con inversa I. Siano infatti
IT={I(X): XCA"}eV={V(S): SCRkseJ=IX)eZ aloraloV(J)=IV(I(X))=
I(X) = J; d’altra parte, se X = V(.9), allora Vo I(X) = V(I(V(S))) =V(S) = X.

Osservazione 3.1.5. Dato che R & noetheriano (per il teorema della base di Hilbert), osserviamo
che per ogni S C R si ha (S) = (91,...,9r). Ogni g; si ottiene come combinazione R-lineare di
elementi di S, dunque esistono finiti f; € S tali che (S), = (f1,..., fs). In particolare, dato che
V(S) =V((S)g) = V(f1,-.., fs), ogni insieme algebrico puo essere definito tramite un numero
finito di polinomi.

Proposizione 3.1.6. Se P = (ay,...,a,) € A", allora valgono I(P) = (z1 — a1,...,Tn — ayn),
I(P) € SpecMax R e V(I(P)) = {P}.

Dimostrazione. Se P = 0 ¢ tutto facile. Gli altri casi si riducono a P = 0 per traslazione. L
Corollario 3.1.7. Se m € SpecMax R, allora V(m) = () oppure V(m) = {P} e m = I(P).

Dimostrazione. Supponiamo V(m) # (). Sia P € V(m): per le proprieta precedenti vale
m =+v/m C I(V(m)) C I(P).
Per la proposizione precedente si ricava immediatamente m = I(P) e V(m) = {P}. O

Teorema 3.1.8 (Nullstellensatz di Hilbert). Sia K un campo, sia R := K[z, ..., 2,]. Allora le
seguenti proprieta sono equivalenti:

1. Se J C R ¢ un ideale tale che V(J) = (), allora J = R;
2. Se m € SpecMax R, allora 3P € A" tale che m = I(P);
3. Se J C R ¢ un ideale, allora I(V(J)) = v/J;
4. K é algebricamente chiuso.

Dimostrazione.

(3= 2) Per il Corollario 3.1.7, basta mostrare che V(m) # 0. In caso contrario, si avrebbe
m=+/m=I(V(m)) =I(0) = R, che & assurdo.

(2 = 1) Supponiamo per assurdo V(J) = ) ma J # R. Allora 3m € SpecMax R tale che J C m,
dacui ) =V (J) 2 V(m)=V(I(P)) = {P} per la Proposizione 3.1.6, che ¢ assurdo.
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(1 = 3) Abbiamo gia visto v/J C I(V(J)), manca da dimostrare I’altra inclusione.

Sia g € I(V(J)), sia J == (J,yg — 1) C R[y]. Osserviamo che (x,y) € V(J) implicherebbe
x € V(J) e quindi g(x) = 0; tuttavia si dovrebbe avere anche yg(x) = 1, che ¢ assurdo.
Dunque V(J) = 0 e quindi J = R[y]. In particolare 1 € J, da cui ricaviamo un’equazione
della forma

Zaifi+b(yg_1):1a a;,b € Rly], fi€J
i=1
Sostituendo y = g~! (formalmente si passa al quoziente R[y]/(yg — 1)) otteniamo

S

D ailx, g7 (X)) filx) = 1.

i=1

A meno di moltiplicare per un denominatore comune, che sara una potenza di g, otteniamo
la relazione

=Y a(h.  acR
i=1

da cui g € VJ.

(1 = 4) Supponiamo per assurdo che K non sia algebricamente chiuso: allora Ja € K \ K.
Tale o ammettera un polinomio minimo f(x;) di grado almeno 2, irriducibile in K[z]. In
particolare f non ammette zeri in K, ma neanche in A™ (considerandolo come polinomio

in R). Dunque V(f) =0, da cui (f) = R, che & assurdo.

(4 = 2) Osserviamo che F' := R/m ¢ un campo, e in piu eredita da R la struttura di K-
algebra finitamente generata. A questo punto, richiamiamo (senza dimostrarlo) il seguente
risultato:

Teorema 3.1.9 (Nullstellensatz algebrico). Siano K C F' due campi, supponiamo che
F sia una K-algebra finitamente generata. Allora F' & un’estensione finita (in particolare
algebrica) di K.

Applicando il Nullstellensatz algebrico all’estensione K C F', dato che K = K, otteniamo

F =K. Sia ora 7 : R — F' la mappa di proiezione, siano a; := w(x;) per i = 1,...,n, sia
P = (ai,...,a,) € A™: banalmente 7 manda I(P) = (z; — a1,...,Zn — ayp) in 0, dunque
I(P) C m. Dato che anche I(P) ¢ massimale, possiamo concludere m = I(P). O

Osservazione 3.1.10. Una conseguenza del Nullstellensatz di Hilbert & che, se K = K, allora gli
ideali associati coincidono con gli ideali radicali. In particolare, V induce una biiezione tra ideali
radicali e insiemi algebrici, con inversa I. Analogamente, si ha una bigezione tra ideali massimali
e punti dello spazio affine.

3.2 Topologia di Zariski sullo spazio affine

Anche in questa sezione K sara un campo generico ¢ R = K[z1,...,z,] = K[x].

Definizione 3.2.1. Definiamo la topologia di Zariski su A™ come quella i cui chiusi sono gli
insiemi algebrici.
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Verificare gli assiomi di topologia sui chiusi di Z ¢ piuttosto semplice, ricordando le proprieta
dell’Osservazione 3.1.3. D’ora in poi, quando parleremo di insiemi chiusi e insiemi aperti, lo
faremo rispetto alla topologia di Zariski, quando non diversamente specificato.

Grazie alle proprieta viste sulle affinita, si verifica facilmente che sono degli omeomorfismi
anche per la topologia di Zariski.

Proposizione 3.2.2. Sia i : A¥ < A" una mappa affine iniettiva: allora la topologia su i(A¥),
indotta per restrizione da quella di A", coincide con quella indotta da i.

Dimostrazione (facoltativa). Osserviamo che i(A™) é un sottospazio affine di A™, in partico-
lare ¢ un chiuso di Zariski. Ci si convince facilmente che, a meno di applicare un’opportu-

na affinita, possiamo ridurci al caso in cui i(x1,...,25) = (21,...,2%,0,...), in particolare
i(A*) = V(zpit,. .., o0).
Se X & un chiuso di A* allora X = V(S) con S C K[x1,...,x;]. Si verifica facilmente

(X)) ={(x,0) e A" :¥feS f(x)=0} =
= VAW(S) N VAn(a?kJrl, Cey X)) = VAn(S U {xk+1, . ,xk}),
dunque #(X) ¢ un chiuso di A™.
Se X C A¥ e i(X) & un chiuso di A", allora i(X) = V(J) C V(2k11,...,7,), dove J & un

ideale di K[z1,...,z,]. In particolare si ha

i(X) =V () NV (@ks1,. - 2n) = V(I + (@pg1,- -0, 20)) =

={(x,0) €c A" :VfeJ f(x,0) =0}
=X ={xcAF:VfecJ f(x,0) =0} = Vi (J),

dove J := {f(x) = f(x,0), feJ}, dunque X ¢ un chiuso di A*. O
Proposizione 3.2.3. La topologia di Zariski ¢ sempre T1 (equivalentemente, i punti sono chiusi).
Dimostrazione. VP € A™ si ha V(I(P)) = {P} (vedi Proposizione 3.1.6). O
Proposizione 3.2.4. Se X ¢ un chiuso di A!, allora X = A! oppure #X < oo.

Dimostrazione. Sia X = V(S): se S = 0, allora X = Al. In caso contrario, sia f € S: in
dimensione 1 i polinomi hanno finiti zeri, dunque #V (f) < oo, ma si ha anche X = V(S) C V(f),
da cui #X < oco. O

Proposizione 3.2.5. Se #K < oo, allora la topologia di Zariski ¢ discreta; in caso contrario,
non é T2.

Dimostrazione. Se #K < oo, allora A" ha finiti punti, tutti chiusi (T1), quindi la topologia di
Zariski é discreta. Se #K = oo, separiamo due casi:

e In dimensione 1, mostriamo che due aperti non vuoti si intersecano sempre. Passando al
complementare vogliamo verificare che, dati due chiusi X,Y # A! qualsiasi, allora X UY #
Al. Per la Proposizione 3.2.4 si ha #X,#Y < oo, mentre #A! = co.

e In dimensione maggiore, consideriamo un’immersione i : A < A™: sottospazi topologici
di spazi T2 dovrebbero essere ancora T2, tuttavia per la Proposizione 3.2.2 i(Al) = Al
che non é T2. O

Definizione 3.2.6. Al variare di f € R, denoteremo con Uy = A"\ V(f) gli aperti standard (o
aperti principali) della topologia di Zariski su A™.
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Esercizio 3.2.7. Verificare che gli aperti principali formano una base per Z.

Soluzione. Passando ai complementari, la tesi ¢ equivalente ad avere che ogni chiuso sia in-
tersezione di supporti di ipersuperfici. Questo é verificato per la definizione della topologia di
Zariski. 0

Proposizione 3.2.8. La topologia di Zariski é quasi-compatta'

Dimostrazione. Uno spazio topologico é quasi-compatto se, da ogni famiglia di chiusi con inter-
sezione vuota, possiamo estrarre una sottofamiglia finita che abbia ancora intersezione vuota.
Nella topologia di Zariski, questo é equivalente ad avere che

VS C R tale che ﬂV(f)z@ Hfl,...,fSES:ﬁV(fi):(Z).

fes i=1

Si conclude tramite I’Osservazione 3.1.5. O

La proprieta P9 ha la conseguenza che V o I corrisponde alla chiusura topologica, rispetto alla
topologia di Zariski. In formula, VX C A™ V(I(X)) = X7

Esercizio 3.2.9. Verificare che i chiusi di A? sono soltanto le unioni finite di ipersuperfici e
punti, e A? stesso.

Soluzione. Se X & un chiuso, in particolare X = V(f1,...,fy) con f1,...,fy € R. Per N =0
abbiamo X = A2 per N = 1 abbiamo X = V(f); per N > 2 lavoriamo per induzione su N. Si
ha infatti X =V (f1,..., fv—1) NV (fn), ma

V(fl;“-nyfl) = YUV(gl) U... UV(g]\/[) = YUV(g),

dove #Y < oceg=g¢1---gum € R, da cui
X = nV(n)UVig NV(in) =YinV(g fn).

Chiaramente #Y; < oo, mentre V (g, fx) ¢ l'intersezione di due curve piane. Se h = ged(g, fn),
scriviamo g = hg, fy = hf e otteniamo V(g, fy) = V(h) U V(g, f), dove necessariamente

#V (g, f) < oo per il teorema di Bézout. O

I chiusi di A® (e quelli in dimensioni maggiori) sono molto piit complicati da descrivere.

Esempio 3.2.10 (cubica gobba). Sia C3 = V(y—2?2, 2—xy) un chiuso di A®: si osserva facilmente
che coincide con il grafico della funzione A — A? | t s (¢2,13), in particolare #C3 = oco.

Tuttavia C3 non & un’ipersuperficie: infatti se fosse C3 = V(f) (wlog f ridotto), si avrebbe
f | y— 2% 2 — zy, tuttavia si osserva facilmente (lemma di Gauss) che y — 2% e 2z — 2y sono
irriducibili in K[z, z, y].

LCioé compatta ma non T2. Alcuni autori parlano di compattezza soltanto per spazi T2; noi no, ma preferiamo
evitare possibili ambiguita.

49



3.2.1 Spazi topologici noetheriani

Definizione 3.2.11. Uno spazio topologico si dice noetheriano se vale la DCC sui chiusi, o
equivalentemente la ACC sugli aperti.

Non tutti gli spazi topologici sono noetheriani: per esempio si verifica facilmente che la topologia
euclidea su R non lo ¢ (gli intervalli chiusi della forma [0,27"] non soddisfano la DCC).

Proposizione 3.2.12. La topologia di Zariski & noetheriana.

Dimostrazione. Se Y1 D Y3 D ... ¢ una catena discendente di chiusi, allora I(Y;) C I(Ys) C ...
¢ una catena ascendente di ideali. Dato che R & noetheriano, vale la ACC sugli ideali, quindi
questa catena & stazionaria. In particolare anche V(I(Y1)) D V(I(Y2)) D ... & stazionaria, ma

questa coincide con la catena iniziale, perché V(I(Y;)) =Y; =Y. O

Definizione 3.2.13. Dato X spazio topologico noetheriano e Y C X chiuso non vuoto, diciamo
che Y & riducibile se 3Z,W C Y chiusi tali che Y = ZUW (in particolare Z, W # ().

Definizione 3.2.14. Dato X spazio topologico noetheriano e Y C X chiuso non vuoto, una sua
decomposizione irriducibile é una scrittura della forma Y = Zy U. ..U Zg, dove gli Z; sono chiusi
irriducibili. La decomposizione si dira minimale se Vi # j Z; ¢ Z;.

Da una decomposizione irriducibile possiamo sempre ridurci ad una decomposizione minimale,
scartando i chiusi superflui (sono finiti, quindi si puod procedere induttivamente).

I chiusi irriducibili si comportano in modo simile agli elementi irriducibili di un anello, come
mostra il seguente lemma.

Lemma 3.2.15. Sia X uno spazio topologico noetheriano, sia ¥ C X un chiuso non vuo-
to. Allora Y é irriducibile se e solo se, per ogni scelta finita di chiusi Zi,...,Z, tali che
YCZU...UZ.,sihaY C Z; per qualche j.

Dimostrazione. Supponiamo che Y sia irriducibile: vale Y =Y N (Uj_, Z;) = U;_, (Y N Z),
dunque per irriducibilita esiste j tale che Y N Z; =Y, cioe Y C Z;.

D’altra parte, se Y fosse riducibile, avremmo Y = Y; U Y con Y7,Ys C Y scegliendo
banalmente Z; =Y e Zy = Y5, € chiaro che non si puo avere Y C Z;. O

Teorema 3.2.16. Sia X uno spazio topologico noetheriano, ¥ C X un chiuso non vuoto. Allora
Y ammette sempre una decomposizione irriducibile; inoltre la sua decomposizione minimale &
unica (a meno dell’ordine dei fattori).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che la famiglia
Y = {Y C X chiuso non vuoto | Y non ammette decomposizione irriducibile}

non sia vuota. Dotando ¥ dell’ordinamento parziale dato dall’inclusione discendente (cioé
Y1 <Y, se Y7 D Y3), si verifica (tramite noetherianita) che ¥ soddisfa le ipotesi del lemma
di Zorn, dunque troviamo Yy € ¥ minimale (insiemisticamente parlando).

Dato che Yy # ) non ammette decomposizione, in particolare non ¢ irriducibile, quindi
Yo=ZUW con Z,W C Y. Tuttavia Z e W ammettono decomposizione per minimalita di Yj,
e combinandole ne otteniamo una per Yy, che é assurdo.

Siano ora Z1 U...U Z, e Wy U...U W, due decomposizioni minimali di Y. Applicando il
Lemma 3.2.15, per ogni Z; esiste W; che lo contiene e viceversa, dunque fissato 7 troviamo j e
i1 che soddisfano Z; C W; C Z;,. Per minimalita si ha necessariamente ¢ = i1, da cui Z; = Wj.
Ripetendo il ragionamento per tutti gli indici, otteniamo una biiezione tra gli Z; e i W}, legati
da uguaglianza. O
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Proposizione 3.2.17. Sia X # ) un chiuso di A”. Allora X ¢ irriducibile se e solo se [(X) &
un ideale primo.

Dimostrazione. Mostriamo che X & riducibile se e solo se I(X) non ¢é primo.

(=) Se X =YUZconY,Z C X chiusi, allora I(X) C I(Y),I(Z) (questo per esempio per
I’Osservazione 3.1.4), dunque possiamo prendere f € I(Y)\I(X) e g € I(Z)\I(X). Inoltre
siha I(X)=1(Y)NI(Z) dacui fg € I(X), dunque I(X) non puod essere primo.

(<) Se I(X) & Spec(R), allora 3f,¢g ¢ I(X) tali che fg € I(X). In particolare si ottiene
X CV(fg) =V(f)uV(g), da cui

X=WV(HuVg)nX=(V()HnX)u V(g nX).

Per concludere basta mostrare che V(f)NX # X (e lo stesso per V(g)), cioe che V(f) 2 X.
Questo segue facilmente da f ¢ I(X). O

Osserviamo che, se #K = oo, per il principio d’identita dei polinomi vale I(A™) = (0). Dato che
R ¢ un dominio, (0) € Spec(R), dunque A" ¢ irriducibile.

Se inoltre K = KK, abbiamo gia visto per il Nullstellensatz di Hilbert che V e I inducono una
bigezione tra ideali radicali e insiemi algebrici (cioé chiusi affini). In particolare, avremo una

bigezione anche tra ideali primi e chiusi irriducibili.

Esercizio 3.2.18. Sia Z = [f] un’ipersuperficie ridotta di A™ con supporto X = V(f). Allora T
é riducibile se e solo se X é riducibile.

Soluzione. I & riducibile se e solo se f & riducibile, se e solo se (f) ¢ Spec(R). Per la proposizione
precedente, questo é equivalente ad avere X riducibile. O

Il Lemma 3.2.15 ha delle somiglianze con il prime avoidance lemma. Questo risulta evidente
nello svolgimento del seguente esercizio:

Esercizio 3.2.19. Sia X un chiuso di A", sia X = X; U...U X, una sua decomposizione
irriducibile minimale: allora I(X) = I(Xy) N ... N I(X,), dove gli I(X;) sono primi distinti
minimali (nel senso che I(X;) 2 (), I(X;) per ogni 7).

Soluzione. L’unica parte immediata é la dimostrazione della minimalita. Supponiamo per assur-
do che I(X;) 2 [, I(X;) per qualche i: passando alle varieta otteniamo X; C (J,; X;, per
cui esiste j # 4 tale che X; C X; per il Lemma 3.2.15, che ¢ assurdo per minimalita. O

Proposizione 3.2.20. Se X ¢é uno spazio topologico noetheriano e Y C X & un sottospazio
topologico, allora anche Y é noetheriano.

Dimostrazione. Se (Z;) & una catena discendente di chiusi di Y, allora esistono Zo, Zl, ... chiusi
di X tali che Z; = Y N Z;. A meno di sostituire Z; con ZoN...N Z;, possiamo supporre che (Z;)
sia una catena discendente di chiusi di X, quindi stazionaria. In particolare anche (Z;) = (Z;NY)
sara stazionaria, quindi Y soddisfa la DCC sui chiusi. O

Questo ci consente di estendere la definizione di irriducibilitd anche a insiemi non chiusi:

Definizione 3.2.21. Se X ¢é uno spazio topologico noetheriano e ¥ C X, diremo che Y ¢
irriducibile se lo é nella topologia di sottospazio.

Si verifica facilmente che questa definizione é compatibile con quella gia data sugli insiemi chiusi.
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Proposizione 3.2.22. Sia X uno spazio topologico noetheriano. Un insieme Y C X ¢ irriduci-
bile se e solo se Y é irriducibile in X.

Dimostrazione.

Y riducibile: 37, Z5 chiusi di X tali che Y = YNnZ)u¥YNnzy)eY géZl, Zy. Osserviamo
che Y =Y NZ; UY N Z;, dunque vorremmo mostrare che Y N Z; #Y peri=1,2.

dunque Y NZ; 2 Y, e in particolare Y N Z; 2 Y.

Y irriducibile: sia Y = Z; U Z5 con Zy, Z chiusi di X. In particolare Y = YNZ)u(YNZy)
¢ unione di chiusi di Y, quindi wlog Y C Z;,dacuiY C 7y = Z;. O

Proposizione 3.2.23. Sia X uno spazio topologico noetheriano irriducibile. Se U C X & un
aperto non vuoto, allora ¢ denso in X.

Dimostrazione. Mostriamo equivalentemente che, per ogni altro aperto non vuoto V' C X, si ha
UNV #£0. Infattida UNV =P sideduce YUZ =X con Y = X \U e Z =X \V chiusi di X,
e quindi wlog Y = X per irriducibilita, cioé U = (). O

Corollario 3.2.24. Sia X uno spazio topologico noetheriano, sia X = X; U... U X,, una sua
decomposizione irriducibile minimale. Un aperto U C X ¢ denso se e solo se X; NU # () Vi.

Dimostrazione. Osserviamo che U = |J(X; NU), dunque

U:OXmUz U X;
=1 X, NU#D

per la proposizione precedente. Per minimalita della decomposizione, U & denso se e solo se
I’unione prende tutti gli indici. O

Corollario 3.2.25. Sia X uno spazio topologico noetheriano: 'intersezione finita di aperti densi
di X é ancora un aperto denso.

Dimostrazione. Siano U,V C X aperti densi, sia X = X3 U...U X,, una decomposizione irridu-
cibile minimale: U N X; e V N X; sono aperti densi in X;, quindi X; NU NV # () e possiamo
concludere applicando il risultato prcedente. O

Concludiamo la sezione dimostrando il seguente risultato?:

Proposizione 3.2.26. Siano X,Y spazi topologici noetheriani, sia f : X — Y una funzione
continua. Se X ¢ irriducibile, allora anche f(X) ¢ irriducibile.

Dimostrazione. f(X) é irriducibile se e solo se f(X) lo &; siano quindi Wy, Ws C Y chiusi tali
che f(X) = Wy UWs. Posti Z; == f~1(W;), tali insiemi formano un ricoprimento chiuso di
X, dunque wlog Z; = X. In particolare f(X) = f(Z1) = fo f~1(Wy) C W; C f(X), da cui
W1 = f(X) perché & un chiuso. O

2Che sorprendentemente a lezione non ¢é stato fatto. Tuttavia, ad un certo punto sara comunque utilizzato.
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3.3 Topologia di Zariski sullo spazio proiettivo

Vogliamo defirire la topologia di Zariski anche sugli spazi proiettivi. In questa sezione denoteremo
R =Klzo,...,z,] e R; = K[z, ...,2,];. Cimetteremo inoltre nell’ipotesi in cui K sia un campo
infinito.

In questa sezione presenteremo alcuni fatti e definizioni che non sono stati dati esplicitamente
durante il corso, ma che piu volte sono stati utilizzati implicitamente, e che ritengo siano utili
per capire meglio il parallelismo con il caso affine. Questi casi saranno sempre segnalati con delle
note a pié di pagina. Si consiglia inoltre di rivedere la parte di teoria sugli anelli graduati prima
di proseguire la lettura.

Definizione 3.3.1. La topologia di Zariski su P"(K) & la topologia quoziente® definita da 7 :
AT\ {0} - P"(K), tramite la topologia di Zariski su A"

Vorremmo descrivere i chiusi di P"*(K) tramite opportuni chiusi di A"*1. A tale scopo, ci & utile
dare la seguente definizione.

Definizione 3.3.2. Un chiuso affine X C A" & un cono algebrico se 0 € X e vale
vxeX VieK MxelX.

Osserviamo che Y C P*(K) ¢ un chiuso se e solo se X := 7 1(Y) ¢ un chiuso di A"*!\ {0}. Si
verifica facilmente che X & un insieme saturo?, che in questo contesto significa che X soddisfa la
proprieta

¥xe X YAeK* XxeX.

In particolare, se X := X U {0} € A™*! allora X é un cono algebrico.

Definizione 3.3.3. Se Y C P*(K) & un chiuso proiettivo, definiamo il suo cono algebrico
associato come CY = 7~1(Y) U {0}.

Osservazione 3.3.4. Abbiamo osservato che ad ogni chiuso proiettivo Y possiamo associare un
cono algebrico CY. D’altra parte, se X C A"l ¢ un cono algebrico, si verifica facilmente che
(X \ {0}) & un chiuso proiettivo. In particolare, si verifica che queste due mappe sono una
Iinversa dell’altra, e danno luogo ad una bigezione tra chiusi proiettivi e coni algebrici. In par-
ticolare queste mappe commutano con unioni e intersezioni. Talvolta per semplicita denoteremo
con 7 anche la mappa X — 7(X \ {0}) appena considerata.

Vorremmo poter associare a ciascun chiuso proiettivo un ideale, e viceversa. In notazione®
tornera comodo dire che, dati X € P*(K) e f € R, si ha f(X) = 0se Vx € 7 }(X) f(x) = 0.
Equivalentemente, dato X = [zg, ..., %n11] € posto x = (2g,...,Tpe1) € AL si ha

fX)=0 <<= VieK* f(lx)=0.

Definizione 3.3.5. Se Y C P"(K) ¢ un chiuso, definiamo il suo ideale associato I(Y') come
I(CY) CR.

Volendo potremmo dare una definizione piti generale®, simile a quella che abbiamo dato nel caso
affine, dove ad un sottoinsieme Y C P"(K) associamo un ideale

IY)={feR:VXeY f(X) =0}

3Cioé la topologia piu fine tra quelle che rendono continua la proiezione.

4Cioe nlom(X) = X.

5Questa notazione non ¢é stata data durante il corso. Tuttavia risultera comoda per quello che segue.
6Questa definizione non ¢ stata data durante il corso.
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Estendendo la definizione di cono algebrico associato a tutti i sottoinsiemi di P™(K), si osserva
che queste due definizioni coincidono.

Lemma 3.3.6. Sia f = Zf:o ficon fi € R, e X € P*(K): allora f(X) = 0 se e solo se
Vi fi(X) =0.

Dimostrazione. Sia x € 7~ 1(X): per ogni A € K* si ha 0 = f(Ax) = Z?:o AN fi(x). Scegliendo
d+1 elementi \; € K* distinti, otteniamo un sistema lineare in f;(x) con matrice di Vandermonde
invertibile, quindi f;(x) = 0 per ogni 7. Dato che gli f; sono omogenei, concludiamo. L’altra
freccia é ovvia. O

In modo analogo, si puo verificare” che se fg(X) = 0 allora f(X) = 0 oppure g(X) = 0. Per
entrambi i risultati é necessaria l'ipotesi #K = oo.

Proposizione 3.3.7. Se J C R & un ideale omogeneo, allora Vi (J) & un cono algebrico.

Dimostrazione. Per ipotesi J C (xq,...,2,), da cui V4(J) 2 {0}; inoltre J = (¢1,...,9,) con
g; omogenei, quindi Vy(J) = {x € A"™! : g;(x) = 0 Vi}. Dato che i g; sono omogenei, ne
deduciamo che Vx € Vi (J) e YA € K* si ha Ax € Vi (J). O

Proposizione 3.3.8. Un chiuso affine X ¢ un cono algebrico se e solo se I(X) ¢ un ideale
omogeneo diverso da R.

Dimostrazione.

(=) Sia Y := m(X) il chiuso proiettivo associato a X. Si verifica che un generico f € R
appartiene a I(X) se e solo se VX € Y f(X) =0. Dato f =3_7" | fa € I(X), applicando il
Lemma 3.3.6 si ottiene dunque fy € I(X) per ogni d.

(<) Applicare la proposizione precedente all’ideale I(X), osservando che V (I(X)) = X. O

Definizione 3.3.9. Se S C R, definiamo 1'insieme algebrico proiettivo® associato a S come
Ven (S) = {x € P*(K):VfeS f(X)=0}.

Qualora non ci sia rischio di ambiguita, indicheremo semplicemente Vp(S) oppure V(.S). Questa
definizione chiaramente coincide con quella data per le ipersuperfici proiettive.

Osservazione 3.3.10. B utile fare le seguenti osservazioni®
e Se S C R, avra senso considerare 'ideale omogeneo .J generato da S piuttosto che (S) :
5§
J = (fjeR:f:ZfieS, jgsf>.
i=0
In particolare si verifica che Vp(S) = m(Va(J)).

e Segue facilmente che gli insiemi algebrici proiettivi coincidono con i chiusi proiettivi. D’altra
parte, abbiamo visto che se J C R ¢ un ideale omogeneo allora Vj(J) & un cono algebrico.

7Questo non ¢& stato enunciato a lezione.

8Questa definizione non & stata enunciata davvero durante il corso, ma ¢ stata ripetutamente utilizzata nelle
lezioni successive, in qualche sua forma.

9Ci addentriamo nel campo delle cose utili, ma che non sono state mai dette esplicitamente a lezione.
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e GIli insiemi algebrici proiettivi soddisfano la maggior parte delle proprieta gia viste per gli
insiemi algebrici affini, con opportune modifiche. In particolare, se S C R e J ¢é l'ideale
omogeneo generato da S, si avra Vp(S) = Ve(J) = Ve(VJ).

e Ogni chiuso proiettivo Y si puo scrivere nella forma Y = Vp(g1, ..., 9r) = iy Ve(gi), dove
i g; sono polinomi omogenei. In particolare, le ipersuperfici proiettive forniscono una base
di chiusi per la topologia di Zariski sullo spazio proiettivo.

e Le proiettivita sono omeomorfismi anche per la topologia di Zariski.
Proposizione 3.3.11. Sia Y # ) un chiuso proiettivo: Y ¢ irriducibile se e solo se lo ¢ CY'.
Dimostrazione.

(<) SeY fosse riducibile, allora Y = Y; UY3 con Y, Ys C Y chiusi proiettivi. In particolare si
verifica che CY = CY; U CY3, e che non si puo avere CY; = CY (C ¢ una bigezione).

(=) Se CY fosse riducibile, allora I(CY) = I(Y) ¢ Spec(R), quindi 3f,¢ omogenei tali che
f,9¢ I(Y)ma fg € I(Y) (vedi Lemma 1.2.14). In particolare Vp(f)UVp(g) = Ve(fg) 2 Y,
daculY = (YNVp(f))U(YNVe(g)). Siconclude osservando che f ¢ I(Y) implicaY ¢ Vi(f)
(e analogo per g). O

La freccia (=) della proposizione precedente in classe ¢ stata fatta in modo analogo, ma restando
sulle varieta affini, arrivando quindi a CY = (CY N Va(f)) U (CY N Va(g)). Da qui servono un
paio di osservazioni in pit: bisogna notare che CY N Vi(f) e CY N Va(g) sono coni algebrici,
quindi che applicando 7 si ottiene la relazione di riducibilita per Y, che funziona in quanto 7 é
una bigezione tra coni algebrici e chiusi proiettivi.

3.3.1 Nullstellensatz proiettivo

Le osservazioni fatte finora in questa sezione ci consentono di costruire il seguente diagramma
che, ignorando gli archi tratteggiati oppure quelli a puntini, € commutativo.

{coni algebrici}
R

c AN
™ I Va \\‘~:"A
LTI . ideali radicali omoge-
fehiusi projettivi} e }

Se K = K, per il Nullstellensatz di Hilbert commutera tutto il diagramma. In particolare,
possiamo fornire una versione del Nullstellensatz valida per gli spazi proiettivi:

Teorema 3.3.12 (Nullstellensatz proiettivo). Sia K un campo, sia R = K]z, ..., x,]. Allora
le seguenti proprieta sono equivalenti:

1. Se J C R ¢ un ideale omogeneo tale che Vp(.J) = 0, allora v/.J D (xq, ..., x,);
2. Se J C R ¢ un ideale omogeneo, allora I(Vs(J)) = v/J;
3. K ¢ algebricamente chiuso.

Dimostrazione.
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(3= 1) Dal diagramma, se Vp(J) =0 e J C (z0,...,2,), allora Vi (J) = {0}, da cui otteniamo
VJ =I(0) = (xg,...,x,) per Nullstellensatz.

(3=2) Vale sempre o Vp = TomoVy = I oVy, dunque I(Vp(J)) = I(Va(J)) = v/ J per
Nullstellensatz.

(-3 = (-1 A =2)) Omesso. O

Nel caso proiettivo, non c’é¢ corrispondenza tra ideali massimali e punti, come si pud osservare
dal seguente esempio:

Esempio 3.3.13. Sia P = [1,3,—2,1] € P?: posto P := (1,3,—2,1) € A?, il cono associato a
{P} in A% sara la retta » = L(0, P). Questa retta si puo ricavare imponendo che la seguente
matrice non abbia rango massimale:

213 Zo I1—3$0=O
Rk T <1 = {agt+220=0

—2 To

1 23 x3—$0=0

In particolare I(P) = I(r) = (21 — 3z, x2 + 220, 3 — o), che non & un ideale massimale.

Come gia visto, vale ancora la corrispondenza tra chiusi irriducibili e ideali primi.

Osservazione 3.3.14. Supponiamo K = K. Sia X = V,(f) un’ipersuperficie affine, sia f =
pit - pe* la decomposizione in irriducibili. Osserviamo che I(X) = /(f) = (p1---px), da
cui X = Vi(p1) U...U Va(pr). Dato che i p; sono irriducibili, i (p;) sono primi e i Va(p;)
sono irriducibili. Questa decomposizione ¢ anche minimale: infatti se Vi (p;) C Va(p;), allora
(ps) = I(Va(p:)) 2 I(Va(p;)) = (pj) (per il Nullstellensatz), cioé p; | p; e quindi i = j.
Analogamente, se X = Vp(F) & un’ipersuperficie proiettiva e Fy, ..., F} sono i suoi fattori
irriducibili distinti, allora X = Vp(Fy)U...UVp(F}) ¢ la sua decomposizione irriducibile minimale.

3.4 Chiusura proiettiva

Osserviamo che le carte affini standard (U, j;) forniscono un ricoprimento di aperti per P"(K).
Data una carta affine (U, j), possiamo dotare U della topologia di sottospazio indotta da P™(K).
Ci chiediamo se ci sia un legame tra questa topologia e quella data da A™ tramite j. La risposta
sara affermativa.

Nel contesto di questa sezione, a differenza della precedente, avremo R = Kxy,...,2,] e
R = K]|xg,..., 2], gli insiemi affini saranno ambientati in A" e quelli proiettivi in P"(K).

Proposizione 3.4.1. Le carte affini j : A" — U C P*(K) 3ono omeomorfismi.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita possiamo ricondurci al caso di (Uy, jo) (le proiettivita
sono omeomorfismi). Dato che jg ¢ biiettiva, basta mostrare che & continua e chiusa. E sufficiente
testare le due proprieta sulle ipersuperfici (affini su A™, proiettive su P"*(K)), dato che formano
una base di chiusi.

Data un’ipersuperficie proiettiva Vp(F), si verifica j; ' (Ve(F)) = Va(D(F)), che & un chiuso
affine. D’altra parte, se Va(f) ¢ un’ipersuperficie affine, si verifica jo(Va(f)) = Ve(H(f)) N U,
che ¢ chiuso in Up. O

Definizione 3.4.2. Se X ¢ un chiuso di A", definiamo la sua chiusura proiettiva in P™ come la
chiusura topologica di j(X) in P".
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Se X & un chiuso affine e I(X) = (g1, ..., g.), verrebbe da sperare che I[(X) = (H(g1), - .., H(g:))-
Non ¢ cosl, come mostra il seguente esempio:

Esempio 3.4.3. Sia C3 = Vi (y— 22, z—xy) C A3 la cubica gobba: in particolare si avra I(Cs) =
(y—x2, z—xy). Dato che zz—y? € I(C3), possiamo scrivere anche I(C3) = (y—22, z—zy, zz—y?).
Posti g =y — 2%, go = 2z — xy e g3 = 2z — y?, si avra I(C3) = (g1,92) = (91,92, 93). Siano

Ji1 = (H(q1), H(g2)) = (wy — 2°, wz — ay),
Jy = (H(g1), H(g2), H(gs)) = (wy — 2°,wz — xy, 22 — ¢°).

Si verifica che Vp(J1) N {w = 0} = Vp(w,z), mentre Vp(Jz) N {w = 0} = Vp(w,z,y), quindi
Vi (J1) # Ve (J2).

Se la supposizione fatta prima di questo esempio fosse corretta, si dovrebbe avere invece Cg3 =
Ve(J1) = V(J2), che ¢ falso.

Si puo dimostrare invece (ma noi non lo faremo) che vale sempre il seguente fatto:
Fatto 3.4.4. Se X ¢ un chiuso affine e J = I(X), allora X = V(J*), dove J* = (H(f) : f € J).

Osservazione 3.4.5. Si verifica facilmente che, se X ¢ un chiuso affine tale che I(X) = (f), allora
I(X)* = (H(f)), e in particolare X = Vp(H(f)).

Nel caso K = K, possiamo dire di piti: la chiusura proiettiva del supporto di un’ipersuperficie
affine ¢ il supporto della chiusura proiettiva dell'ipersuperficie (in formula, X = Vy(f) = X =
Ve(H(f)). Infatti ci si riconduce facilmente al caso in cui f é squarefree, e in quel caso vale
I(X) =I(V(f)) = (f) per il Nullstellensatz affine.
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Capitolo 4

Varieta quasi-proiettive

4.1 Varieta quasi-proiettive e funzioni regolari

Definizione 4.1.1. Un insieme X C P" é una varietd quasi-proiettiva se € localmente chiuso
in P, cioé se esistono un aperto Z e un chiuso U di P" tali che X = U N Z. Le varieta
quasi-proiettive sono dotate della topologia di sottospazio indotta da quella di Zariski su P".

Si osserva facilmente che i chiusi e gli aperti di una varietd quasi-proiettiva sono a loro volta
varieta quasi-proiettive. In particolare, questo é vero per tutti i chiusi e gli aperti di P”.

Definizione 4.1.2. Sia X una varieta quasi-proiettiva. Una funzione f : X — K si dice regolare
se & localmente rapporto di polinomi omogenei dello stesso grado, cioé se VP € X esistono U 3 P
aperto e A, B € Kz, ...,x,]q tali che

A
f.:ESll(Jv7 B#OSUU.

Si verifica facilmente che, fissata una varieta quasi-proiettiva X, le funzioni regolari f : X — K
formano una K-algebra, che indicheremo con Ox (X).

Definizione 4.1.3. Se X,Y sono varieta quasi-proiettive, diremo che f : X — Y é un morfismo
se soddisfa le seguenti proprieta:

1. f & una funzione continua;
2. VV C Y aperto Vo € Oy (V) si ha o f € Ow (W), dove W := f~1(V).

Si verifica facilmente che ’identita ¢ un morfismo, e che la composizione di morfismi é ancora un
morfismo. Diremo quindi che un morfismo f : X — Y & un isomorfismo di varieta quasi-proiettive
se g : Y — X morfismo tale che go f =Idx e fog=1dy.

Definizione 4.1.4. Se f : X — Y ¢ un morfismo di varieta quasi-proiettive, definiamo il pullback
f*: 0y (Y) = Ox(X) tale che f*(p) = po f.

Si verifica facilmente che il pullback é ben definito ed ¢ un omomorfismo di K-algebre; inoltre
si comporta bene rispetto all’identita e alla composizione, cioé soddisfa (Idx)* = Idoy(x) e
(fog) =g o f"

Possiamo inoltre osservare che, se f : X — Y & un isomorfismo di varieta quasi-proiettive,
allora f* : Oy(Y) — Ox(X) & un isomorfismo di K-algebre. Si puo dire di piu: sotto queste
ipotesi, se U C X ¢ un aperto e V = f(U) C Y, allora Oy (V) = Oy (U) tramite (f|v)*.
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Osservazione 4.1.5. Nel linguaggio delle categorie (vedi sottosezione 1.3.2), quello che abbiamo
fatto é stato definire la categoria delle varietd quasi-proiettive e i relativi morfismi. Il pullback é
un funtore controvariante dalla categoria delle varieta quasi-proiettive a quella delle K-algebre.

Osservazione 4.1.6. Vediamo alcuni esempi e alcune osservazioni sui morfismi, che torneranno
utili. In cio che segue X, Y, Z saranno varieta quasi-proiettive.

e Si verifica facilmente che restrizioni di funzioni regolari sono ancora funzioni regolari, e
restrizioni di morfismi sono ancora morfismi.

e Se X CY, osserviamo che i : X < Y ¢ un morfismo, e il suo pullback i* : Oy (V) —» Ox (X)
¢ la mappa che restringe le funzioni regolari da Y a X (cioé i*(g) = g|x)-

e Se f: X — Y ¢unmorfismoeY C Z, siosserva che anche f : X — Z, definito da f tramite
I'inclusione, ¢ un morfismo. In particolare f* = (io f)* = f* 0i*, dunque f*(g) =gly o f.

e Se {U; : ¢ € I'} é un ricoprimento aperto di X, si verifica che una mappa f: X — Y & un
morfismo se e solo se fly, : U; — Y ¢ un morfismo per ogni i (essere un morfismo ¢ una
“proprieta locale”).

e Se f: X — Z é un morfismo e Y é un aperto di Z tale che Imf C Y, allora f: X — Y ¢
un morfismo: infatti gli aperti di Y sono anche aperti di Z, quindi soddisfano le proprieta
richieste.

Lemma 4.1.7. Sia X C P" una varietd quasi-proiettiva, siano Fy,..., Fy, € K[xo, ..., Z,]q tali
che gli F; non si annullano contemporaneamente su X: allora la mappa F : X — P™ tale che
F(X) = [Fo(x),. .., Fn(x)] ¢ ben definita ed & un morfismo.

Dimostrazione.

Buona definizione. Bisogna verificare che [Fy(Ax),..., F,,(Ax)] non dipende dalla scelta di
A € K*, e che #x € X tale che (Fy(x),..., Fp(x)) = 0. La prima proprieta ¢ verificata
perche gli F; sono omogenei dello stesso grado, e la seconda é verificata perché non si
annullano contemporaneamente su X.

Continuita. Basta mostrare che F'~(Vpm (G)) & un chiuso per ogni G € Klyo, ..., ym] omoge-
neo. Si verifica facilmente che F~1(Vem (G)) = {X € P* : G(F(x))} = V(G o F), e che
G o F é un polinomio omogeneo in n variabili.

Morfismo. Sia V' C P™ un aperto, sia ¢ € Oy (V): vogliamo mostrare che anche g o F' :
F~1(V) — K & regolare. Sia P € F~1(V), sia Q := F(P) € V, sia V; > Q un aperto di V
tale che gly, = 4 con A, B € K[yo,...,ymla € B #0su Vy, sia U = F~1(V;) C F~1(V),
che ¢ un aperto di F~(V) e contiene P. Osserviamo che go F|y = ggﬁ:, che BoF # 0 su
U e che Ao F e Bo F sono polinomi omogenei in n variabili con lo stesso grado. O

4.2 Varieta affini

In questa sezione denoteremo R := K[zy,...,7,] e R = K|xg,...,2,].

Dato che la carta affine jj identifica A™ con un aperto Uy di P™, possiamo dare allo spazio affine
una struttura di varieta quasi-proiettiva, assegnandogli la K-algebra di funzioni regolari Oy, (Up).
Piu in generale, se X C A" é un chiuso affine, dato che j, : A™ — Uy é un omeomorfismo,
possiamo dare a X struttura di varietd quasi-proiettiva identificandolo con Y = jo(X) C Uy e
assegnandogli la K-algebra Oy (Y). Lo stesso vale per qualunque aperto di X.
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Si puo osservare che le proiettivita di P™ inducono isomorfismi sulle varieta quasi-proiettive
soggiacenti. In particolare, dato che le carte affini sono proiettivamente equivalenti, la struttura
di varieta quasi-proiettiva dei chiusi affini non dipende dalla scelta della carta affine.

Definizione 4.2.1. Una varietd quasi-proiettiva X si dice affine se & isomorfa ad un chiuso
affine.

Identificando i chiusi affini tramite jg, risulta pitt comodo portare le funzioni regolari in coordinate
affini. Otteniamo in questo modo una definizione equivalente:

Definizione 4.2.2. Sia X C A™ un chiuso affine. Una funzione f : X — K si dice regolare se é
localmente rapporto di polinomi, cioé se VP € X esistono U 5 P aperto di X e a,b € R tali che

f:%qu, b#0suU.

Fissato X, si verifica che le funzioni regolari f : X — K formano una K-algebra, che denotiamo
con Ox(X), e che Ox(X)={pojo:p € Oy(Y)}, dove Y = jo(X).

Ad un’osservazione pit attenta, la definizione precedente si pud applicare anche a qualunque
aperto di X, che corrisponde a una varietd quasi-proiettiva contenuta in una carta affine di P™.

Esempio 4.2.3. Se X C A™ ¢é un chiuso affine, le funzioni polinomiali f : X — K sono banal-
mente regolari. In particolare, la proiezione alla i-esima coordinata affine, essendo rappresentata
da x;, ¢ una funzione regolare per ogni ¢. Nel caso n = 1 osserviamo che tale proiezione ¢ la
funzione identita.

Lemma 4.2.4. Sia X una varieta quasi-proiettiva. Una mappa f : X — Al & un morfismo se e
solo se é una funzione regolare.

Dimostrazione. Se f & un morfismo, dato che Idg € regolare, si ha f = Idk of regolare. Suppo-
niamo ora f regolare, e dividiamo la dimostrazione in due punti.

f & continua. Dato che i chiusi di A! sono le unioni finite di punti, é sufficiente dimostrare che
VA € K si abbia f~1()\) chiuso in X. Poiché f & regolare, VP € X esistono U > P aperto
inXeABecR;taliche B#0suUe fly = %. Tali U formano un ricoprimento aperto
di X, quindi ¢ sufficiente verificare che f~!(\) N U sia un chiuso per ciascun U (fatti noti
di topologia). Vale f=1(A)NU ={Q € U : f(Q) = \} = Vp(AB — A) N U, quindi questo
punto é concluso.

f & un morfismo. Sia V C A! un aperto, g € Oy (V) e Y := f~1(V): dobbiamo dimostrare
che go f: Y — K & una funzione regolare. Per ogni P € Y si trova un aperto U 3 P di Y
tale che

flu = A,B € Ry B # 0 su U;

glyw) = a,b € KJt] b+#0su f(U).

RIS

In particolare g o f|y = % con b(A/B) # 0 su Y. Moltiplicando numeratore e de-

nominatore per un’opportuna potenza di B, si ottiene che g o f|y ¢ della forma /1/ B con

A, B € Ry, come richiesto. O

Osservazione 4.2.5. Una conseguenza immediata del precedente lemma ¢ che le funzioni regolari
sono sempre continue. In particolare, i luoghi di zeri di funzioni regolari sono insiemi chiusi.
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Proposizione 4.2.6. Sia X una varietd quasi-proiettiva. Una mappa f = (f1,...,fm) : X —
A™ & un morfismo se e solo se f; é regolare Vi < m.

Dimostrazione. Se f & un morfismo, dato che le coordinate z; sono funzioni regolari, si ha che
fi = z; o f é regolare. Supponiamo ora f regolare, e dividiamo la dimostrazione in due punti
come in precedenza.

f & continua. Dato che i chiusi di A™ sono le intersezioni finite di ipersuperfici affini, é suffi-
ciente dimostrare che Vg € R si abbia f~!(Va(g)) chiuso in X. Vale

7 (Valg)) = {P € X : go f(P) =0},

che & chiuso in quanto luogo di zeri di una funzione regolare: infatti go f = g(f1,..., fn)
¢ un polinomio di funzioni regolari, ¢ Ox(X) ¢ una K-algebra.

f é un morfismo. Si fa in modo analogo al caso in una dimensione. O

Osservazione 4.2.7. In realta si riesce a dimostrare di pit: questo risultato é valido anche per
generiche mappe f : X — Y, dove Y é intersezione di un aperto e di un chiuso di A”™. Un
modo per vederlo ¢ identificare Y con una varieta quasi-proiettiva contenuta in una carta affine,
e ripetere lo stesso procedimento della dimostrazione, muovendosi tramite tale carta.

Tramite questo ragionamento, se f : X — Y & un morfismo, dove Y & come sopra, allora
f X — W & un morfismo per ogni varieta quasi-proiettiva W 2O Im f. Mettendocisi in carte
affini, si dovrebbe riuscire a verificare che questo si puo fare anche quando Y non si immerge in
una, varieta affine!.

Corollario 4.2.8. Sia X una varieta quasi-proiettiva e f : X — P™ una mappa generica. Siano
(Ui, ji) le carte affini standard di P™, siano U; = f~!(U;) e siano j;l oflg, = (fins--, fiim)
con fi;: U; = K. Supponiamo che gli U; siano aperti di X: allora f é un morfismo se e solo se
gli f; ; sono funzioni regolari.

Dimostrazione. Osserviamo che {UZ} ¢ un ricoprimento aperto di X, e che per costruzione la
mappa j;l of o, ¢ ben definita come nelle ipotesi. Dato che f(U;) C U;, e U; é un aperto di
P™, allora f: U; — P™ é un morfismo se e solo se f : U; — U; & un morfismo, ma in coordinate

affini j; ' o f 0. = (fixs- -, fim) € un morfismo se e solo se le f; ; sono regolari. Poiché f ¢ un
s ; ; ,

morfismo se e solo se f|; ¢ un morfismo per ogni i, possiamo concludere. O

Esempio 4.2.9. Sia U := {z # 0} C Al: questa & una varietd quasi-proiettiva in quanto

jo(U) =P\ {[1,0],[0,1]}. Consideriamo la mappa f : U — A? | f(z) = (z, 1): la sua immagine
¢ l'iperbole equilatera Y := Vj2(xzy — 1), che & un chiuso affine; inoltre si verifica facilmente che
f+ X — Y é bigettiva con inversa (x,y) — =z, e che si tratta di due morfismi. Quindi U é una
varieta affine.

4.2.1 Anello delle coordinate

D’ora in poi ci mettiamo nelle ipotesi in cui K é un campo algebricamente chiuso.

Dato un chiuso affine X C A", denotiamo con rx : R — Ox(X) la mappa che manda un
polinomio f nella sua restrizione f|x; in assenza di ambiguita, scriveremo semplicemente 7. Si
verifica facilmente che la mappa r é ben definita, che ¢ un omomorfismo di K-algebre e che
Ker(r) = I(X).

INulla di tutto questo ¢& stato fatto a lezione, ma serve per sistemare un paio di dimostrazioni. Sor-
prendentemente questo risultato, per quanto sembri ovvio, non sono riuscito a derivarlo direttamente dalla
definizione...
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Definizione 4.2.10. Se X C A™ un chiuso affine, definiamo il suo anello delle coordinate (o
algebra affine) K[X]| = R/I(X).

Osserviamo in particolare che I(A™) = (0), da cui K[A"] = R.
Consideriamo la proiezione p : R — K[X] e I'immersione i : K[X] —

K[X] e x € X, possiamo considerare f(x) equivalentemente come f(x) o

Y C

(X). Se f=p(f) €
().
C X & un chiuso di X,

Ox
(i(
Definizione 4.2.11. Sia X C A™ un chiuso affine. Se S C K[X] e
definiamo

Vx(S)={xeX:VfeS f[f(x)=0}

IxY)={feKX]:¥xeY f(x)=0}.
Si verifica facilmente che Ix = po I e che Vx(S) = X N Viy(p~1(9)); inoltre, restringendosi al
caso S = J ideale, si ha pitt semplicemente Vx = V3 op~ L.

Osserviamo che la proiezione p induce una biiezione tra gli ideali di R contenenti I(X) e gli
ideali di K[X], e che tale biiezione conserva 'essere ideali radicali, primi o massimali. Inoltre
la maggior parte delle proprieta soddisfatte da Vi e I sono soddisfatte anche da Vx e Ix, con
opportune modifiche. Possiamo inoltre fornire una versione del Nullstellensatz per 'anello K[X]:

Teorema 4.2.12 (Nullstellensatz relativo). Sia X C A™ un chiuso affine: allora Vx induce una
biiezione tra gli ideali radicali di K[X] e i chiusi di X, con inversa Ix. Inoltre, se J ¢ un ideale
di K[X], valgono le seguenti proprieta:

(i) Se Vx(J) =0, allora J = K[X];
(ii) Se J € SpecMax(K[X]) allora 3P € X tale che J = Ix(P);
(iii) Ix(Vx(J)) =+/J.

Dimostrazione. Per il Nullstellensatz di Hilbert i chiusi di X, che sarebbero i chiusi affini con-
tenuti in X, sono in corrispondenza biunivoca con gli ideali radicali di R contenenti I(X).
Consideriamo dunque il seguente diagramma:

{chiusi di X}

Va Ix
I » Vy
ideali radicalidi R] — — . . .
{contenenti 1(X) } —_— - {ideali radicali di K[X]}
-

Si osserva che tutto commuta, in particolare Vx e Ix sono una l'inversa dell’altra.
(i) 0 =Vx(J)=Valp~t(J)), da cui p~(J) = R e dunque J = K[X].
(ii) J corrisponde a m € SpecMax(R) = I(P) con m D I(X), dunque P € X.

(iii) Ix(Vx(J)) = p(I(Valp~'(1)))) = p(v/p~1(])) = \/7' O
Esercizio 4.2.13. Siano A, B € Ry e a,b € K[t], siano f = % e g = %: dimostrare che
_ A
JA,,By € Ry : gof==t
By
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Soluzione. Se a = Y _ga;t' e b= 377_(bjt!, osservare che

T A77 T i RT+s—1
> iz %G 2o wA'B Ay

gof == — = =L =
Yicobifr L=l BT By

con Alv B; € Rd(r—!—s)' O
Proposizione 4.2.14. L’'immersione r : K[X] < Ox(X) & un isomorfismo di K-algebre.

Dimostrazione. Ci basta mostrare la suriettivitd. Data ¢ € Ox(X), consideriamo l'ideale di X
definito come J := {f € K[X] : fo € K[X]}: la tesi & equivalente ad avere 1 € J, cio¢ Vx(J) =0
(per il Nullstellensatz relativo).

Dato P € X qualsiasi, vogliamo mostrare che P ¢ Vx(J). Sia

X=XU..UXpUXp 1 U...UX;

=Y =7

una decomposizione irriducibile di X, tale che P € X4,...,X; ma P ¢ Xyyq1,...,Xs. Per
definizione di funzione regolare, 3U > P aperto di X e a,b € R tali che b # 0 e bp —a = 0 su
U. Possiamo identificare a, b con le loro restrizioni in X, considerando a,b € K[X] C Ox(X), da
cui bp —a € Ox(X).

Osserviamo che Vi < k si ha P € U N X;, dunque U ¢é denso in Y (Proposizione 3.2.23). In
particolare, poiché il luogo di zeri di by — a ¢ chiuso (Osservazione 4.2.5), vale bp —a =0su Y.

Osserviamo che Z C Z U {P} implica Ix(Z) 2 Ix(Z, P) per il Nullstellensatz, in particolare
Jde € K[X] tale che ¢(Z) = 0 ma ¢(P) # 0. Vale ¢(by — a) = 0 su tutto X, cioé cbp = ca; ne
deduciamo ¢b € J, ma c¢b(P) # 0, dunque P ¢ Vx(J). O

Poiché K[X] 2 Ox(X) e Ox(X) ¢ un invariante per isomorfismo di varieta quasi-proiettive, ha
senso estendere la definizione dell’anello delle coordinate a tutte le varieta affini.

Osservazione 4.2.15. Ricordiamo che una K-algebra R si dice ridotta se non ha elementi nilpo-
tenti. Se X C A™ & un chiuso affine, allora K[X] ¢ una K-algebra ridotta: infatti K[X] = R/I(X),
ma I(X) ¢ un ideale radicale, dunque il quoziente non ha elementi nilpotenti. Inoltre K[X] ¢
una K-algebra finitamente generata dai p(x;).

In particolare, il pullback & anche un funtore controvariante dalla categoria delle varieta affini
a quella delle K-algebre finitamente generate ridotte.

Osservazione 4.2.16. Combinando la Proposizione 4.2.14 e la Proposizione 4.2.6 al caso K = K
e X = A", otteniamo che i morfismi f : A™ — A™ sono le m-uple di polinomi in n variabili.

Proposizione 4.2.17. Le funzioni regolari su P! sono le costanti.

Dimostrazione. Ricopriamo P! con le solite carte affini (jo, Up) e (j1,U): una funzione regolare
su Up pud essere scritta tramite jo nella forma p(t) € KJ[t]; analogamente una funzione regolare
su Uy sara scritta tramite j; nella forma ¢(s) € K[s].

Sia f € Op: (P!): in particolare f|y, € Ou,(Us) e flu, € O, (U1), dunque possiamo scrivere
floy =poidot e flu, = qojit, con p € K[t] e ¢ € K[s]. In particolare po jo' = qoj; ! su
Uy N Uy, da cui p(t) = q(1/t) su A\ {0}.

Scrivendo g(s) = >_i" ; a;s* con a,, # 0 otteniamo t"p(t) = a,, +¢(...) su A\ {0}, quindi su
A passando alla chiusura. Applicando il principio d’identitd dei polinomi, da a,, # 0 deduciamo
m = 0, dunque f|Up = ap. Analogamente f ¢ costante su Uy; dato che UyNU;y # 0, f & costante
su tutto P O
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Corollario 4.2.18. Le funzioni regolari su P™ sono le costanti.

Dimostrazione. Se f € Opn(P"), in particolare f & costante su tutte le rette proiettive (sono
isomorfe a P!). Fissato un punto O € P™, per ogni P # O si ha

f(P) = flro.p)(P) = flrio,p)(0) = f(O). -

Esempio 4.2.19. Esistono morfismi che sono omeomorfismi, ma non sono isomorfismi. Sia
C = V2 (y? — 23): questa curva piana presenta una cuspide in 0 (vedi Figura 2.3). Diamo una
parametrizzazione f : A' — C: va bene per esempio f(t) = (¢2,3). Non & difficile verificare che
f & un morfismo e un omeomorfismo.

Sia ora f* : K[C] — K[A'] il pullback di f: chiaramente K[C] = K[z,y]/(y* — z3), e
f*(a(z,y)) = a(t?,t3), da cui t ¢ Im f*. In particolare f* non & surgettiva, quindi f non ¢é
un isomorfismo.

Si puo verificare che non pud proprio esistere un isomorfismo tra Al e C: se ci fosse, questo
indurrebbe un isomorfismo di K-algebre tra K[C] e K[A!]. A questo punto & sufficiente osservare
che tali K-algebre non possono essere isomorfe, con diverse argomentazioni:

e K[A'] ¢ un UFD, mentre K[C] non lo ¢, dato che y*> = 2? in C, e si puo verificare che x e
y sono irriducibili in C.

e K[A'] ¢ un PID, mentre K[C] possiede ideali non principali (provare con (z,v)).

La mappa di parametrizzazione dell’esempio precedente non € calata dal cielo: intersecando le
rette della forma y = tz con la curva, otteniamo (z,y) = (t2,t%). Possiamo anche osservare che
il grafico di f & la cubica gobba.

Esercizio 4.2.20. Mostrare che, parametrizzando in modo analogo la curva
C=Vy(y? — 2%(x + 1)),
otteniamo un morfismo non bigettivo.

Soluzione. Intersecando con le rette otteniamo la parametrizzazione f(t) = (t> —1,t3 —t), che &
un morfismo in quanto polinomiale, ma non ¢é iniettiva, dato che f(£1) = (0,0) (d’altra parte,
ricordiamo dalla Figura 2.2 che (0,0) ¢ un punto doppio). O
4.2.2 Aperti principali

Definizione 4.2.21. Sia X C A" un chiuso: indichiamo con Xy := X \ Vx(f), al variare di
f e K[X]\ {0}, gli aperti principali di X (confronta con la Definizione 3.2.6).

Si verifica immediatamente che gli aperti principali formano una base di aperti di X, in partico-
lare, sono varieta quasi-proiettive.

Proposizione 4.2.22. Sia X C A" un chiuso affine, sia f € K[X]\ {0}: allora X; & una varieta
affine e K[X] = K[X]; = {#7 : a € K[X], m € N}.

Dimostrazione. Siano f € K[X]\ {0}, sia J := I(X) + (yf — 1) ideale di R[y] e sia
Y=V (J) = {(x,y) € A" 1 x € X, yf(x)=1}:
vogliamo mostrare che Xy =Y. Consideriamo le mappe
p: Xy =Y ex)=(1/f(x),  ¢:Y = X;[¢xy)=(x):
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si verifica che sono ben definite, I'una l'inversa dell’altra, e morfismi; dunque Xy ¢ una varieta
affine e ha senso considerare K[X ;] = K[Y].

Estendiamo banalmente ¢ : Y — X e consideriamo ¢* : K[X] — K[Y]: dato che ¢*(f)y =1
suY, per la proprieta universale della localizzazione possiamo estendere ¢* a v : K[X]; — K[Y],
che sara ancora un omomorfismo di K-algebre. In questo modo abbiamo ottenuto il seguente
diagramma commutativo:

=

K[X] KXy
¢*
Rly] — K[Y]

Vogliamo dimostrare che v & un isomorfismo di K-algebre. In cio che segue, per evitare di
appesantire la notazione con tutte le mappe del diagramma, sara spesso abusata.

1 & surgettiva K[Y] ¢ generato dalle immagini di x1,...,2,,y € Rly]. Da x1,...,2, € R si
deduce facilmente x1,...,z, € Im1; d’altra parte yf = 1 su K[Y] implica y|y = f~!|y =

() = 9(3) € Im .

¢ & iniettiva Sia o = 7 con a € K[X] un elemento generico di K[X];: vale

U(a) = 9" (@) (/)" = ay™ly-

Se fosse 1(a) = 0, dato che y # 0 su Y si avrebbe aly = 0, da cui a|x = 0. D’altra parte
a =0 se e solo se f¥a|x = 0 per qualche k, che & soddisfatto per k > 1.

Ad un esame pill attento, si puo verificare che vale proprio Ox,(Xy) = K[X]; (nel senso che
l'isomorfismo che li lega non cambia la forma delle funzioni regolari). O

Corollario 4.2.23. Ogni varieta quasi-proiettiva X C P™ ha una base di aperti affini®.
Dimostrazione. Lo facciamo in tre punti, aumentando la generalita.
e Se X ¢ un chiuso affine, applichiamo la proposizione precedente.

e Se X & localmente chiuso in A", si verifica che X ¢ aperto in X C A™. Dato che X & un
chiuso affine, ammette una base di aperti affini B; scegliendo B’ := {B € B : BCX 1
otteniamo una base di aperti affini per X (gli aperti di X sono anche aperti di X).

e In generale, consideriamo il ricoprimento aperto X = J;_,(X NU;), dato dalle carte affini:
ciascun X N U; ¢ un insieme localmente chiuso in U; =2 A", quindi ammette una base di
aperti affini B;. Combinando tali basi in B := [J;_, B;, ne otteniamo una per X. O

Esempio 4.2.24. X = A?\ {0} ¢ una varietd quasi-proiettiva (¢ un aperto di A?) ma, come
dimostreremo, non & una varieta affine. Scriviamo X = UUV,dove U := {x A0} e V := {y # 0}
sono due aperti principali di A%: in particolare abbiamo K[U] = K[A?], e K[V] = K[A?],.
Supponiamo per assurdo che X sia una varieta affine: in particolare I'inclusione i : X < A?
sara un morfismo con pullback i* : K[A?] — K[X]. II nostro scopo & mostrare che i* ¢ un

2Nel senso delle varieta.
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isomorfismo: in questo modo si pud osservare che m = (z,y) ¢ un ideale massimale di K[A?],
quindi di K[X], tuttavia Vx(m) =}, in contraddizione con il Nullstellensatz relativo.
Verificare che i* & iniettiva ¢ immediato; dimostriamo che ¢ surgettiva. Se f € K[X], allora
flv € K[U] e flv € K[V], da cui
b(x, y)

I N NCORID R

Se a < 0, allora f|y € K[A?] e passando alla chiusura f € K[A?]; lo stesso vale se 8 < 0. Se
a,B > 1, allora y?a(z,y) = 2%b(x,y) su U NV, quindi su A? (passando alla chiusura). Dunque
yPa = x%b in K[z, y|, da cui y | b, che & assurdo.

4.2.3 Equivalenza con K-algebre ridotte finitamente generate

Definizione 4.2.25. Un morfismo di varieta quasi-proiettive f : X — Y di dice dominante se
soddisfa Im f =Y.

Lemma 4.2.26. Siano X C A” e Y C A™ due chiusi affini e sia f : X — Y un morfismo: allora
Ker(f*) = Iy (Im f) e Tm f = V- (Ker(f*)).

Dimostrazione. Si verifica facilmente che
Ker(f*) ={g € K[Y]: go flx =0} = {g e K[Y] : g[y(x) = 0} = Iy (Im f),
da cui Im f = Vy (Iy (Im f)) = Vi (Ker(f*)). O

Una conseguenza immediata di questo lemma ¢ il seguente corollario:

Corollario 4.2.27. Se X, Y sono varieta affinie f : X — Y & un morfismo, allora f ¢ dominante
se e solo se f* ¢é iniettiva.

Esempio 4.2.28. In generale i morfismi non sono né aperti né chiusi. Si consideri per esempio
f: A% — A? tale che f(z,y) ~ (z,2y): si verifica che Im f = {z # 0} U {0,0}, che non &
un chiuso, né un aperto, né una varieta quasi-proiettiva, tuttavia é un costruibile (cioé unione
finita di localmente chiusi. Quello che si puo dire (ma non dimostreremo) ¢ che 'immagine di
un morfismo dominante é una varietd costruibile.

Definizione 4.2.29. Siano X e Y varieta quasi-proiettive, sia f : X — Y un morfismo: diciamo
che f & un’immersione chiusa se Im f é un chiuso di Y e f: X — Im f é un isomorfismo.

Osserviamo che una varieta affine € una varieta quasi-proiettiva che ammette un’immersione
chiusa in uno spazio affine.

Lemma 4.2.30. Sia X una varietd quasi-proiettiva, Y una varieta affine e j : X — Y un’im-
mersione chiusa: allora X ¢ una varieta affine e j* : K[Y] — K[X] & surgettiva.

Dimostrazione. X é una varieta affine in quanto é isomorfa ad un chiuso di Y. Senza perdita
di generalita, possiamo considerare il caso in cui X CY C A™ e j é la mappa di inclusione. E
sufficiente osservare che il seguente diagramma commuta:

K[Y] T) K[X]
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Dato che px ¢é surgettivo, banalmente anche j* deve esserlo. O
Vale anche un viceversa, ma non siamo ancora pronti per dimostrarlo.

Proposizione 4.2.31. Siano X,Y varieta affini, sia ¢ : K[Y] — K[X] un omomorfismo di
K-algebre. Allora 3! f : X — Y morfismo tale che f* = ¢.

Dimostrazione. Separiamo due casi.

e Se X =A"eY =A™, possiamo identificare K[Y] = Kly1, ..., ym]| € K[X] = K[z1,..., z,].
Sia F' = (Fy,...,Fp) : A™ — A™ un morfismo: poiché K[Y] & generato da y1,. .., y,, varra
F* = pseesolose F; =y; 0o F = F*(y;) = p(y;) per ogni ¢; ¢ chiaro che tale F' ¢ ben
definito ed é univoco.

e In generale, siano ix : X < A" e iy : Y < A" le immersioni chiuse che rendono X,Y
varieta affini, sia ¢ == p 0 i} : K[A™] — K[X].
Passando alle K-algebre, i% e ij- sono surgettive; in particolare possiamo prendere F; €
K[A"] che solleva ¢(y;) per ogni i, quindi costruire la mappa ¢q : K[A™] — K[A"] che fa
commutare il diagramma:

K[X] «—— K[A™] yo X L an
5 ~
® ¥o f / F
K[Y] «—— K[A™] Yy ——— A"
by iy
Per il primo punto, esiste un unico morfismo F' : A" — A™ tale che F* = ¢o. Sia
f = F|x = Foix: osservando che f* = i% o ¢y = ¢ o} e applicando due volte il

Lemma 4.2.26, si verifica che
Im f C Vi (Ker(f*)) C Va(Ker(i%)) = Va(Is(Imiy)) = Va(Io(Y)) = Y,

dunque f = f : X — Y ¢ il nostro candidato morfismo. Per verificare che f* = ¢, dato
che i3, & surgettiva basta verificare f* oij = ¢ 014}, ma questo & immediato. Lasciamo la
verifica dell’unicita per esercizio. O

Corollario 4.2.32. Siano X,Y varieta affini, sia f : X — Y un morfismo: allora f é un
isomorfismo se e solo se f* é un isomorfismo di K-algebre. In particolare, X = Y se e solo se
K[X] 2 K[Y].

Dimostrazione. La freccia (=) abbiamo gia verificata. Supponiamo quindi che f* sia un iso-
morfismo, e sia p = f~* : K[X] — K[Y]: dato g : Y — X morfismo tale che g* = ¢, si osserva
facilmente che (f o g)* = 1Id}, da cui fog = Idy per l'unicita (e analogamente go f =Idyx). O

Osservazione 4.2.33. 11 corollario precedente offre un’argomentazione alternativa per concludere
la discussione dell’Esempio 4.2.24: abbiamo visto che, se X := A?\ {0} fosse una varieta affine
e j: X — A? la mappa di inclusione, allora j* sarebbe un isomorfismo, ma questo ¢ assurdo
perché j non é iniettiva.

Adesso siamo pronti per dimostrare l’altra freccia del lemma:
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Proposizione 4.2.34. Siano X e Y varieta affini, sia f : X — Y un morfismo: allora f ¢
un’immersione chiusa se e solo se f* & surgettiva.

Dimostrazione. Costruiamo i seguenti diagrammi commutativi:

X —2 S m7 K[X] «2— K[Tm ]|
i J
Y K[Y]

Osserviamo che j* ¢é suriettiva per il lemma, e ¢g* ¢ iniettiva perché g ¢ dominante. Dunque g*
é un isomorfismo se e solo se g* & surgettiva, se e solo se f* & surgettiva. Dato che g* & un
isomorfismo se e solo se g ¢ un isomorfismo, basta verificare che g ¢ un isomorfismo se e solo se
f & un’immersione chiusa, ma questo & immediato. O

Concludiamo questa sezione dimostrando che il pullback induce un’equivalenza di categorie:

Proposizione 4.2.35. Sia K un campo algebricamente chiuso, sia Affk la categoria delle varieta
affini e RAlgy quella delle K-algebre ridotte finitamente generate. Sia F' : Affx — RAlgg
il funtore controvariante tale che F(X) = K[X]| e F(a) = o*: allora F ¢ un’equivalenza di
categorie.

Dimostrazione. Vogliamo applicare il Lemma 1.3.9. Osserviamo che, grazie alle Proposizio-
ne 4.2.31, F ¢é pienamente fedele, quindi basta dimostrare 1’essenziale suriettivita.

Se R & una K-algebra ridotta e finitamente generata, sara generata da un opportuno omo-
morfismo suriettivo di K-algebre p : K[A"] - R. Posto J := Ker(p), si ha R = K[A"]/J, da
cui J = +/J perché R & ridotta. Dunque per il Nullstellensatz di Hilbert J = I(X) per qualche
chiuso X C A", da cui R = K[X]. O

In particolare, qualunque informazione sulle varieta affini possono essere ricavate dagli anelli
coordinati associati, e viceversa.

4.3 Prodotto di varieta quasi-proiettive

Introduciamo il concetto di prodotto di varieta quasi-proiettive. La definizione che segue, ba-
sata sulla proprieta universale del prodotto, risultera familiare specialmente a chi ha gia avuto
un’infarinatura di teoria delle categorie.

Definizione 4.3.1. Siano X,Y due varieta quasi-proiettive. Una terna (Z, p1, p2), dove Z & una
varieta quasi-proiettiva e p1 : Z — X, ps : Z — Y sono due morfismi, si dice prodotto delle
varieta quasi-proiettive X e Y se, per ogni varieta quasi-proiettiva W e morfismi f : W — X,
g: W =Y, esiste un’unico morfismo ¢ : W — Z che fa commutare il diagramma:
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S

N\

N

¢ Y

L

Proposizione 4.3.2. Il prodotto di varieta ¢ unico a meno di isomorfismo.

5

N =mmmmm = - - -

Dimostrazione. Supponiamo di avere due prodotti (Z1,p1,p2) € (Z2,q1,q2). Applicando la pro-
prieta universale a (Zs, q1, ¢2) rispetto a Z1, e a (Z71,p1, p2) rispetto a Zs, otteniamo due morfismi
¢, che fanno commutare il seguente diagramma:

Z1
1
1
p1 ! P2
L@
1
1
q1 ~ q2
X Zs Y
|
1
1
p1 : ¥ p2
-
Zy

Banalmente ¥ o ¢ : Z; — Z; fa commutare il sottodiagramma 77, X, Z1,Y, cosi come lo fa
commutare Idz,, dunque ¥ o ¢ = Idz, per unicitd. Analogamente ¢ o =Idg,. O

4.3.1 Prodotto di varieta affini

Vediamo prima cos’¢ il prodotto di spazi affini:

Proposizione 4.3.3. Il prodotto delle varieta affini A™ e A™ & (A"™ py, ps), dove pp : A"T™ —
A™ e py : A"T™ —» A™ sono le proiezioni usuali.

Dimostrazione. Verifichiamo che (A" py,py) soddisfa la proprieta universale. Sia W una
varietd quasi-proiettiva, siano f: W — A™ e g : W — A™ due morfismi: avremo

f:(flv"'7fn)a 9:(91,---7gm)7

dove gli f; e i g; sono funzioni regolari. Un terzo morfismo
h=(hi,...,hn, By, .. L) W — APH™
fa commutare il diagramma,
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A" h A™
An+m

seesolose (hi,...,hn) = (f1,..., fa) e (Ry,...,h') = (g1,...,9m). E chiaro che tale morfismo
esiste ed ¢ unico. O

Osservazione 4.3.4. Osserviamo che la topologia su A"*™ non coincide con la topologia prodotto
di A™ e A™: per esempio, la topologia prodotto su A' x A! ¢ quella che ha come base di chiusi i
punti e le rette parallele agli assi, mentre la topologia di A2 & generata da punti e ipersuperfici.

Si estende tutto facilmente ai chiusi di spazi affini:

Proposizione 4.3.5. Siano X C A" e Y C A™ due chiusi affini: allora il prodotto cartesiano
X x Y & chiuso in A™*", e coincide con il prodotto definito dalla proprieta universale, con le
proiezioni usuali.

Dimostrazione. Se I == I(X) e J = I(Y), siha X = Vjn(I) e Y = Vym(J), da cui si puod
verificare che X X Y = Vynim (f(x) +g(y) : f € I, g € J), quindi & un chiuso affine.

Per verificare la proprieta universale, basta espandere il diagramma precedente aggiungendo
X,Y, X xY, le inclusioni e le proiezioni, quindi lavorare sulle mappe e applicare la proprieta
universale per A”T™, O

Si verifica facilmente che, se X, X1,Y Y] sono varieta quasi-proiettive tali che X =2 X7 e Y 2 Y7,
allora il prodotto di varieta X x Y é isomorfo a X; x Y7; in particolare possiamo costruire il
prodotto di varieta affini tramite la proposizione precedente.

Ci chiediamo quale relazione leghi ’anello delle coordinate di X x Y a quellidi X e Y:

Proposizione 4.3.6. Siano X C A" e Y C A™ chiusi affini, sia p : K[X] @k K[Y] = K[X x Y]
I’omomorfismo di K-algebre indotto dalla moltiplicazione:

n(flx @ gly) = fglxv.
Allora p ¢ un isomorfismo di K-algebre.
Dimostrazione.

Buona definizione: Si definisce i : K[X]| x K[Y] — K[X x Y] tale che i(f|x,9gly) = fglxv, si
osserva che € ben definito, che ¢ una mappa bilineare e quindi, per proprieta universale del
prodotto tensoriale, si solleva ad un omomorfismo di K-algebre che deve coincidere con pu.

Surgettivita: Dato che K[X xY7] & generato come K-algebra dalle classi di @1, ..., Zn, Y1, - - -, Ym,
¢ sufficiente osservare che z1,...,Zn, Y1, .., Ym € Im p. Questo & immediato: x; = p(z;®1)

e y; = u(1®y;) per ogni i, j.

Iniettivita: Un elemento generico del prodotto tensore puo essere scritto come z = Y 7_, fi(z)®
9i(y), dove possiamo supporre wlog che le g;(y) siano linearmente indipendenti su K (altri-
menti ricavo g, = Y, A\;g; e sostituisco). Se z € ker u, allora Y f;(z)g:(y) = 0 su K[X x Y.
In particolare, Vg € X si ha Y fi(x0)gi(y) = 0 su K[Y], ma questo implica Vi f;(xq) = 0,
da cui f;(xz) =0 su X per arbitrarieta di zp. Dunque z = 3 0 ® g;(y) = 0. O
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4.3.2 Costruzione di P! x P!

Vediamo come costruire il prodotto di spazi proiettivi P* x P'. L’idea ¢ identificarlo con una
varietd quasi-proiettiva in dimensione piu alta tramite una bigezione, quindi verificare che questa
costruzione soddisfa la proprieta universale.

Definizione 4.3.7. Definiamo la mappa di Segre

s BUx P B B(AT) | sya([zo, @), [yo, i) = B?ZE i?Zj

e la varieta di Segre X171 = {Z = (2;;) € P? : Rk(Z) < 1}. Si osserva facilmente che la mappa
di Segre ¢ ben definita, e che Im(s(1,1)) C Xy ;.

Osservazione 4.3.8. La varieta di Segre ¢ un chiuso proiettivo: infatti, denotando un generico
elemento di P3 come
7= (ZO Zl), (4.1)
Zo Z3

osserviamo che X1 1 = Vp(det(Z)) = V(2023 — 2122).
In particolare 7 ; ¢ un’iperboloide iperbolico, che ¢ una quadrica doppiamente rigata3. Ci
aspettiamo quindi che esistano due famiglie di rette A, B, tali che

e Le rette in A (risp. in B) sono tutte disgiunte tra loro;

o Le rette in A (risp. in B) sono contenute interamente in X 1;

e Per ogni P € ¥4 1, esiste un’unica r € A (risp. s € B) tale che P € r (risp. P € s);
o Perognire AeseBsiha#(rns)=1

Effettivamente, fissato [c, d] € P!, osserviamo che

CXo d.’E():|

51,1|P1x{[c7d]} Hzo, ma] = [0331 dzxy

é una trasformazione proiettiva, quindi I'immagine rispetto a s;,; di sottoinsiemi della forma
P! x {pt} (risp. {pt} x P!) sono delle rette proiettive. Possiamo osservare che questo ci da due
famiglie di rette, che rispettano i punti precedenti.

Osservazione 4.3.9. Osserviamo che s;,; si puo ottenere a partire dalla mappa affine

§11 A% X AT 5 AP | 5 (v, w) = vwh
Da questa interpretazione risulta evidente che Im(s; 1) = ¥ 1, e che tale mappa si puo invertire:
dato Z € ¥4 1, tutte le colonne sono proporzionali a v, e almeno una ¢ non nulla; in particolare
possiamo sempre ricavare V a partire da Z (e analogamente W). Dunque X;; sara la varieta
candidata ad essere identificata con P! x P!, tramite la biiezione 51,1-
Denotiamo quindi con pq : X171 — P! la mappa che associa ¥ a Z, con ps : i1 — P! quella
che associa W a Z e infine p; X po = (p1,p2) : ¥11 — P! x P!, che ¢ Pinversa di sq 1.

Proposizione 4.3.10. Le mappe p1, p2 : £1,1 — P! sono morfismi. Inoltre, identificando P! x P!
con ¥, tramite la mappa di Segre, p; e p2 sono le mappe di proiezione usuali.

3Fatti che qualcuno potrebbe ricordarsi da Geometria 2.
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Dimostrazione. Le carte affini Uy, Uy, Us, Us forniscono un ricoprimento aperto di P3, e quindi
di ¥ ;. Dato che essere morfismi ¢ una proprieta locale (vedi Osservazione 4.1.6), basta testare
che pi|Ujm21’1 lo sia per ogni 4, j. Per esempio, denotando Z € ¥; ; come in (4.1), si osserva che
P1luons,., = [20, 22], che & un morfismo per il Lemma 4.1.7; gli altri casi sono del tutto analoghi.

Identificando P! x P! con Y11, il morfismo p; si identifica con la mappa p; = p; o0 511 :
P! x P! — P!, che soddisfa p;(V,W) = p;(vw!) = ¥, dunque ¢ la mappa di proiezione nella
prima coordinata; analogamente py := ps o s1 1 sara l’altra proiezione. O

Resta da verificare che X;; é effettivamente il prodotto di varieta di P! e P!, e scegliere
opportunemente le proiezioni che, senza sorprese, saranno le sopracitate mappe p; e ps.

Proposizione 4.3.11. (3;1,p1,p2) ¢ il prodotto di P* per P*.

Dimostrazione. Bisogna verificare la proprieta universale. Siano quindi X, f, g come nel seguente
diagramma;

X

/
P! P!
N

by

N
/.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

3
1,

Vogliamo mostrare che esiste un’unico morfismo ¢ che fa commutare il diagramma. Osserviamo
che un tale morfismo dev’essere necessariamente della forma ¢ = s11 o (f x g¢): infatti

{p“”b T S uxm)odo=Fxg = é=siio(fxg),
p2op=yg
ricordando che s7 1 & l'inversa di (p1 X p2).

E chiaro che una tale mappa fa commutare il diagramma, ma dobbiamo verificare che & un
morfismo. Siano Up, Uy le carte affini standard su P!, siano U; == f~1(U;), V; == g~ '(U;) e
Xi; =U;NV; peri,j=0,1. Osserviamo che gli X;; formano un ricoprimento aperto di X,
dunque ¢ sufficiente verificare che i ¢|x, ; sono morfismi.

Ci limitiamo considerare il caso i = j = 0: gli altri sono analoghi. Osserviamo che per il
Corollario 4.2.8 si ha f|Uo =[1,fi] e g|‘7o = [1,41], con fi1,g1 funzioni regolari; in particolare
possiamo scrivere

blxoo = s1,1([1, f1], [1,01]) = L}l gf}l] :

da cui ¢ : X9 — {200 # 0} = A3 & ben definita e si pud scrivere in coordinate affini come
(91, f1, f1g1); in particolare ¢ : X9 — {z0,0 # 0} & un morfismo grazie alla Proposizione 4.2.6,
dunque lo sara anche ¢ : X — ¥1,1 (vedi Osservazione 4.2.7). O

D’ora in poi identificheremo dunque P' x P! con X; ; tramite la mappa di Segre.
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Topologia di P! x P!

Dato che i chiusi di P! sono comodamente identificati con le intersezioni di ipersuperfici proiettive,
vorremmo dare una, caratterizzazione simile anche a quelli di P* x P'. Sara necessaria la seguente
definizione:

Definizione 4.3.12. Un polinomio H € K[x;y] si dice biomogeneo di bigrado (a,b) se &
omogeneo di grado a nelle z; e omogeneo di grado b nelle y;.

Osservazione 4.3.13. Osserviamo che, se H € K[x;y] ¢ un polinomio biomogeneo di bigrado
(a,b), allora YA, u € K* si ha H(A\x; uy) = Au’H(x;y). Questo ci permette di dare una buona
definizione degli zeri di H in P x P™, similmente al caso degli zeri di polinomi omogenei in P*.

Definizione 4.3.14. Se H € K[x;y] & un polinomio biomogeneo di bigrado (a, b), indichiamo con
Venspm (H) = {(X,¥) € P" x P : H(X;¥) = 0} il luogo dei suoi zeri in P x P™. Analogamente
alle notazioni precedenti, se S C K[x,y] ¢ un insieme di polinomi biomogenei, indichiamo con
Vipr xpm (S) Pintersezione dei loro luoghi di zeri.

Proposizione 4.3.15. La famiglia di insiemi {Vp1p: (H) : H € K[x;y] biomogeneo} forma una
base di chiusi di P* x P!.

Dimostrazione. Osserviamo che {Vps (F) : F € K[z] omogeneo} ¢ una base di chiusi di P?, dunque
{Si%(VPS (F)) : F € K[z] omogeneo} & una base di chiusi di P! x P!. D’altra parte vale

s;}(vps(F)) ={xy)eP' xP': Fos;1(X,y) =0} = {(X,y) € P! xP': Fo3,,(x,y) =0}

e si verifica che F' o0 51 1(x,y) = F(z;y;) & un polinomio biomogeneo di bigrado (deg F, deg F).
Per concludere basta osservare che, se H € K[x,y] ¢ un polinomio biomogeneo di bigrado
(a,b), allora Vi1 yp1 (H) & un chiuso di P! xP!. Se a = b lo abbiamo gia visto, supponiamo dunque
wlog a < b: dato che zy e 1 non possono annullarsi contemporaneamente, osserviamo che
Vit xpr (H) = Vi1 ypr (25 H, 227 H), e che i polinomi 25 *H e 22~ H hanno bigrado (b,b). [

Possiamo quindi definire i chiusi di P! x P! tramite gli insiemi della forma Vi1 p1 (H), al variare
di H tra i polinomi biomogenei. In questo modo abbiamo liberato le definizioni dalla mappa di
Segre.

Esempio 4.3.16. Consideriamo l'insieme {z; = 0} C P! x P!: & definito da un polinomio
biomogeneo di bigrado (1,0). Ci chiediamo se sia un chiuso; la risposta ¢ affermativa: basta
scriverlo come

{z1 =0} = {z190 = 0} N {191 = 0}.
Infatti non si puod avere contemporaneamente yg = 0 e y; = 0.

Lemma 4.3.17. La topologia indotta dalla mappa di Segre su P! x P! ¢ piu fine della topologia
prodotto usuale su P' x P!,

Dimostrazione. Consideriamo il diagramma commutativo

p1 P2
P! Y1 P!

81,1

P! x P!

Abbiamo gia visto che 71,7 sono le proiezioni usuali, e che sono morfismi. In particolare, se
U,V sono aperti di P!, allora 7, *(U) N7y, Y(V) = U x V & un aperto di P* x P'. O
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Funzioni regolari su P! x P!

Per vedere le funzioni regolari su P! x P!, dobbiamo prendere le funzioni regolari su ¥ 1 e
spostarle su P! x P! tramite 51,1

Proposizione 4.3.18. ¢ : P! x P! — K ¢ regolare se e solo se VP € P! x P! esiste U > P
aperto di P! x P! tale che p|y = %, dove H, K € K[x,y] sono polinomi biomogenei con lo stesso
bigrado e K # 0 su U.

Dimostrazione. ¢ & regolare se e solo se s11(p) = o sf% é regolare. Se P € P! x P!, sia

Q = s11(P): esiste V 3 Q aperto di £ tale che s1,1(¢)|lv = %, con A, B polinomi omogenei
Dot = 1
come gia visto H e K sono polinomi biomogenei di bigrado (d,d), e si avra K # 0 su U.
Supponiamo ora che ¢ sia localmente della forma % con H, K polinomi biomogenei di bigrado
(a,b). Sia Q € ¥q1: wlog @ € {20 # 0} (non possono annullarsi tutte le coordinate), dunque
riusciamo a scrivere s11(p) = %(20,22;21,23) = % in un opportuno intorno aperto di Q. E
chiaro che A, B sono polinomi omogenei di grado a + b, e che B # 0 su tale intorno. O

di grado d e B # 0 su V. Di conseguenza, posto U = s~ *(V), |y = % 0811 =

Osservazione 4.3.19. Volendo potevamo applicare il trucco della Proposizione 4.3.15 anche alla
dimostrazione precedente: una volta affermato che le funzioni regolari su P! x P! sono quelle
che si possono scrivere localmente come rapporto di polinomi biomogenei di bigrado (d, d), basta
mostrare che i rapporti di polinomi biomogenei di bigrado (a,b) possono essere riportati al caso
(d,d). Infatti, se o : V — K con V C P! x P! aperto & rapporto di polinomi biomogenei 4, B di
bigrado (a,b) con a < b, possiamo spezzare V. = (VN {xg #0HU(VN{zxy 0} = Vo UVi e
scrivere

207A

2

7B

K3

o(x;y)lv, =

Osserviamo che 227 *A e 2'7*B sono biomogenei di bigrado (b, b), e che 22"*B # 0 in V;.

4.3.3 Caso generale

La costruzione fatta per P! x P! si estende facilmente al caso di P x P™, tramite le seguenti
definizioni:

Definizione 4.3.20. Definiamo per n,m > 1 la mappa di Segre
Sn,m P x P™ — an+n+m ~ P(A(H+I)X(m+1)) | (ia y) = Xiytv
e definiamo analogamente la varieta di Segre X, ,, == {Z = (z;;) € PP+ . Rk(Z) < 1}.

Definiamo ancora p; : X, ,,, — P" e pg : X, — P™ come i morfismi dati rispettivamente
dalle colonne e dalle righe, e come prima si verifica che p; Xps e s, , sono I'una 'inversa dell’altra.
A questo punto é immediato verificare il seguente:

Proposizione 4.3.21. (X, ,,,,p1,p2) ¢ il prodotto P™ x P™.

Analogamente a prima, i chiusi di P x P saranno intersezione arbitraria di insiemi della
forma Vpn xpm (H ), al variare di H tra i polinomi biomogenei di bigrado arbitrario, e la topologia
indotta dalla mappa di Segre su P™ x P™ sara piu fine della topologia prodotto. Infine, anche la
caratterizzazione delle funzioni regolari é del tutto analoga.
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Osservazione 4.3.22. Siano X C P" e Y C P™ due varieta quasi-proiettive: in particolare
X=UNZeY =VNW con U,V aperti e Z, W chiusi nei rispettivi spazi. Osserviamo che
XxY={UxV)N(ZxW),echeUxV eZxW sono un aperto e un chiuso di P"* x P™
(lo sarebbero nella topologia prodotto, che & meno fine). In particolare, X x Y ha struttura di
varieta quasi-proiettiva ereditata da P™ x P™.

Questo ¢ il candidato naturale per essere il prodotto di varietd di X e Y, con le usuali mappe di
proiezione.

Proposizione 4.3.23. Siano X,Y C P™ due varieta quasi-proiettive, siano p; : X XY — X e
p2: X XY — Y le mappe di proiezione. Allora (X X Y, pi1,ps2) ¢ il prodotto di varieta di X e Y.

Dimostrazione. La proprietd universale si verifica facilmente, allo stesso modo di come si era
fatto nella Proposizione 4.3.5. O

Osservazione 4.3.24. Poiché X xY puo sempre essere immerso in un prodotto P" x P™ possiamo
dedurre la forma dei suoi chiusi e delle sue funzioni regolari da quella che possiedono in P™ x P,

E interessante osservare che, se per esempio X ¢ una varieta affine, potremmo scrivere X in
coordinate affini e Y in coordinate proiettive; in questo modo i chiusi della base corrisponderanno
a polinomi omogenei in y, e le funzioni regolari saranno localmente rapporto di polinomi omogenei
in y dello stesso grado (con la usuale condizione sul denominatore).

Il Lemma 4.1.7 si estende facilmente al contesto del prodotto di varieta:

Lemma 4.3.25. Siano X C P" e Y C P* varieta quasi-proiettive, siano Fy, ..., F,, polinomi
biomogenei in K[zg, ..., Zn; Yo, - -, Y] con lo stesso bigrado, tali da non annullarsi contempora-
neamente su X x Y: allora la mappa F': X XY — P™ tale che F(X;y) = [Fo(X,¥), - - -, Frn(X,¥)]
é ben definita ed é un morfismo.

Dimostrazione. Del tutto analoga a quella del Lemma 4.1.7. O

Esercizio 4.3.26. Siano X, Y, Z varieta quasi-proiettive, siano f : Z — X e g : Z — Y morfismi:
allora anche la mappa f x g: Z — X x Y, tale che (f x ¢)(z) = (f(2),9(2)), & un morfismo.

Soluzione. Consideriamo il diagramma commutativo

>

.~ X

>
F-<

AN

=~

X ¢-===mzmmmm--N
/

dove h ¢ il morfismo dato dalla proprieta universale: si verifica facilmente che h = (f,g).

O
Esercizio 4.3.27. Siano X,Y,Z, W varieta quasi-proiettive, siano f : 7 - X eg: W = Y
morfismi: allora anche la mappa (f,g) : Z x W — X x Y, tale che (f,9)(z,w) = (f(2),g(w)), &
un morfismo.

Soluzione. Consideriamo il diagramma commutativo
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p1

~
’\
s
O S
\/
)
<
«Q

<

e
X
>~<

dove f = fom, g = gomy e h ¢éil morfismo dato dalla proprieta universale di X x Y: si verifica
facilmente che h = f x g. O

Proposizione 4.3.28. Sia X una varieta quasi-proiettiva, sia Ax = {(x,y) € X x X :x =y}
la sua diagonale: allora Ax é chiuso in X x X.

Dimostrazione. Banalmente Ax = (X x X) N Apn, dunque ¢ sufficiente dimostrare la tesi per
X = Apn. D’altra parte, vale

cioé Apn € I'intersezione del luogo di zeri di opportuni determinanti, che risultano essere polinomi
biomogenei di bigrado (1,1) in x e y. O

Osservazione 4.3.29. Ricordiamo che uno spazio topologico é T2 se e solo se la diagonale é chiusa
nella topologia prodotto. Non siamo davvero in questo caso, dato che la topologia considerata
su X x X non é quella prodotto nel senso usuale, ma dalla chiusura della diagonale conseguono
altri risultati, di cui in genere sono dotate le topologie T2.

Proposizione 4.3.30. Siano X,Y due varieta quasi-proiettive, sia f : X — Y un morfismo e
sial'y =={(z,y) € X xY :y = f(z)} il suo grafico: allora I'y & chiuso in X x Y, ed & isomorfo
aX.

Dimostrazione. Sia F := (f,Idy) : X xY — Y xY: si puo osservare che I'y = F~!(Ay), dunque
il grafico é chiuso perché la diagonale lo é.

Per I'isomorfismo, ¢ sufficiente osservare che (Idx xf) : X — I'y & un morfismo bigettivo, e
la sua mappa inversa ¢ il morfismo di proiezione p; : I'y — X. O

Proposizione 4.3.31. Siano X,Y due varieta quasi-proiettive, siano f,g : X — Y due morfismi:
allora Z ={z € X : f(z) = g(x)} & un chiuso di X.

Dimostrazione. La mappa f x g : X = Y X Y & un morfismo (vedi Esercizio 4.3.26), dunque
Z = (f x g)"'(Ay) ¢ un chiuso. O

Segue immediatamente il seguente corollario.

Corollario 4.3.32. Siano X,Y due varietd quasi-proiettive, siano f,g : X — Y due morfismi,
supponiamo che valga f = g su un denso di X: allora f = g su tutto X.

Esempio 4.3.33. Siano X,Y due varieta quasi-proiettive, sia yo € Y, sia iy, : X = X x Y tale
che iy, (z) = (x,y0): questa mappa & un morfismo perché puo essere scritta come prodotto di
morfismi (iy, = Idx X costy,). Inoltre, si verifica facilmente che i,, ¢ un isomorfismo con la sua
immagine, con inversa pl\XX{yO}.
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Proposizione 4.3.34. Siano X,Y due varieta quasi-proiettive irriducibili: allora anche X x Y
é irriducibile.

Dimostrazione. Sia X xY = ZUW con Z,W chiusi di X x Y. Osserviamo che Vx € X vale
{z}xY =(({z}xY)N2)U({z} xY)NW) = Z,UY,.

Dato che {z} x Y 2 Y & irriducibile, e Z,,Y, sono due chiusi, si deve avere {x} x Y C Z oppure
{z} xY CW. Definendo X; ={rx e X : {z} xY C Z} e Xg={z € X : {z} xY C W}, dovra
dunque valere X = X; U X5.

Osserviamo che, se X e X5 fossero due chiusi, avremmo finito: si avrebbe wlog X7 = X, da
cui Z = X x Y per definizione di X;. Se p; : X XY — X é la proiezione usuale, vale

Xy ={reX:VyeY (ny)ez}=
={reX:WeY zep(Xx{yh)n2)} =
— N ml(X x 2.

yey

Dato che p; : X x {y} — X ¢é un isomorfismo, e che X x {y} e Z sono chiusi di X x Y, ne
deduciamo che i p; ((X x {y}) N Z) sono chiusi di X, e quindi lo & anche X; (e X2, scrivendolo
in modo analogo). O

4.4 Varieta proiettive

Definizione 4.4.1. Una varieta quasi-proiettiva X si dice proiettiva se ¢ isomorfa ad un chiuso
proiettivo.

Osservazione 4.4.2. Si verifica facilmente che, se X, Y sono varieta proiettive, allora anche X XY
lo é. Infatti abbiamo gia visto che questo & verificato se X e Y sono dei chiusi proiettivi, e ci si
riconduce facilmente a tale situazione, a meno di isomorfismo.

Definizione 4.4.3. Una varieta quasi-proiettiva X si dice universalmente chiusa se, per ogni
altra varieta quasi-proiettiva Y, la proiezione py : X X Y — Y & una mappa chiusa.

Teorema 4.4.4. Le varieta proiettive sono universalmente chiuse.

Dimostrazione. Sia X una varieta proiettiva, Y una varietd quasi-proiettiva e Z C X X Y un
chiuso: vogliamo dimostrare che py(Z) ¢ un chiuso di Y. Come prima cosa mostreremo che
possiamo sempre ricondurci a X =P" e Y = A™, quindi dimostreremo la tesi in quel caso.

e Possiamo scrivere Y come unione di aperti affini V; (vedi Corollario 4.2.23). Indichiamo con
m; + X X V; = V; la proiezione, e poniamo Z; := ZN(X x V;). Osserviamo che p(Z) & chiuso
se e solo se Vi p(Z) NV; = p;(Z;) é chiuso, dunque ¢ sufficiente dimostrare 1’enunciato per
gli Y;, che sono varieta affini.

Se Y ¢é una varieta affine, possiamo supporre wlog Y C A™ chiuso affine. In particolare Z
sard un chiuso di X x A™, e py(Z) sara chiuso in Y se e solo se & chiuso in A™; dunque
basta dimostrare ’enunciato per il caso Y = A™.

Poiché X ¢é una varietd proiettiva, possiamo supporre wlog X C P™ chiuso proiettivo.
Analogamente al punto precedente, possiamo ricondurci a dimostrare solo il caso X = P".
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e Siano x = g, ..., T, (riSp. Yy = Y1, ..., Ym) coordinate omogenee (risp. affini) su X (risp.
Y). I chiusi di P™ x A™ sono intersezioni finite di luoghi di zeri di polinomi in K[x,y],
omogenei nelle sole x (vedi Osservazione 4.3.24); dunque Z = (;_; Ven xam (fi(x;y)), dove
gli f; sono opportuni polinomi omogenei in x.

Osserviamo che, fissato yo € A™ e posti gi(y”) = fi(x,y0) € Klx], si ha (X,yo) €
(yo)

;7 °); in particolare si avra

Vensam (f;) se e solo se X € Vpn(g

p(Z) = {YO €A™ [ Vor (7)) # @} = {yo € A™ : Veu(ly,) # 0},

=1

dove Iy, = ( Ey(’) 14 < r) C K[x] & un ideale omogeneo. Per il Nullstellensatz proiettivo

Ve(Iy,) = 0 se e solo se \/E D (z0,...,%n), se e solo se IN : Vi al¥ € I, se e solo
se AM : K[x]m C Iy,, cio¢ se la parte omogenea di grado M di I, coincide con K[x]as;
quindi p(Z) = m]\/fzo{YO €A™: K[X]M 7& (Iyo)M}

Osserviamo che sia K[x]as sia (Iy, ) sono dotati di struttura di spazio vettoriale. Una base
di K[x]as ¢ data dai monomi di grado M in x, mentre un insieme di generatori di (1, ) ¢ dato
dai polinomi della forma ngEyO), al variare di J € N**1! tali che |J| + deg(giy")) = M. Sia
A(y) la matrice le cui colonne sono le coordinate dei polinomi x” f(x,y) rispetto alla base
dei monomi di K[x]as (cio¢ dei polinomi in K[y]): per ogni yo € A™ si ha K[x|y = (Iy,)m
se e solo se A(yo) ha rango massimo pys = (M:") Dunque p(Z) & intersezione dei luoghi
di zeri dei minori di ordine massimo® di A(y); tali minori sono polinomi nella variabile y,
quindi danno luogo a un chiuso di A™, come richiesto. O

Si verifica che gli spazi topologici quasi-compatti sono universalmente chiusi®. Dunque questo

teorema restituira alle varieta proiettive alcune proprieta proprie degli spazi topologici compatti.

Corollario 4.4.5. Sia X una varieta proiettiva, Y una varieta quasi-proiettivae f: X — Y un
morfismo: allora f ¢ una mappa chiusa.

Dimostrazione. Se Z C X & un chiuso, osserviamo che ¢ una varieta proiettiva e f|z: Z — X &
ancora un morfismo; in particolare, & sufficiente dimostrare il risultato nel caso Z = X.

Osserviamo che f(X) = po(I'y), dove I'y ¢ il grafico di f, che & chiuso (vedi Proposizio-
ne 4.3.30); in particolare anche f(X) sara chiuso. O

Osservazione 4.4.6. Una conseguenza del corollario precedente é che le varieta proiettive sono
sempre chiusi proiettivi. Infatti, se X C P" é una varieta proiettiva, esistera un chiuso proiettivo
Y C P™ isomorfo a X tramite una mappa f : Y — X. Componendo f con I'inclusione, otteniamo
un morfismo f 1Y — P” tale che f (Y) = X, che sara dunque un chiuso di P™.

Questa ¢é una differenza importante che distingue le varieta proiettive da quelle affini: queste
ultime infatti non sono necessariamente chiuse nello spazio proiettivo che le contiene (si pensi
banalmente alle carte affini).

Corollario 4.4.7. Sia X una varieta proiettiva e connessa: allora Ox(X) sono solo le costanti.

Dimostrazione. Sia f : X — K una funzione regolare: in particolare ¢ un morfismo, e possiamo
estenderlo ad un morfismo f : X — P!, componendolo con un’opportuno morfismo di immersione.
Essendo f una mappa continua, f (X) & un chiuso proprio e connesso di P!, cioé un singoletto
{pt}. Concludiamo osservando che f(X) = f(X). O

4Qui per “minore” si intende il determinante di una sottomatrice; alcuni autori intendono invece la sottomatrice
stessa.
5Anzi, dovrebbe proprio essere una caratterizzazione.
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4.5 Miscellanea

4.5.1 Topologia di Zariski sullo spettro di un anello

Il senso di questa sottosezione in questo contesto potrebbe non sembrare molto chiaro; ci dovreb-
bero essere delle relazioni con la teoria degli schemi, che ¢ un approccio moderno alla geometria
algebrica. In questa sottosezione lavoreremo con gli anelli, che saranno sempre intesi commutativi
e con identita.

Se f: X — Y éun omomorfismo di anelli, I é¢ un ideale di X e J é un ideale di Y, denotiamo
con J¢ = f=1(J) I'ideale contratto tramite f di J in X, e con I¢ := (f(z): x € I) Iideale esteso
tramite f di [ in Y.

Si puo verificare che Vp € SpecY si ha p¢ € Spec X; tuttavia m € SpecMax Y in generale non
implica m¢ € SpecMax X.

Esercizio 4.5.1. Dimostrare che, se X,Y sono K-algebre, di cui Y ¢ finitamente generata,
e f: X — Y & un omomorfismo di K-algebre, allora i contratti dei massimali sono ancora
massimali.

~

Soluzione. Sia p : Y — Y/m = F con F campo, sia 7 :== po f : X — Y/m. Si osserva che
m¢ = f~l(m) = ftop1(0) = Ker(n), da cui X/m¢ = X/Ker(nr) =2 R C F. Dato che f,p, 7
sono tutti omomorfismi di K-algebre, si ha KC R C F.

Osserviamo che F', essendo quoziente di una K-algebra finitamente generata, lo é a sua volta.
In particolare, possiamo scrivere F' = K|ay, . . ., a;] per opportuni «; algebrici. Se 8 € R\ K, in
particolare 5 € F' e dunque § ¢ algebrico su K. Tramite il polinomio minimo di 5 a coefficienti
in K, si puo dedurre che § ¢ invertibile in K[3] C R. Possiamo concludere che anche R ¢ un
campo. O

Osservazione 4.5.2. Sia f : X — Y un morfismo di varieta affini e f* : K[Y] — K[X] il suo
pullback. Definiamo

VQ € X Mg = Ix(Q) € SpecMax(K[X]),
VPeY Mp:=Iy(P) e SpecMax(K[Y]).

Si verifica facilmente che M) = f~*(Mgq).

Osservazione 4.5.3. Supponiamo ancora una volta K = K. Ricordiamoci che in generale gli ideali
primi sono in corrispondenza con le varieta irriducibili. Ci chiediamo cosa sia Spec(K][z]): dato
che i chiusi di A sono unioni finite di punti, gli unici irriducibili sono @ e {c} per ¢ € K, che
corrispondono agli ideali (0) e (z—c¢) in Spec(K[z]) (in un certo senso rappresentabili come 0UK).
Analogamente, ricordando che i chiusi di A2 sono le unioni finite di punti e ipersuperfici, i suoi
unici irriducibili sono ), {c} per ¢ € K? e V(f) per f € K[z, y] irriducibile. Questi corrispondono
agli ideali (0), M. e (f) per f € K[z, y] irriducibile.

Definizione 4.5.4. Dato un anello A, definiamo la topologia di Zariski su Spec A, tale che i suoi
chiusi sono gli insiemi di ideali della forma V4(I) = {p € Spec A : p D I}, al variare di I tra gli
ideali di A.

Esercizio 4.5.5. Verificare che si tratta effettivamente di una topologia.

Soluzione. Chiaramente V4 (0) = Spec A, VA(A) =0 e ();cz Va(l) ={p € SpecA:p D> I}. Si
verifica inoltre che Va(I) UV4(J) = Va(IJ):

SIpotesi non detta a lezione, ma senza non sembra tornare...
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(©) Se wlog p € V4(I), dato che IJ C I, in particolare p € V4 (IJ).

(2) Siap € Va(IJ), supponiamo p ¢ V4 (I): allorap 2 I, cioé Ja € I'\p. Dunque Vb € J si avra
ab € IJ Cp, dacui b € p per primalita. Questo significa che J C p, dunque p € Vu(J). O

Definizione 4.5.6. Sia ¢ : A — B un omomorfismo di anelli. Allora definiamo il morfismo
©# : Spec B — Spec A che contrae gli ideali.

Esercizio 4.5.7. Dimostrare che ¢ & una funzione continua.

Soluzione. Osservare che o~ #(V4(J)) = {p € SpecB : p¢ D J} e Vp(J¢) = {p € SpecB :
p 2 J¢}. Dato che in generale p®® C p e J D J, si verifica che i due insiemi sopracitati
coincidono. O

Proposizione 4.5.8. Se p € Spec A, allora {p} & chiuso se e solo se p € SpecMax A.

Dimostrazione. {p} & chiuso se e solo se {p} = Va(p), cioe se p & massimale. O

In particolare, questa topologia in generale non ¢ neanche T1 (lo ¢ se e solo se Spec A =
SpecMax A).

Osservazione 4.5.9. Se A ¢ un dominio, allora (0) € Spec A. Banalmente, 'unico chiuso che

contiene (0) ¢ V4(0) stesso; questo implica che (0) = Spec A, cio¢ {(0)} ¢ denso. In questo caso
(0) & noto come punto generico.

Esempio 4.5.10. Osserviamo che

Spec(Rx]) = {(0)} U{(z — ) | c € R} U{(( — 2)(x — %)) | € C\ R}
In particolare, per la Proposizione 4.5.8 deduciamo che il punto generico é 'unico non chiuso.
Esempio 4.5.11. Nel caso degli interi SpecZ = {(0)} U {(p) | p & primo}.

Esempio 4.5.12. Banalmente Spec C ¢ costituito dal solo punto generico. Anche Spec(C[t]/t?)
é costituito da un solo punto: ¢ a ideali principali perché é quoziente di un PID, e un suo elemento
generico a + bt ¢ invertibile se e solo se a # 0. Ne consegue che i suoi ideali sono soltanto (0), (¢)
e (1), tra i quali solo (¢) & primo.

Osserviamo che C rappresenta le funzioni costanti, mentre C[t]/t? rappresenta le equazioni
polinomiali fino al IT ordine. In qualche senso Spec C e Spec(C[t]/t?) non sono la stessa cosa, e
questo si pud dedurre piu facilmente dal seguente esempio.

Esempio 4.5.13. Sia f : C — C | f(z) = 2% ¢ banalmente un morfismo e il suo pullback &
f*:Cly] — C[z] | f(p(y)) = p(z?). Dato ¢ € C, possiamo identificare f~1(c) con Vi (2? —¢) = 0.
In senso schemistico’, possiamo scrivere f~!(c) = Spec(C[z]/(z? — ¢)). Se ¢ # 0 si osserva
facilmente che Clz]/(2? — ¢) = Clz]/(x — b) & Clz]/(z +b) 2 Cd C (dove b € C : b = ¢).
In particolare C[z]/(z% — ¢) ha solo due ideali primi. D’altra parte, se ¢ = 0, abbiamo C[z]/x?
(come nell’esempio precedente): abbiamo un solo ideale primo, ma in qualche senso possiamo
considerarlo un punto doppio.

7Qualunque cosa voglia dire.
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4.5.2 Mappe di Veronese

Definizione 4.5.14. Dati due interi k,n > 1, definiamo la mappa di Veronese
Ve :PE PN | [z, 1] e [x7 0 T e NFFL LT =0,

che associa ad ogni X € P le valutazioni in X di tutti i monomi omogenei di grado n in k + 1
variabili (in particolare, si avra N = (”Zk) —1). Si verifica facilmente che la mappa di Veronese
¢ ben definita, e che & un morfismo (vedi Lemma 4.1.7).

Prima di studiare la mappa di Veronese nel caso generale, vediamo nel dettaglio due casi
particolari.

Il caso di vy,
La mappa di Veronese v1 ,, : P — P" ¢ della forma vy ,,([z0, 21]) = [#8, 20 ‘21,. .., 2}
Definizione 4.5.15. Definiamo su P" 'insieme

Yo Y
Cn =< [vo,---,yn] €P"| Rk N I

Yn—1 Yn

detto curva razionale di grado n. Si verifica facilmente che C,, & un chiuso proiettivo (& luogo
di zeri di determinanti, che sono polinomi omogenei nelle y). La curva razionale di grado 3 ¢
effettivamente la chiusura proiettiva della cubica gobba.

Teorema 4.5.16. La mappa di Veronese v , induce un isomorfismo tra PleC,.

Dimostrazione. Siano Uy, Up le carte affini standard su P! e Vj, ..., V,, quelle su C,,, siano V; =
VN C,,. Cisi convince abbastanza facilmente che

Co={[LA..., A" €P s X e KYU{[p", ..., n, 1] €P": p e K} = Vo UV,
dato che ¥ € C), se e solo se (Yo, - .., Yn—1) || (Y1,--.,Yn). Siverifica facilmente che vy ,(Up) = Vo
e v1,,(Ur) = Vi, quindi Im(vy,) = Ch.

Esibiamo il morfismo inverso g : C), — P!, costruendo opportunemente go : Vo — PLe
gn : Vo — P! in modo tale che ne siano le restrizioni. Definiamo go([vo,-..,¥n]) = [v0,v1] €
9n([Y0s - -+ Ynl]) = [Yn—1,Yn]: sono morfismi ben definiti per il solito lemma. Dalla caratterizza-
zione data a C,, tramite Vj e V,, si verifica facilmente che g; e vl’n\(/i sono una l'inversa dell’altra,

e che gg = gn su Vo N V. O

Il caso di v

Osserviamo che le matrici simmetriche 3 x 3 hanno 6 gradi di liberta, il che ci consente di
identificarle con A%; passando al proiettivizzato, otteniamo un’isomorfismo con P°, che consente
di scrivere la mappa di Veronese vy 5 : P2 — P® in una forma pitt comoda:

x% Tox1 T2
. 2
V2,2 ¢ [330,55171‘2} = [Z1%0 xy T1T2

ooy X2X1 x%
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Definiamo quindi 'insieme

200 201 202
N =Ql;:0<i<j<2/€P’| Rk|z201 211 212| <1y,
202 212 222

che é ancora un chiuso proiettivo per ragioni analoghe a quelle delle curve razionali.
Proposizione 4.5.17. La mappa di Veronese vs » induce un isomorfismo tra P? e 3.

Dimostrazione. Si osserva facilmente che Im(ve2) C 3, e che X si identifica con le matrici sim-
metriche proiettivizzate in cui tutte le colonne (o equivalentemente le righe) sono proporzionali.
Siano U; le carte affini standard di P2, siano V; := {Z € ¥ : z;; # 0} aperti di X.

Si dimostra che anche in questo caso ¥ = Vo U V; U V5. Supponiamo per assurdo che 3z € 3
tale che zpg = 211 = 209 = 0: la sua matrice associata dovra presentare almeno una colonna
non nulla, supponiamo wlog che sia la prima colonna. Le altre due colonne dovranno essere
proporzionali alla prima, il che porta a concludere che la prima riga é tutta nulla, ma é anche la
trasposta della prima colonna, che non lo é:

0 201 =202 0O 0 0 0 0 0
Z=\|z1 0 zi2|=(2z1 0 2z12]=[0 0 212];
202 z12 O 202 212 O 0 212 0

siamo quindi arrivati ad un assurdo.

E immediato osservare che v22(U;) C V; per i = 0,1,2. Similmente al caso di vy 5, conclu-
diamo esibendo il morfismo inverso di vg 5 : P2 — ¥, costruendolo sui V; e osservando la buona
definizione sulle intersezioni. Definiamo g; : V; — U; come g;(Z) = [zi0, 21, 2i2], che & un morfi-
smo per il solito lemma: non ¢ difficile verificare che g; e v2 2|y, sono una l'inversa dell’altra, e
che i g; coincidono nelle opportune intersezioni. O

Non é difficile estendere questi argomenti al caso pitl generale di vy, ,.

Osservazione 4.5.18. A posteriori® potevamo dimostrare che v » induce un isomorfismo con %
tramite i risultati visti sul prodotto di varieta.

E immediato osservare che ¥ ¢ un chiuso di Yoo e che voo = s99 0 (Idp2 x Idp2). Dato
che Idp2 x Idp2 : P2 — Ap2 ¢é banalmente un isomorfismo, & sufficiente dimostrare che S2,2] A
Apz — ¥ & un isomorfismo. E facile osservare che sy 2(Ap2) = %, e che la restrizione di p; X po
é necessariamente il morfismo inverso.

Anche questa dimostrazione si puo estendere senza problemi al caso di vy, .

Caso generale
Dati k,n > 1, definiamo 'insieme
Spm={lzr:1€ NI =n]ePN T+ J=I+J — z125—2pzp =0},

da non confondere con la varieta di Segre, nonostante 1'uso della stessa notazione. Dalla de-
finizione si vede subito che Xy, ¢ un chiuso proiettivo; inoltre se I + J = I' + J' si ha
IJ rJ

x

(2125 — zpzy) o vk n(X) = x'x’ —x = 0, dunque Im(vg ) C B 1.

Teorema 4.5.19. La mappa di Veronese vy, y, : PF — Ykn C PV ¢ un isomorfismo.

8Durante il corso la mappa di Veronese & stata presentata prima della mappa di Segre. Questa osservazione &
un “trucco” che non é stato visto a lezione.
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Dimostrazione. La dimostrazione ¢ molto simile ai casi precedenti. Denotiamo per semplicita

con eq, ..., e, ivettori (1,0,0,...),(0,1,0,...),...,(0,...,0,1) € N**1 siano ancora U; le carte
affini standard di P¥. Posto V; := {Z € Bkt Zne; # 0} peri=0,...,k, & sufficiente verificare
che ¥y ,, = Ufzo Vi, quindi costruire g; : V; — U; tale che g5(Z) = [2zeg+(n—1)es» -+ 1 Zen+(n—1)es)»

infine verificare che i g; sono i morfismi inversi di v |v;, e che coincidono sulle intersezioni.

Per dimostrare che ¥y, = Uf:o Vi, supponiamo per assurdo che 3z € ¥, ,, tale che 2., =0
per i = 0,...,k. Dotiamo N"*! dell’ordine lessicografico e dimostriamo per induzione che in
tal caso si avrebbe z; = 0 per ogni I, che & assurdo: infatti se I = (i, ..., %) fosse il minimo
multiindice per cui z; # 0, allora dovrebbero esistere indici 0 < a < b < k tali che 0 < i4,7, < n
(in caso contrario avremmo I = ne,. per qualche r). Siano I' :=T —e, + ey, J' =1+ e, — ep:
sono ben definiti, soddisfano I’ < I <’ Je I +1 =1'+J', da cui 22 = 2125 = 0 e dunque
zr = 0, che é assurdo.

Per dimostrare che g;, g; coincidono su V; NV}, osserviamo che la condizione che definisce Xy, ,

implica che 1 vettori (zeo-i-(n—l)em LR Zen-i-(n—l)ei) e (Z60+(1’L—1)€j7 IR Zen—&-(n—l)ej) sono paralleli,
dunque g¢;(z) = g;(Z). Dal fatto che le g; si incollano due a due, si deduce facilmente che si
incollano tutte. O

La mappa di Veronese ci permette di dimostrare il seguente risultato, apparentemente scorrelato.
Proposizione 4.5.20. Il complementare di qualunque ipersuperficie di P* & una varieta affine.

Dimostrazione. Sia F =" a 1x! 'equazione di un’ipersuperficie di P*: tutti i monomi x! hanno
lo stesso grado d. Sia G := ), arzr € K[z];: osserviamo che F(X) = 0 se e solo se Govy, 4(X) = 0,
se e solo se X € U];lliv]pzv (G), da cui deduciamo Vpi (F') = v,;lli(VPN (@) = v,:,llj(V]pN (G)NZg ).
Osserviamo che Xy, \ Vpr (G) & una varieta affine, in quanto ¢ un chiuso proiettivo al quale
¢ stato tolto un iperpiano; dato che vy 4 : Pk — Yk,n € un isomorfismo, possiamo concludere che
anche P* \ Vpi (F) 2 3 4\ Vpn (G) & una varieta affine. O

4.5.3 Varieta di ipersuperfici

Fissiamo n > 2 e d > 1: vogliamo studiare le ipersuperfici di grado d in P", cioé

d
Pl ) 25 amey = ("00) 1

Definiamo i seguenti insiemi:
Urea = {[h] € PV : h € K[x]q, [h] ridotta};
Une = {[h] € PV : h € K[x]q, [h] irriducibile};
Uan = {[7] € PV : h € K[x]q, [h] liscia}.

Osserviamo che in generale vale Ugy, C Uiy C Upeq.
Lo scopo di questa sottosezione & dimostrare che questi tre insiemi sono aperti non vuoti di
PV in particolare sono insiemi densi.

Ipersuperfici ridotte. Fissati due interi a > 1 e b > 0, definiamo la mappa
day  P(K[x]a) x P(K[x]s) = P(K[x]) | ([], [g]) = [f*g].

Questo ¢ un morfismo perché i coefficienti di f2g sono biomogenei di bigrado (2,1), nei
coefficienti di f e ¢g (vedi Lemma 4.3.25. Osserviamo che

U Im(qap) = {[7] | h € K[x]q, h ha un fattore multiplo} = (Urea)®,
2a+b=d
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che per il Teorema 4.4.4 ¢ un chiuso; in particolare U,eq € un aperto.
Resta da mostrare che Uyeq non & vuoto. Sia h(x) = zox{ ' + 24 € K[x]4: questo polinomio
¢ irriducubile per il lemma di Gauss, in particolare é ridotto.

Ipersuperfici irriducibili Ripetendo il procedimento del punto precedente con a,b > 1, a+b =
de qap: ([f][g9]) — [fg], otteniamo che Uj,, € un aperto. L’esempio precedente funziona
anche in questo caso, dunque Uy, non é vuoto.

Ipersuperfici lisce Definiamo l'insieme
I :={(P,[h]) € P* x PV : h singolare in P} =
={(P,[h]) €P" x PV : h(P) =0, Vh(P)=0}.

Osserviamo che le condizioni che definiscono I sono date da polinomi biomogenei di bigrado
(d,1) e (d —1,1) nelle coordinate di P e nei coefficienti di h, quindi é chiuso in P* x PV e

p2(I) = {[h] | 3P punto singolare per h} = (Usm)®

¢ un chiuso di P(K[x]4) per il Teorema 4.4.4; in particolare Uy, & aperto.

Presentiamo un elemento di Uy, nel caso charK = 0 (ma in realtd il risultato vale in
generale). Consideriamo h(x) = 2¢ +...+x%: si verifica facilmente che non possiede punti
singolari.

4.5.4 Associativita nelle cubiche lisce

Torniamo a parlare dell’operazione di gruppo che avevamo definito sulle cubiche lisce nella sezio-
ne 2.7. Sia dunque C C P? una cubica liscia e p: C x C — C la sua legge di gruppo. Osserviamo
che p é associativa se e solo se il seguente diagramma commuta:

(p,Ide)
CxXCxC——CxC

(IdC7 :u‘) M

CxC—C
w

Proposizione 4.5.21. p:C x C — C é un morfismo.

Dimostrazione. Ricordiamo che (A, B) = R(O,R(A4, B)), dove R : C x C — C associa a due
punti su C il terzo punto della retta associata (nel caso A = B, si prende la tangente). Dunque
é sufficiente verificare che R ¢ un morfismo. Mettiamo C in forma di Weierstrass rispetto a un
flesso Py, ottenendo la parte affine Cy := Vj2(y*> — 23 —az — b) 2 C \ {Py} aperto di C.

Dati A = (21,y1) e B = (22,y2) in Cy, si verifica che la retta L(A, B) sara verticale se e solo
se sollevando A, B ad A, B € Csiha Py € L(fl, é), o equivalentemente se 1 = x5 € y1 +y2 = 0;
in caso contrario potremo parametrizzarla nella forma y = y; + A(z — x1). Consideriamo dunque

Vo :={(A,B) €CyxCo:Py¢ LA B)} = (Co x Co) \ V(1 — 2,51 +12)

che ¢ aperto in Co x Cp, e osserviamo che, al variare della scelta di I tra i nove flessi della curva,
questi insiemi formano un ricoprimento aperto di € x C (presi A, B € C x C, basta scegliere un
flesso che non appartenga a L(A, B)). E dunque sufficiente verificare che R|y, ¢ un morfismo.

85



Dati A, B € Cy, vogliamo determinare (x3,ys) = R(A, B). Osserviamo che, calcolato il coeffi-
ciente angolare A\ di L(A, B), sostituendo '’equazione della retta in quella della curva, otteniamo
13 =A% — 11 — 23 e y3 = Y1 + A(w3 — x1); dunque & sufficiente verificare che \ : Cy x Cy — K sia
regolare (vedi Proposizione 4.2.6).

Dati A, B € Cy, sottraendo tra loro le equazioni yf = xf’ + ax; + b, ricaviamo

(y2 —y1) (2 + 1) = (x2 — 331)(20% + 2122 + 56? +a),

da cui deduciamo ) )

Y2—4 _ Tt T2+ ta su X, N X,

Ty — X1 Y2 + 11
dove X1 :={(A,B) € Co x Cy: 21 # 2} e Xg :={(A4,B) € Co x Cy : y1 + y2 # 0}. Osservando
che Vp = X7 U X5 ¢ un ricoprimento aperto, possiamo limitarci a studiare A x, e A|x,.

Ricordiamo che se A # B, allora A(A, B) = (y2 — y1)/(x2 — 1), mentre nel caso A = B si

puo verificare che il coefficiente angolare della tangente ¢ A(A4, B) = (323 + a)/2y;. Su X; si
ha sempre A # B, quindi A(4, B) = (y2 — y1)/(x2 — x1), che & una funzione regolare. Su X,
consideriamo la funzione regolare £(A, B) = (23 + 2122 + 22 + a)/(y2 + y1): abbiamo visto che
su X7 N X5 coincide con A. Osserviamo che X5 \ X1 = A, N Vp, dunque

2

3z +a _\
2y

anche su X5 \ Xj. O

Siamo pronti per completare la dimostrazione dell’associativita:
Teorema 4.5.22. L’operazione di gruppo definita su C é associativa.

Dimostrazione. Ricordando I’Esercizio 3.2.18, osserviamo che C xC xC ¢é irriducibile per la Propo-
sizione 4.3.34. Nell’Osservazione 2.7.2 avevamo mostrato che I'operazione di gruppo commutava
“quasi ovunque™: effettivamente si puo verificare?che le terne di punti che soddisfano tali condi-
zioni sono un aperto non vuoto V di C x C x C; in particolare V' é denso. Dato che il diagramma
commuta su V', cioé po (u,Ide) = po (Ide, i), e tutte le mappe coinvolte sono morfismi, per il
Corollario 4.3.32 il diagramma commutera su tutto C x C x C. O

4.5.5 Gruppi algebrici

Definizione 4.5.23. Una varieta quasi-proiettiva G & un gruppo algebrico se presenta una
struttura di gruppo tale che le operazioni di moltiplicazione e di inversione siano morfismi.

Elenchiamo diversi esempi di gruppi algebrici:

(1) Una cubica piana liscia & un gruppo algebrico. Infatti abbiamo verificato che 'operazio-
ne di gruppo ¢ un morfismo (Proposizione 4.3.34); d’altra parte ricordiamo che A=! =
R(A,R(O,0)) =R o (Ide xcost)(A), e anche R era un morfismo.

(2) 1 gruppo additivo G, := (K, +) é un gruppo algebrico.

9Non riportiamo i conti nel dettaglio, diamo giusto uno sketch di quale pud essere I’approccio: ci si pud
riportare facilmente a lavorare su una carta affine, quindi osservare che le coordinate dei punti interessati sono
frazioni di polinomi nei coefficienti di A, B, C, e che le condizioni di uguaglianza corrisponderebbero a luoghi di
zeri di polinomi. Non ¢é difficile convincersi che, se il campo K é infinito, fissato A # O, si riesca sempre a trovare
un B tale che i punti definiti tramite A, B siano tutti distinti, e quindi scegliere C' distinto da tutti gli altri.
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(3) 1l gruppo moltiplicativo G,, := (K*,-) ¢ un gruppo algebrico.

(4) Se (G1,%1) e (Ga,#*2) sono gruppi algebrici, allora anche (G; x Ga, (*1,%2)) & un gruppo
algebrico (sono facili verifiche). Le somme finite di gruppi moltiplicativi sono dette tori.

(5) Il gruppo lineare GL(n) & un gruppo algebrico.

e E un aperto principale di A”z, dato che si richiede che il determinante (che ¢ un
polinomio omogeneo) non si annulli.

2 . . . - .

e Dato che GL(n) C A™, possiamo applicare la solita Proposizione 4.2.6 per verificare
che moltiplicazione e inversione siano morfismi. La moltiplicazione rispetta ovviamente
tale criterio; per l'inversione basta scriverla tramite la matrice aggiunta.

e Essendo GL(n) un aperto principale, le sue funzioni regolari saranno K[GL(n)] =
K[A™];, dove f = det(z;;) (vedi Proposizione 4.2.22).

Analogamente, saranno gruppi algebrici anche i sottogruppi SL(n), quello delle matrici dia-
gonali, quello delle matrici triangolari inferiori (risp. superiori), e altri analoghi. Questi sono
noti come gruppi parabolici.

(6) 11 gruppo lineare proiettivo PGL(n + 1) = P’ =1\ V(det(x;;)) & un gruppo algebrico.

e PGL(n + 1) & ancora un aperto principale di P(n+1)*-1,

e Per verificare che la moltiplicazione ¢ un morfismo, basta verificare che i coefficienti di
AB siano polinomi biomogenei nei coefficienti di A e B.

e Per verificare che l'inversione ¢ un morfismo, osserviamo che [A] = [AT] (matrice
aggiunta), e i coefficienti di At sono polinomi omogenei nei coefficienti di A.

Definizione 4.5.24. Siano X una varieta quasi-proiettiva e G un gruppo algebrico. Chiameremo
azione di G su X qualunque azione (di gruppo su un insieme) G x X — X | (g, ) — gz che sia
anche un morfismo. In tal caso diremo che G agisce su X.

Esempio 4.5.25. Ogni gruppo algebrico agisce su sé stesso tramite moltiplicazione a sinistra.

Esempio 4.5.26. GL(n) (e i sottogruppi parabolici) agiscono su K", tramite moltiplicazione
matrice-vettore, che ¢ un morfismo (é polinomiale coefficiente per coefficiente). Analogamen-
te PGL(n) agisce su P™ (funziona ancora tutto, perché le componenti di Av sono polinomi
biomogenei di bigrado (1, 1) nei coefficienti di A e v).

Esercizio 4.5.27. Lo stabilizzatore di un punto (cioé St(P) = {g € G | gP = P}) ¢ un chiuso.

Soluzione. Sia ¢ : G — X tale che ¢(g) = gP: allora St(P) = {¢ = costp}, quindi basta
verificare che ¢ sia un morfismo. D’altra parte, se indichiamo con ¥ : G x X — X l'azione di
gruppo, si ha ¢ = ¢ o (Idg X costp). O

Esempio 4.5.28. Consideriamo l'azione di G,, su A% \(x,y) = (Az, \y). Quali sono le orbite?
Il singoletto {0} e tutte le rette bucate in {0}. Osserviamo che tra le orbite solo {0} & un chiuso,
e che 0 é contenuto nella chiusura di tutte.

Consideriamo ora P'azione di G,, x G,,, su A% (A, u) - (z,y) = (Ax, py). Le orbite in questo
€aso Sono:

o A2\ ({z=0}U{y=0}),
o {z=0}\{(0,0)},
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o {y=0}\{(0,0)},
e {(0,0)}.

Si possono fare considerazioni analoghe sulle chiusure delle orbite.

4.5.6 Scoppiamento (o blowup)

Consideriamo il morfismo di proiezione che definisce P':

p:AP\{0} »P' | p(z,y) =2,y

Ci chiediamo se si possa estendere p ad un morfismo p : A2 — P!: la risposta é negativa.
Infatti p dovrebbe essere costante sulle rette bucate in 0, quindi anche sulla loro chiusura (vedi
Corollario 4.3.32); in particolare p dovrebbe essere costante su tutto A%, ma in tal caso non
sarebbe un’estensione di p.

Se si volesse comunque trovare un’estensione di p che in qualche senso tappi il buco, un modo
per farlo & rimpiazzare 0 € A2 con I'insieme di tutte le direzioni del piano, in modo da poter dare
una buona definizione a p.

Definizione 4.5.29. Sia I' := {(a,b;[a,b]) € A% x P! : (a,b) # 0} il grafico di p immerso in
A% x PL: definiamo lo scoppiamento (o blowup) di A? come A2 =T.

Proposizione 4.5.30. Lo scoppiamento A2 ¢ {(as,y; [20,21]) € A2 x P! : 22y — y2zo = O}. Piu
precisamente, A2 = T'U E, dove E := {0} x P! ¢ detta curva eccezionale.

Dimostrazione. Per semplicita denotiamo Z := {(x,y; [20,21]) € A% x P! : 221 —yzo = 0}. Si
osservi che Z é chiuso, in quanto luogo di zeri di un polinomio omogeneo in z. Consideriamo la
proiezione € : Z —» A?: si verifica che

-1 _ {({L‘,y; [!L‘7yD} se (Qf,y) 7&0’
e (z,y) = :

{0} x P! altrimenti.

da cui si puo notare che Z = I' U E, in particolare I C Z.

Per concludere basta verificare che E C T. Sia X € P! e x € A?\ {0} un suo rappresentante:
vogliamo mostrare che (0;X) € I. Sia £ = {tx € A%\ {0} : t € K*} e sia G = ¢ x {X}:
osserviamo che G C T, dunque G C T, e sara sufficiente verificare che (0;X) € G. Osserviamo
che £ x {X} = A! & un chiuso di A? x P!, e lo stesso isomorfismo associa G alla retta bucata
A\ {0}, dunque G = ¢ x {X} > (0;X), come richiesto. O

Osservazione 4.5.31. Osserviamo che la proiezione ¢ : A2 —» A2 induce un isomorfismo tra A2 \E
e A%\ {0}. In particolare, poiché A2 \E =T e A%\ {0} ¢ irriducibile, possiamo dedurre che anche
il blowup A2 =T ¢ irriducibile.

‘Analogamente possiamo definire il morfismo di proiezione g : A2 — PL. Si osserva che poe = g
su A? \ E, quindi in un certo senso ¢ ¢ il morfismo esteso cercato.

Osservazione 4.5.32. Possiamo ricoprire il blowup A? tramite le carte Up = {z0 # 0} N A2 e
Uy ={z1 #0} N A2 Su Uy possiamo dare la parametrizzazione affine z = z—é; dall’equazione
T21 = yzo ricaviamo y = zx, dunque Uy = {(z, 72, 2) € A3} =2 A? dato che, a meno di riordinare
i coefficienti, ¢ il grafico del morfismo A% — Al | (z,2) — 2.
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Consideriamo il morfismo ¢|y, : Uy — A?: identificando Uy = A? come detto sopra, il
morfismo corrispondente sara A2 — A2 | (z,2) — (z,22). Dato che E = A2N {z =y = 0},
identificando Uy & A? si avra E = {z = 0}.

Analogamente, su U; possiamo porre w = 2 e ottenere Uy = {(yw,y,w) € A%} = A?
Nell’intersezione Uy N Uy le due parametrizzazioni sono legate dalla relazione w = 1/z.

Osservazione 4.5.33. Supponiamo di voler sollevare un’ipersuperficie Z = [f] di A2 su Uy tramite
e. Si verifica che vale e =1 (V2 (f)) = A2 N Vjayp (f 0 €). Posto g(z,2) = f(z,rz), mettendo Uy
in coordinate affini tramite 1'isomorfismo Uy = A? visto nell’osservazione precedente, osserviamo

che e"HZ) N Uy = Vj2(g).

Esempio 4.5.34. Sia f(x,y) = y — Az 'equazione di una retta r = [f] di A% vorremmo
studiare il suo sollevamento su Uy tramite €, come visto nell’osservazione precedente. Passando
alle coordinate affini su Uy, otteniamo ¢ =1 (r)NUy = V2 (z(2—Ax)), cioé I'unione della parte affine
della retta eccezionale x = 0 e della retta z = \x. Interpretando A% ~ (z,2) come piano verticale
e volendo recuperare la terza dimensione, immergiamo e~1(r) N Uy in A3 ~ (z,y,z) ponendo
nuovamente y = zx: avremo quindi le due rette x = y =0 e (2 = A\, y = Ax). Osserviamo che,
proiettando nuovamente su A? ~ (z,y), otterremmo ancora la retta y = Az.

Esempio 4.5.35. Sia f(z,y) = y?> — 2%(z + 1) I'equazione della cubica annodata C = [f] in
A2, In questo caso e 1(C) N Uy = Vj2(2?(22 — 2 — 1) = 0), quindi abbiamo la parte affine della
retta eccezionale x = 0 con molteplicita doppia, e la quadrica liscia 22 = z + 1. Chiamiamo
I'equazione x2(2? — x — 1) trasformazione totale e 'equazione 2% — x — 1 trasformazione stretta.
Osserviamo che la trasformazione stretta interseca la retta eccezionale x = 0 in z = +1. Cosa
succede se immergiamo tutto in A3 ~ (,y,2)? In origine, nel piano x,y la curva presentava
un nodo in (0,0); adesso abbiamo sollevato questa curva, “sciogliendo” il nodo nei due punti
(0,0,+1). In particolare, possiamo scomporre la cubica sollevata in due componenti: la retta
(doppia) eccezionale x = y = 0 e la curva liscia {x = 22 — 1, y = 22 — 2} (si puo osservare che
tale curva & isomorfa a Al).

Esercizio 4.5.36.
(1) La molteplicita della curva eccezionale ¢ uguale alla molteplicita del punto 0.

3

(2) Fare lo stesso ragionamento dell’esempio precedente per la curva y? = 2% e osservare che

perde la singolarita che ha in 0.

(3) Cercare punto multiplo ordinario*’.

4.5.7 Grassmanniana

Definizione 4.5.37. Dati due interi 1 < k < n, definiamo la grassmanniana

Gr(k,n) = {H C K" : H sottospazio vettoriale di dimensione k}
~ {K CP"!: K sottospazio proiettivo di dimensione k — 1},
dove I'identificazione tra spazi vettoriali e proiettivi & quella solita.
Vorremmo dare a Gr(k,n) una struttura di varieta proiettiva. Vediamo un paio di casi facili:

e Gr(1,n) sono le rette di A™ passanti per 0, che possiamo identificare con P"(K).

10Qualunque cosa voglia dire...
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—tr. str.
—___curva ecc.

Figura 4.1: Blowup della cubica annodata

o Gr(n — 1,n) puo essere visto come il duale di Gr(1,n), quindi P*(K)* ~ P*(K).

In generale, vogliamo identificare Gr(k,n) con un chiuso proiettivo tramite una biiezione, in
modo compatibile con i due esempi precedenti.

Possiamo associare ad ogni H € Gr(k,n) una matrice A € K"*¥ le cui colonne sono una
base di H, quindi di rango massimo. Quest’associazione € univoca, a meno di moltiplicare a
destra per matrici M € GL(k), ed ¢ compatibile con 'identificazione usuale tra spazi vettoriali
e proiettivi. Dato che la matrice A ha piu righe che colonne, si osserva che i minori di ordine
massimo di AM sono gli stessi di A moltiplicati per det(M), per ogni scelta di M € GL(k) (non
si puo dire lo stesso per l'azione di GL(n) a sinistra).

Definizione 4.5.38. Associamo ad ogni H € Gr(k,n) con matrice associata A le coordinate di
Pliicker:

Vi<ii<...<ixg<n pzlyylk(A) = det(A(il, RN R k)),

cioé per ogni possibile scelta di k righe associamo il minore corrispondente. Per le osservazioni
precedenti, le coordinate di Pliicker non dipendono dalla scelta di A, a meno di coefficiente
moltiplicativo; inoltre, essendo A di rango massimo, almeno una delle coordinate sara non nulla.
Possiamo dunque definire I'immersione di Pliicker

P:Gr(k,n) PO | H s [pyy, 1< < ... < i <nl,

L’immersione di Pliicker é la nostra candidata: mostreremo che induce una biiezione con un
n .
chiuso proiettivo di P{x)71,
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Consideriamo il primo caso non banale, cioé¢ Gr(2,4), che sara utile per capire come funziona
I'immersione di Pliicker.

P :Gr(2,4) = P° ~ [212, 21,3, 21,4, 22,3, 22.4, 73 4]

Possiamo ricoprire Gr(2,4) con carte della forma U; ; .= {H € Gr(2,4) : p; ; # 0}. In particolare,
studiamo la restrizione di P in U »: in questa carta le matrici sono della forma

a1l a2
a a a a
A— 21 22 7 det 11 12 £0,
as;  as2 a21 A22
41 A42

quindi possiamo sempre ricondurci univocamente a matrici equivalenti della forma

pi2=1 p13=0b,
= pra=d, p23=-—a,
P24 = —C, P34 = ad — be.

o 2 O
QU = O

In particolare, osserviamo che le coordinate p; 3,p1,4, P23, P24 sono libere, mentre p3 4 € legata
alle precedenti dalla relazione py 2p3 4 + p1,4D2,3 — P1,3p2,4 = 0. Poniamo dunque

Vip = {z12 #0} N Vs (21,2234 + 21,4223 — 21,322,4)-

Si verifica facilmente che Py, , ¢ iniettiva e P(Ui2) C Vip. Dimostriamo che vale proprio
P(Uy,2) = Vi 2, esibendo la mappa inversa. Dato che Vi 2 C {212 # 0}, possiamo dotarla di
coordinate affini y e definire la mappa inversa come

1 0
1
0:Vig—=>PUi2) | ©(y1,3,Y1.4,92,3,Y2,4,Y34) = Span
—Y2,3 Y13
—Y2,4 Y14

Si verifica facilmente che P|y, , e ¢ sono una I'inversa dell’altra.

Osserviamo che V := Im P = (J;_,; Vi,; ¢ un chiuso, in quanto {z;; # 0} formano un rico-
primento aperto di P® e ciascun V; ; & chiuso in {z;; # 0}. Alternativamente, si puo verificare
che vale effettivamente V' = Vps (21 2234 + 21,422.3 — 21,3%22,4); tale chiuso ¢ noto come quadrica
di Klein, e si verifica essere una curva non singolare in P5.

Si puo verificare ragionando sulle carte che anche P ¢ iniettiva: se P(H;) = P(Hs), in
particolare si avrebbe P(H:), P(Hz) € V; ; per qualche ¢, j; dunque p; j(H1),pi;(H2) # 0, da
cui Hy, Hy € U; 2, dove sappiamo gia che la mappa ¢ iniettiva.

Dunque P : Gr(k,n) — V ¢é una biiezione, e possiamo quindi dare a Gr(2,4) la struttura

di varieta quasi-proiettiva ereditata dalla quadrica di Klein. Questo procedimento si generalizza
per Gr(k,n).

Proposizione 4.5.39. Sia V := P(Gr(k,n)): allora V ¢ un chiuso proiettivo e P : Gr(k,n) — V
¢ una biiezione.

Dimostrazione. Sia N = (Z) — 1. Definiamo V1 < i1 < ... < i < n gli insiemi
‘/'il»--~7ik =Vn {Zi1,--~7ik 7'é O}a Uila-“vik = Pil(‘/ilw--»ik)'
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Vogliamo studiare la restrizione di P agli insiemi U, .. ;. : per semplicita di notazione, ci

limitiamo a considerare il caso di Uy, . Per definizione si ha
iU k= Vi €2, ..k # 0}

Come prima possiamo rappresentare univocamente H € U; . con una matrice della forma

1
1
A =
Ak+1,1 - Qk41,k
L Gn,1 ce an, k|

Vogliamo calcolare le coordinate di Pliicker:

e Banalmente p; .., = 1. Da un altro punto di vista, questa coordinata, essendo non nulla
per definizione di Uy, .k, puo essere sempre fissata a 1.

e Se i1,...,%-1 < k e iy > k, calcolando il determinante otteniamo p;, ., @ s
s

dove i; ¢ l'indice mancante tra 1,...,k. D’altra parte, si puo semplicemente scrivere
a; ;= ipl,...,j,...,k,i per ¢ > k.

e Se it,...,ik—n < k€ ip_pt1,...,% > k, allora p;; . ; € un minore di ordine h della
sottomatrice (a; ;) (a meno del segno). In particolare, calcolando il minore con la formula
di Laplace, p;,...;, sard combinazione lineare di minori di ordine ~ — 1 con coefficienti
+a; ;; in altri termini, sara un polinomio omogeneo di secondo grado ¢, ..., , valutato
nelle coordinate di Pliicker derivanti dai minori di ordine h — 1 e 1.

Come prima, possiamo osservare che

Vi = £210k # 030 ) Ve (@i ()

costruendo in modo opportuno la mappa inversa Vi — Ui . . A questo punto, si mostra
analogamente al caso di Gr(2,4) che V ¢ un chiuso e P : Gr(k,n) — V ¢& una biiezione. O

In particolare, possiamo dotare Gr(k, n) della struttura di varieta proiettiva che eredita da V. Si
verifica facilmente che tale struttura nei casi kK = 1,n — 1 coincide con quella data ingenuamente.
Osserviamo che le carte U, . ;, utilizzate nella precedente dimostrazione sono ancora aperti
isomorfi ad A"*=™) (le scelte libere della matrice (a; ;)).

Si puo dare una diversa interpretazione alle argomentazioni precedenti tramite il prodotto
esterno, ma non ce ne cureremo in questo corso.

Proposizione 4.5.40. Le grassmaniane sono varieta proiettive irriducibili.

Dimostrazione. Consideriamo 'azione di GL(n) su Gr(k, n) data dalla moltiplicazione a sinistra,
denotata con p : GL(n) x Gr(k,n) — Gr(k,n). Si puo dimostrare!! che, data una matrice A che
rappresenta H € Gr(k,n), le coordinate di Pliicker di M A sono polinomi biomogenei di bigrado
(k, 1) nei coefficienti di M e nelle coordinate di Pliicker di A. In particolare, ’azione sopracitata
é un morfismo, e quindi si tratta di un’azione algebrica.

11 A lezione non ¢ stata fornita una dimostrazione; in seguito ne propongo una come esercizio.
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Si osserva che GL(n) agisce transitivamente'? su Gr(k,n), cioé¢ VHy € Gr(k,n) la mappa
vn, : GL(n) = Gr(k, n), tale che g, (9) = g(Hp), & surgettiva. Dato che ¢, = po(Id x costyy, ),
anche ¢, ¢ un morfismo. Osserviamo che GL(n) ¢ irriducibile, in quanto & un aperto non vuoto
di A™*"; dunque anche Im(pp,) = Gr(k, n) sara irriducibile (vedi Proposizione 3.2.26). O

Esercizio 4.5.41. Se A € K"** ¢ M € GL(n), allora le coordinate di Pliicker di M A sono
polinomi biomogenei di bigrado (k, 1) nei coefficienti di M e nelle coordinate di Pliicker di A.

Soluzione. Tralasciamo il caso n = k, che é banale: supponiamo dunque n > k. Mostriamo che
questo & vero per pi,.. ;: gli altri casi sono del tutto analoghi. Osserviamo che vale

0
p1.. k:det(MA‘Z), ::(I_k>7

dove I,_j é la matrice identita di ordine n — k. In particolare, scegliendo N := M~'Z si ha
M(A|N) = (MA|Z) e dunque p; ) = det(M)det(A|N). Poiché N = det(M)"1MTZ, si ricava
che det(A|N) = det(M)"*k > q;, s ;,» dove g sono le coordinate di Pliicker di A e s.
sono minori di M*, da cui

T1yeeey

det(M)" ™" 'p1 k=Y @i Siy e

Osserviamo che det(A) ¢ un polinomio omogeneo di grado n e s;  ; di grado (n —1)(n — k),
nei coefficienti di M, che denoteremo con m. In particolare, dato che la precedente equazione
é polinomiale, si dovra avere det(M)"*=1[Y ¢q; WS, i © quindi p;,.. % = f(m,q) con f
polinomio biomogeneo di bigrado (k, 1) nelle coordinate (m, q). O

Applicazioni

Concludiamo il capitolo con due esempi di applicazione delle grassmanniane.

Esempio 4.5.42. Siamo interessati a verificare che, per ogni scelta di P = [a,b,c,d] € P3,
I'insieme {¢ € Gr(2,4) | P € £} ¢ un chiuso di Zariski.

Per ogni ¢ € Gr(2,4) consideriamo la matrice associata A = (a; ;): chiedere che P € ¢ ¢
equivalente a imporre

a1l a2 | a
a a b
Rk 2,1 2,2 <9
azi aszz | C
Q4,1  QA4,2 d

Questa condizione ¢ equivalente a imporre quattro condizioni lineari sui minori di A, quindi
all’intersezione dei luoghi di zeri di (fino a) quattro polinomi omogenei di grado 1 nei coeflicienti
di Pliicker. Osserviamo che, a seconda della scelta di P = [a,b, ¢, d], possiamo avere meno di
quattro polinomi di grado 1: per esempio, se P = [1,0,0,0], tre dei quattro polinomi risultano
essere banali.

Un altro approccio puo essere quello di dimostrarlo per ogni carta, ottenendo condizioni della
forma

1 0 a

Rk 0 1 b <9
agzi asz2 | C
as1 Qa2 | d

12Cioé da luogo ad una sola orbita.
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Esempio 4.5.43. Sia X = {(¢{,m) € Gr(2,4) x Gr(2,4) | £Nm # O}: vogliamo mostrare che &
X é chiuso in Gr(2,4) x Gr(2,4).

Un possibile approccio & seguire le righe dell’approccio precedente: se ¢,m € Gr(2,4) e
A = (a;;), B=(b;;) sono le loro matrici associate, chiedere che £ N'm % () ¢ equivalente a

ail a2 bl,l b1,2
agy azz | bay b2o| _ 0
as1 asz | b31 bzo ’
4,1 Q42 b4,1 b4,2

det

Questa condizione ¢ difficile da tradurre in coordinate di Pliicker. Potremmo anche prendere
due carte di Gr(2,4) e vedere il problema nel loro prodotto, ma questo non migliora di molto la
situazione.

Un metodo piu elegante é quello di introdurre una varieta ausiliaria

Y = {(P,{,m) € P? x Gr(2,4) x Gr(2,4) : P € £Nm} :

se pg 1 P? x Gr(2,4) x Gr(2,4) — Gr(2,4) x Gr(2,4) & la proiezione, si osserva che X = py(Y),
quindi (per il Teorema 4.4.4) ¢ sufficiente mostrare che Y ¢ chiuso. Questo ¢ facile: basta notare
che

Y ={(PL):Pel}xGr(2,4)N(Gr(2,4) x {(P,m): Pem}),

dunque applicare ’esempio precedente.
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Capitolo 5

Bozze lezioni

5.1 Lezione 17 (27 Nov 2015)

5.1.1 Geometria birazionale

Definizione 5.1.1. Sia X una varieta quasi-proiettiva. Una funzione razionale f : X --» K ¢
una classe d’equivalenza di coppie (U, ), dove U C X & un aperto denso e ¢ : U — K & una
funzione regolare, tale che

(U,o) ~ (V,Y)) <= o=1sulUNV.

Osservazione 5.1.2. Bisogna verificare che si tratta effettivamente di una relazione d’equivalenza.
La riflessivita e la simmetria sono ovvie, la transitivita un po’ meno.
Osserviamo come prima cosa che, se U e V sono aperti densi, allora anche U NV lo é:

e Se X ¢ irriducibile, allora U NV ¢é denso in quanto aperto non vuoto di un irriducibile
(UNYV # 0 per densita).

e Se X = XjU... Xy con Xq,..., X} irriducibili, osserviamo che U é denso in X se e solo se
Vi U N X; # 0; si pud concludere in maniera analoga restringendoci ai singoli X;.

Siano dunque (U, ), (V,v) e (W,€) tali che (U,p) ~ (V,¥) e (V,4) ~ (W,€): in particolare
=1 =E&suUNVNW che é denso in UNW, quindi coincideranno anche su UNW (le funzioni
regolari sono morfismi).

Osservazione 5.1.3. Le funzioni razionali si possono tranquillamente sommare, moltiplicare tra
di loro o per degli scalari; in particolare formano una K-algebra.

Osserviamo inoltre che, se una funzione razionale f non é costantemente nulla su alcuna
componente irriducibile di X, possiamo definire in modo ovvio! la sua inversa % In particolare,
se X & irriducibile, le funzioni razionali formano un campo che denotiamo con K(X).

Definizione 5.1.4. Siano X, Y due varieta irriducibili. Una applicazione razionale f : X --»Y
¢ una classe d’equivalenza di coppie (U, ¢), dove U C X & un aperto non vuoto e ¢ : U = Y &
un morfismo, secondo la stessa relazione precedente.

IPrendere wlog ¢ che non si annulla in X e passare a i.
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5.2 Lezione 18 (2 Nov 2015)

Salvo diversamente specificato, le varietd studiate saranno sempre quasi-proiettive irriducibili.
Osserviamo che in generale K(X) D K.

Sia X chiuso irriducibile in A", sia K[X] il suo anello delle coordinate, che ¢ un dominio. Ha
senso parlare del suo campo delle frazioni, che indichiamo con F'.

K[X] — K(X)

|~

F

Anche K[X] — K(X) @ un’inclusione. Esiste un’unica ¢ che fa commutare il diagramma (per
proprieta universale della localizzazione).

Proposizione 5.2.1. Se X é affine, allora ¢ é un isomorfismo.

Dimostrazione. Dato che ¢ esiste unica, basta esibire una mappa che faccia commutare il dia-
gramma per vedere com’¢ definita. Se f = ¢ € F con a,b € K[X] e b # 0, allora diciamo che
90(%) = (Xb, %) Si verifica la buona definizione osservando che f = § = 2 se e solo se ad—bc = 0
in K[X] (e quindi in K(X)).

L’iniettivita a questo punto & una verifica banale. Per la surgettivita, data g € K(X)
rappresentata da (U, 1), ricordando che gli aperti principali sono una base degli aperti affini,
3b € K[X]\ {0} tale che X; C U. In particolare possiamo rappresentare g con (X, ¢|x,). Osser-
Viamo(chgz Ylx, € K[Xp] = K[X], e quindi ¢|x, = ;% per opportuni a € K[X] e 7 > 0. Dunque
9=1v(3)- O

Osservazione 5.2.2. Se X ¢ una varieta affine irriducibile, allora K(X) & un’estensione finitamente
generata di K (infatti K[X] & generato dalle classi delle coordinate su A™, e nel caso affine K(X)
¢ il suo campo delle frazioni).

Esempio 5.2.3.
(1) K(A') = K(x) (perché K[A!] = K[z]).
(2) K[A"] = K[z1,...,2,) = KA™) = K(21,...,2p).
(3) Sia X C A"™*! un’ipersuperficie irriducibile. Allora I(X) = (f) con f irriducibile. Siano
Z1,...,%y;y coordinate su A"T!: possiamo supporre wlog che f dipenda da . Allora
K[X] = K[x;9]/(f) = K[x][y]/(f)-

Per il Lemma di Gauss, f ¢ irriducibile anche in K(x)[y]. In particolare, consideriamo il
diagramma

K[X] —— K&)[y]/(f)

|~

K(X)

Facciamo le seguenti osservazioni: K[X] si immerge in K(x)[y]/(f) (non & scontato, ma si
verifica con Gauss), quest’ultimo & un campo e la freccia che fa commutare il diagramma
esiste unica (per proprietd universale, ricordando che K(X) ¢ il campo delle frazioni) ed &
bigettiva (I'iniettivita come prima, la surgettivitd perché i generatori x1,...,Z,,y vanno in
generatori). In particolare K(X) 2 K(x1,...,2)[y]l/(f)-
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Esempio 5.2.4. Si consideri C := {y? = p(z)} C A?: abbiamo

K(C) = K(z)[y/(y* — p(x)),

che & un’estensione di grado 2 di K(z). Se per esempio C; = {y? = 23} ¢ la cubica cuspidale,
allora
K(C1) = K(z)[y)/(y* — ).

Sia f =% € K(Cy): osserviamo che f? =z in K(C;). In particolare
v,y =zf € K(f) = Kz, y) CK(f) S K(C1) € K(z,y),
da cui K(C;) = K(f) =2 K(¢).
Esercizio 5.2.5. Fare lo stesso per la cubica annodata Cy = {y? — 2%(z + 1) = 0}.

Questi esempi sono fuorvianti: si puo mostrare che, se p ha 3 radici distinte K(C) 2 K(¢)

Osservazione 5.2.6. Supponiamo di avere tre varietd quasi-proiettive irriducibili X,Y, Z, due
mappe razionali f : X --» Y e g : Y --» Z e i rispettivi rappresentanti (U, ) e (V,1). Cosa
¢ necessario che valga perché la composizione g o f abbia senso? Sicuramente se =1 (V) = {)
abbiamo problemi; d’altra parte, se W = o~ 1(V) # 0, allora W sara un aperto non vuoto
di X, quindi un denso, quindi ha senso cambiare rappresentante e considerare la composizione
1 o plw. Si verifica che questa proprieta non dipende dalla scelta dei rappresentanti (fintanto
che soddisfano @7 (V1) # 0) (per esercizio).

Definizione 5.2.7. Se X,Y sono varieta quasi-proiettive irriducibilie f : X --+ Y & una mappa
razionale con rappresentante (U, ¢), diciamo che f & dominante se o(U) =Y. Questa condizione
equivale a chiedere ¢~ (V') # () per ogni V C Y aperto non vuoto, e non dipende dalla scelta dei
rappresentanti.

Definizione 5.2.8. Una mappa razionale dominante f : X --» Y & un isomorfismo birazionale?
se dg:Y --» X tale che fog=1Idy e go f = Idx. In contrapposizione, gli isomorfismi (relativi
al morfismi) saranno a volte chiamati isomorfismi biregolari.

Definizione 5.2.9. Se f: X --» Y & una mappa razionale, il suo dominio &

dom(f) = U{U | (U, ¢) rappresentante di f}.

Si puo osservare che f ammette sempre un rappresentante nel suo dominio.

Esempio 5.2.10. Sia X C P” una varieta quasi-proiettiva irriducibile, siano Fy,...,F,, €
K[zo, ..., Zn)q, tali che Vi X € V(Fy,...,Fy). Allora X --» P™ | x = [Fy(x),..., Fy,(z)] ¢ una
mappa razionale: infatti X \ V(Fy,...,F,,) & un aperto di X, e questa mappa & ben definita
(nonché un morfismo) dove almeno uno dei polinomi non si annulla.

(1) A2 -—» P! | (z,y) = [x,] non & un morfismo, perd é una mappa razionale.

(2) Sia C = {y? — 2 = 0} C A? la cubica cuspidale, sia f : Al — C | t — (¢2,#3): abbiamo
gia dimostrato in lezioni precedenti che f é un morfismo bigettivo, ma non é un isomorfismo
biregolare. Questo ¢ pero un isomorfismo birazionale: infatti per  # 0 si ha ¢t = £. In
particolare dom(f) = C\ {(0,0)}: infatti & chiaro che vale D, ma se non valesse I'uguaglianza
avremmo dom(f) = C, da cui f sarebbe un isomorfismo biregolare.

2In pratica abbiamo dotato le varieta quasi-proiettive irriducibili di struttura di categoria, utilizzando le mappe
razionali dominanti come morfismi.
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(3) Se U C X ¢ un aperto non vuoto, chiaramente I'immersione ¢ : U < X ¢ un isomorfismo
birazionale.

(4) Consideriamo il blowup A2 < A2: ricordando le lezioni precedenti, € ¢ un morfismo e, nella

carta A%\ {(0,0)}, ha inversa e ! : A2\ {(0,0)} — A2 | (z,y) = {(z,y,[z,y])}. In particolare
¢ sara un isomorfismo birazionale. Anche in questo caso osserviamo che dom(s71) = A2\
{(0,0)}: in caso contrario si avrebbe che € & un isomorfismo biregolare, ma non ¢ iniettiva
(manda la curva eccezionale E in un punto).

(5) Definiamo la trasformazione di Cremona (o quadratica) standard come la mappa razionale
c:P? -5 P? | [x0,21,T2) — [T129, ToT2, ToT1].

Chiaramente dom(c) 2 P2\ {[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]}. Inoltre si verifica facilmente che c? =
Idpz (come mappa razionale), nella carta xorize # 0; in particolare ¢ ¢ un isomorfismo
birazionale, e induce un automorfismo di ordine 2 su P? \ V(zoz122). Ci chiediamo se si
possa estendere anche ai punti [1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]: ci accorgiamo che ¢ manda ciascuna
retta della forma r; = {z; = 0} nel punto opposto; in particolare, dato che [1,0,0] € 1 Nrq,
se per assurdo si potesse estendere ¢ in [1,0,0], dovrebbe mandarlo contemporaneamente in
due punti distinti.

Definizione 5.2.11. Siano X, Y varieta quasi-proiettive irriducibili, sia f : X --» Y una mappa
razionale dominante. Definiamo (analogamente al caso regolare) f* : K(Y) - K(X) | ¢ — @o f
(ha senso perché f ¢ dominante). Si osserva che f* ¢ un omomorfismo K-lineare di campi, o
anche un omomorfismo di estensioni di K.

Osservazione 5.2.12. Anche in questo caso vale la funtorialita, ossia
o Id: X --» X = 1d" = Idg(x);
e Sef:X--»Y, g:Y --» Z sono dominanti, allora (go f)* = f* o g*.

Corollario 5.2.13. Se X,Y sono varieta quasi-proiettive irriducibili isomorfe birazionalmente,
allora K(X) 2 K(Y) (tramite isomorfismo K-lineare).

Dimostrazione. Immediato per funtorialita, come nel caso regolare. O

Corollario 5.2.14. Se X ¢ una varieta quasi-proiettiva, allora K(X) ¢ una K-algebra finitamente
generata.

Dimostrazione. Sia U C X un aperto affine non vuoto (vedi Corollario 4.2.23): abbiamo visto

~

che U < X ¢ un isomorfismo birazionale, quindi K(X) = K(U). Quest’ultima ¢ una K-algebra
finitamente generata (lo abbiamo visto all’inizio della lezione). O

Esempio 5.2.15. Qualche esempio:

(1) Osserviamo che A™ — P", quindi K(P") = K(A™) = K(y1,...,yn). In particolare, ricordan-
do la relazione tra A™ e P", possiamo scrivere K(P") = K(%, el %’)

(2) Osserviamo che A" = A" x A™ — P" x P™ ¢ una varieta affine, quindi

K(P" x P™) = K(A" x A™) = K(A™™).
(3) Ricordando che abbiamo una carta A™™~*) < Gr(k,n), abbiamo K(Gr(k,n)) = K(A™"=),
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Lemma 5.2.16. Siano X,Y varieta irriducibili, sia ¢ : K(Y) — K(X) un omomorfismo K-
lineare. Allora 3!f : X --» Y mappa razionale dominante tale che ¢ = f*.

Dimostrazione. Possiamo supporre wlog X, Y affini: altrimenti posso sostituirli con due aperti
affini in essi contenuti, e osservare che ipotesi e tesi non cambiano. In questo modo K(X) (risp.
K(Y)) & proprio il campo delle frazioni di K[X] (risp. K[Y]).

Siano yi, ..., Ym generatori di K[Y] come K-algebra: si osserva che

WBeKX]\{0}: VI<1<m (p(yi):%
(passando eventualmente a denominatore comune). In particolare Im(yp|g[y)) € K[X], = K[X}].
Definiamo quindi ¢ : K[Y] — K[X3] come ¢ = ¢|g[y] e consideriamo il diagramma commutativo

K(Y) —— K(X)

K[Y] —— K[X,)]

Per la Proposizione 4.2.31 sappiamo che 314 : X, — Y morfismo tale che ¢* = @. Sia dunque f :
X --»Y definita dal rappresentante (X;,): osservando che ¢ ¢ iniettiva in quanto omomorfismo
di K-estensioni, per il Corollario 4.2.27 deduciamo che f & dominante. Verifichiamo che tale f
soddisfa le nostre richieste: se % con p,q € K[Y] e ¢ # 0 & un elemento generico di K(Y), vale

r(5) =7 e 50 —#()

Supponiamo ora che anche g : X --+ Y soddisfi g* = ¢, e verifichiamo che f = g. Osserviamo
che possiamo prendere due rappresentanti f ~ (U, «), g ~ (U, 8) con U C X} aperto non vuoto,
eche a = foi, f=goiconi:U — X. In particolare a* =i* o f* =i*og* =", dacuia =7
(nel caso regolare 'unicita ’abbiamo gia dimostrata) e quindi f ~ g. O

5.3 Lezione 19 (04 Dic 2015)

Proposizione 5.3.1. Siano X, Y due varieta quasi-proiettive irriducibili. Allora le seguenti sono
equivalenti:

(1) X ~pi Y

(2) K(X) 2 K(Y) (come estensioni di K);

(3) 3U C X, V CY aperti non vuoti tali che U 2 V.
Dimostrazione.

(3) = (1) ¢ ovvio per definizione.

(1) = (2) Pabbiamo gia dimostrato.
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(2) = (3) sia p : K(Y) = K(X) un isomorfismo K-lineare: allora 3f : X --» Y mappa razionale

dominante tale che f* = ¢. A meno di restringere 'insieme di definizione, possiamo
supporre wlog che X,Y siano varieta affini e che f : X — Y sia un morfismo. Sia v :
K(X) — K(Y) l'inversa di ¢.
Siano x1,...,x, le classi delle coordinate date da un’immersione X < A™ (i soliti genera-
tori). Come fatto in precedenza, 3b € K[Y]\ {0} tale che Vi ¢(z;) = 9, con a; € K[Y].
In particolare Im(¢|x;x)) € K[Y], = K[Y;], ma questo & vero anche restringendo ¢ a
K[X]o) = K[X,5)]. Possiamo quindi scrivere il seguente diagramma:

@ K(X) (4

K(Y) K(Y)

K[Ys) KXo K[Y?]

Si osserva che ¢ ¢ un isomorfismo (con inversa 1), in particolare abbiamo un isomorfismo
~ . K .
Yy = X, ). Questo isomorfismo & proprio fy, . O

5.3.1 Teoria dei campi

Definizione 5.3.2. Sia K un campo, F' O K un’estensione. Un insieme finito {ay,...,a,} C F
si dice algebricamente indipendente (o si dira che i suoi elementi lo sono) su K se:

Klz1,...,2z,) = F | p(x) = p(ay,...,a,) & iniettiva.

Un insieme infinito S & algebricamente indipendente se e solo se ogni suo sottoinsieme finito ¢é
algebricamente indipendente.

Definizione 5.3.3. Una base di trascendenza di F' su K é un insieme algebricamente indipen-
dente massimale.

Teorema 5.3.4. Sia F' O K un’estensione di campi. Allora esiste sempre una base di trascen-
denza, e tutte le basi di trascendenza hanno la stessa cardinalita, detta grado di trascendenza
(che indicheremo con Trdegy (F)).

Dimostrazione omessa.

Osservazione 5.3.5. Si osserva che Trdegi ' = 0 se e solo se F' & un’estensione algebrica di K.
Lemma 5.3.6. Sia S C F. Valgono le seguenti proprieta:

(1) Se S ¢ algebricamente indipendente, allora 3B base di trascendenza che lo contiene;

(2) Se F D K(S) ¢ algebrica, allora S contiene una base di trascendenza B.

Dimostrazione omessa.
Osservazione 5.3.7. Se X ¢ una varieta quasi-proiettiva irriducibile, abbiamo visto che K(X) D K

¢ un’estensione finitamente generata. In particolare, se K(X) = K(aq, ..., ay,), si verifica tramite
il lemma precedente che Trdeg(K(X)) < n.
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Definizione 5.3.8. Se X ¢ una varietd quasi-proiettiva irriducibile, definiamo la sua dimensione
come dim(X) = Trdeg(K(X)) (che abbiamo appena visto essere finita). Se X & una varieta quasi-
proiettiva riducibile, e X = X; U...U X,, é una sua decomposizione in irriducibili?, definiamo la
sua dimensione come dim(X) = maxj<;<, dim(X;).

Osservazione 5.3.9. Ricordando la Proposizione 5.3.1, se X,Y sono varietda quasi-proiettive ir-
riducibili e X~y Y, allora K(X) =2 K(Y), quindi dim(X) = dim(Y). In altri termini, la
dimensione é un invariante birazionale.

Esempio 5.3.10. Ricordiamo che K(A") = K(z1,...,Z,), quindi dim(A™) = n. Dato che A™ ¢
un aperto non vuoto di P (e quindi A™ ~p;, P™), si ha anche dim(P") = dim(A™) = n. Per la
stessa ragione dim(Gr(k,n)) = k(n — k) (contiene una carta isomorfa ad A*=F)),

Esempio 5.3.11. Sia f € K[z, ..., z,;y] un polinomio irriducibile, supponiamo che f dipenda
da y. Sia X = V(f) C A""!. Avevamo calcolato (nella lezione precedente)

alg

K(X) =K(z1,...,z:)[y]/(f) 2 K(z1,...,2,),

da cui si verifica immediatamente che dim(X) = n (vedi Lemma 5.3.6). In particolare, le
ipersuperfici irriducibili hanno sempre la dimensione dello spazio in cui vivono, meno uno.

Proposizione 5.3.12. Sia X una varietd quasi-proiettiva irriducibile di dimensione n. Allora
3f € K[z, ..., z,;y] = K[x; y] polinomio irriducibile tale che X ~u;, V(f) € A™HL.

Dimostrazione. Lo dimostriamo in caratteristica 0, anche se il risultato ¢ valido piit in genera-
le*. Sia {z1,...,2,} € K(X) una base di trascendenza: in particolare K(X) D K(z1,...,2,)
¢ un’estensione algebrica finita (perché K(X) é finitamente generata su K). Per il teorema del-
Pelemento primitivo (che possiamo applicare perché siamo in caratteristica 0) Ja € K(X) tale
che K(X) = K(z1, ..., 2n)[0] = K(x1,...,2,)[y]/(g), dove g € K(z1,...,2,)[y] € il polinomio
minimo di « su K(zy,...,2,)[y], che & monico e irriducibile. Possiamo scrivere

9y) =y +a(x)y " + .+ an(x)

e osservare che, a meno di moltiplicare per un opportuno d(z) € K[z1,...,z,], si ha che f(x,y) =
9(y)d(z) é un polinomio primitivo in K[x; ] e irriducibile in K(x)[y] (g lo &, e d é invertibile). In

~

particolare f @ irriducibile per il lemma di Gauss, e si pud concludere che K(X) = K(x)[y]/(f) =
KV (/).

Proposizione 5.3.13. Siano X,Y due varieta quasi-proiettive irriducibili, sia f : X --» Y un
morfismo dominante: allora dimY < dim X.

Dimostrazione. La mappa f* : K(Y) — K(X) ¢ iniettiva (& un omomorfismo di campi), e manda
ogni base di trascendenza di K(Y) in un insieme di elementi algebricamente indipendenti di
K(X). O

Proposizione 5.3.14. Siano X, Y due varieta quasi-proiettive irriducibili: allora dim(X xY') =
dim X +dim Y.

3Non dovrebbe dipendere dalla scelta fatta.
4Si dovrebbe usare il lemma di normalizzazione di Noether.
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Dimostrazione. Similmente a quanto fatto in precedenza, possiamo supporre wlog che X, Y siano
affini e soddisfino X C AN e Y C AM. In particolare K(X) (risp. K(Y)) é generato da classi di

coordinate x1,...,xy (risp. y1,...,yr) €, a meno di riordinare, possiamo supporre che x1, ..., x,
(risp. ¥1,- .., Ym) sia una base di trascendenza di K(X) (risp. K(Y)), con n < N (risp. m < M).
Vogliamo mostrare che x1,...,2n,91,...,Ym € una base di trascendenza di K(X xY). E

tutto ben definito: basta considerare le proiezioni p; : X XY — X epy: X XY — Y e passare
a pj e p5. Osserviamo che

alg
K(X XY) :K(xl,...,mN,yl,...,yM) QK(l‘l,...,mn,yl,...,ym):

infatti le relazioni di dipendenza algebrica si spostano da K(X) e K(Y) su K(X x Y') tramite p}

e p3; in particolare, per il Lemma 5.3.6, 'insieme {x1,...,%n,y1,-..,Ym contiene una base di
trascendenza di K(X x Y).
Resta da dimostrare che x1,...,%pn,¥1,...,Ym sono algebricamente indipendenti. Suppo-

niamo per assurdo che soddisfino una relazione di dipendenza algebrica: in tal caso dp €
K[S1,...,Sn,T1,...,Trm] (variabili libere) non nullo, tale che p(x1,...,Zn,y1,...,Ym) = 0 su
X x Y (possiamo restringerci a lavorare su K[X x Y]). Scriviamo p(S,T) = >, a;(S)T?, dove
I varia in un insieme di multiindici: in particolare, fissato X € X, vale Vy € Y 3", a;(X)y! = 0.
Interpretando la precedente scrittura come un polinomio in K(Y), e ricordando che y1, ..., ¥m
ne ¢ una base di trascendenza, deduciamo che VI a;(X) = 0; in particolare, per arbitrarieta nella
scelta di X € X, varra VI a;(x) = 0 su X. Dato che z1,...,xz, era una base di trascendenza
per K(X), questo implica che VI a;(S) =0, da cui concludiamo p = 0 (come polinomio), che &
assurdo. O

Proposizione 5.3.15. Siano X, Y due varieta irriducibili tali che Y C X: alloradimY < dim X.

Dimostrazione. Ancora una volta possiamo supporre wlog che X,Y siano varieta affini e valga
Y € X C AN, Sia n = dim X: dato che l'insieme delle classi coordinate {z1,...,zyN} con-
tiene necessariamente una base di trascendenza di Y, vogliamo mostrare che non ammette un
sottoinsieme di n elementi algebricamente indipendenti in K(Y").

Supponiamo quindi per assurdo che un tale sottoinsieme sia algebricamente indipendente
in K(Y) (wlog z1,...,2,). Dalle ipotesi si osserva che 0 # I(Y) C K[X] (per Nullstellensatz
relativo), dunque 3f € I(Y)\ {0}. Necessariamente {z1,...,2,, f} & algebricamente dipendente
in K(X), quindi esiste un polinomio P € K[T1,...,T,, Z]\0 tale che P(x, f) = 0 su X. Scriviamo
P(T,Z) = ao(T)Z%+ ...+ aq(T): possiamo supporre wlog aq # 0 (in caso contrario riduciamo:
siamo su un dominio). La relazione P(x, f) = 0 su X implica in particolare a4(T) = 0 su Y
(f € I(Y), dunque f =0 suY). In particolare abbiamo una relazione di dipendenza algebrica
di z1,...,z,suY. L

5.4 Lezione 20 (11 Dic 2015)

Definizione 5.4.1. Sia X una varietd quasi-proiettiva, sia X = X; U...U X} la sua decomposi-
zione irriducibile minimale. Definiamo la dimensione di X come dim(X) = max;<;<s dim(X;).
Se Vi dim(X;) = n, diremo che X ha dimensione pura n.

Osservazione 5.4.2. Sia F = K|z, ..., Zni1]a, sta X = V(F) C P*!: allora F ha dimensione
pura n. Infatti basta considerare la sua fattorizzazione in irriducibili F' = [] F;** e osservare che
X =V(F) =JV(F;) ¢ la sua decomposizione in irriducibili minimale. Lo stesso risultato vale
nel caso affine.
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Proposizione 5.4.3. Sia X C P**! (risp. A”*!) un chiuso con dimensione pura n. Allora X &
un’ipersuperficie.

Dimostrazione. Se X = X; U...U X} é la decomposizione in irriducibili minimale, basta dimo-
strare il risultato per gli X;, quindi possiamo supporre wlog che X sia irriducibile. Ci limitiamo
a considerare il caso X C P**+1: il caso A”t! ¢ analogo.

Dato che dimX = n < n+ 1, si avrta X C P"™! e quindi I(X) # 0. Possiamo dedurne
che 3F € Klzo,...,znt1] \ {0} omogeneo tale che X C V(F). Decomponendo in irriducibili
V(F) =JV(F;), osserviamo che X = J(X NV (F;)) & una decomposizione in chiusi. Dato che
X ¢ irriducibile, 37 tale che X = X NV (F}), da cui X C V(F}). Per l'osservazione precedente
dim(V(F;)) = n, ma anche dim X = n, sono entrambi irriducibili e quindi si deve avere X =
V(F;) (vedi Proposizione 5.3.15). O

Esempio 5.4.4. P? e P! x P! sono birazionali (contengono entrambi un aperto isomorfo a A?),
ma non sono isomorfi. Si considerino per esempio D; = {[1,0]} x P! e Dy = {[0,1]} x P! in
P! x P!: sono due chiusi isomorfi a P!, quindi curve irriducibili, inoltre D; N Dy = @. Tuttavia,
se si avesse P! x P! = P2, allora si dovrebbe avere Dy N Dy # () per Bézout.

Proposizione 5.4.5. Sia X C PV un chiuso irriducibile con dim X = n, sia F € K[z, ..., zx]
omogeneo tale che V(F) 2 X. Allora X NV(F) ha dimensione pura n — 1.

Dimostrazione omessa.

Corollario 5.4.6. Siano Fi,..., Fy polinomi omogenei in K[zg,...,zn] con &k < N, sia X =
AV (F;). Allora X # () e ogni componente irriducibile di X ha codimensione < k.

Dimostrazione. Per induzione, applicando la proposizione precedente alle singole componenti
irriducibili: ad ogni passo la dimensione cala di 1 o resta uguale. O

Corollario 5.4.7. Sia X C P" un chiuso irriducibile. Allora dim X = n se e solo se valgono le
seguenti:

(a) VHy,...,H, C PV iperpiani si ha X N H; # 0;
(b) 3K7,...,K,+1 C PV iperpiani tali che X N K; = 0.
Dimostrazione.

(=) Supponiamo dim X = n. Applicando la Proposizione 5.4.5 in modo simile al corollario
precedente, otteniamo che VHy, ..., H, dim(X N H;) >0 e quindi (a).

Sia K un iperpiano che non contiene X (basta fissare un punto di X e prendere un iperpia-
no che non ci passa): per la Proposizione 5.4.5 XNK; = Y U...UY, conVi dim(Y;) = n—1.
Sia Vi y; € Y; e scegliamo un iperpiano K5 che non passa per alcun y;: in particolare Vi le
componenti irriducibili di ¥; N K5 hanno dimensione n — 2, quindi le componenti irriducibili
di X N K7N K, hanno dimensione n — 2. Iterando, otteniamo che le componenti irriducibili
di X N K; hanno dimensione —1, cioé sono vuote, e abbiamo (b).

(<) Supponiamo per assurdo che dim X < n: in tal caso, in modo simile al punto precedente,
possiamo prendere n iperpiani Hq, ..., H, tali che X N[ H; = ), che & in contraddizione
con (a). D’altra parte, se dim X > n, per qualunque scelta di Ky, ..., K,+1 la dimensione
dell’intersezione X N[ K; non potrebbe calare sotto lo 0, in contraddizione con (b). O

103



Corollario 5.4.8. Sia X C A" un chiuso irriducibile di dimensione n, sia f € K[z1,...,2zy].
Supponiamo V(f) 2 X°: allora X N V(f) ha dimensione pura n — 1, oppure X NV (f) = 0.

Dimostrazione. Sia X (risp. V(F)) la chiusura proiettiva di X (risp. V(f)), dove F = H(f).
Osserviamo che X, V(F) soddisfa le ipotesi della Proposizione 5.4.5%, quindi X N V(F) ha di-
mensione pura n— 1. Dato che XNV (f) = XNV (F)NAY, le componenti irriducibili di X NV (f)
sono quelle di X NV (F) non contenute interamente nell’iperpiano all’infinito, e avranno dimen-
sione n — 1. Se ce n’¢ almeno una, siamo nel caso in cui X N V(f) ha dimensione pura n — 1,
altrimenti sara vuoto. O

Definizione 5.4.9. Sia X uno spazio topologico Noetheriano irriducibile. Una catena finita di
chiusi irriducibili di lunghezza n ¢ 0 # Zy C Z1 € ... C Zy,, dove gli Z; sono chiusi irriducibili.
Diremo che X ha dimensione topologica (denotata con topdim) pari al sup delle lunghezze delle
sue catene finite di chiusi irriducibili.

Esempio 5.4.10. Consideriamo X = A!: i suoi chiusi irriducibili sono soltanto i punti e Al
stesso, quindi topdim A = 1.

Osservazione 5.4.11. Sia X C A™ un chiuso affine irriducibile. C’¢ una bigezione tra le catene
di chiusi irriducibili di X e le catene di ideali primi di A™, che lascia invariata la lunghezza. In
particolare topdim X = dimg, X.

Teorema 5.4.12. Sia X una varieta quasi-proiettiva irriducibile: allora dim X = topdim X.
Dimostrazione. Sia n := dim X e m := topdim X.

(n>m) Sia Zy C ... C Z, una catena di chiusi irriducibili: per la Proposizione 5.3.15 abbiamo
0<dimZy<dimZ; <...<dimZ, <n,

dunque r < n. Per arbitrarietd nella scelta della catena, passiamo al sup e deduciamo
m < n.

(n <m) E sufficiente esibire una catena di chiusi irriducibili di lunghezza n. Se X é un chiuso
affine, possiamo applicare il Corollario 5.4.8 iterativamente per ottenere una catena di
chiusi irriducibili di lunghezza n (scegliendo ad ogni passo un iperpiano opportuno e una
componente irriducibile dell’intersezione).

In generale, sia ) = U C X un aperto affine (quindi denso in X): possiamo’ considerare

una catena di chiusi irriducibili Zy € ... € Z,, di U e passare alla chiusura in X, ottenendo
una catena di chiusi irriducibili di lunghezza n. O

In realta valgono fatti un po’ piu generali di questo, ma ci accontenteremo.

Teorema 5.4.13 (dimensione delle fibre). Siano X,Y varieta proiettive irriducibili, sia f : X —
Y un morfismo surgettivo. Allora la funzione ¢ : ¥ — R | y — dim(f~!(y)) ¢ semicontinua
superiormente (cioé gli insiemi della forma {¢(y) < n} sono aperti), e ha minimo dim X —dimY".
In particolare, 3U C Y aperto denso tale che dim(f~1(y)) = dim X — dimY su U.

Dimostrazione omessa.

Anche in questo caso valgono risultati pitt generali, che non considereremo.

5Questa ipotesi a lezione non & stata detta, ma dovrebbe essere necessaria.
SQui servirebbero alcune verifiche che sono state ignorate: si dimostra che passando alla chiusura proiettiva la
dimensione non cambia (ragionare su K(X)).

L , . AN . . .
"Non ¢ del tutto chiaro il perché, ma pare che abbia senso passando a U per poi restringere di nuovo a U.
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Esempio 5.4.14./\Sia A2 5 A% lo scoppi/a\mento con la solita mappa di proiezione. Ab-
biamo visto che A2 ~p;, A2 da cui dim(A2) = dim(A?) = 2. Osserviamo che V(z,y) €
A2\ {0} e (z,y) = {pt}, dunque dim(e~(x,y)) = 0; d’altra parte e 1(0,0) = E (la curva
eccezionale), per cui dim(¢71(0,0)) = 1.

Tutto funziona come ci si aspetta nonostante ,&5 e A% non siano varieta proiettive: questo
perché (come avevamo accennato), il risultato precedente ¢ pit generale di quello enunciato.

I~

Possiamo osservare che X = A2 non & neanche una varieta affine: se lo fosse, in particolare
le funzioni regolari separerebbero i punti®; tuttavia i punti della curva eccezionale non possono
essere separati.

Corollario 5.4.15. Siano X, Y varieta proiettive con Y irriducibile, sia f : X — Y un morfismo
surgettivo. Supponiamo che 3k € N tale che Vy € Y f~!(y) & una varieta irriducibile di
dimensione k. Allora X ¢ una varietd irriducibile di dimensione dimY + k.

Dimostrazione. Sia X = X; U...U X, la decomposizione in irriducibili minimale di X, siano
fi + X; = Y le restrizioni della mappa f. Per ciascun 1 < ¢ < r, separiamo due casi:

1. Se f; & surgettiva, sia U; un aperto denso di Y tale che dim(fi_l(y)) =dimX; — dimY su
U, (esiste per il teorema precedente). In questo caso diciamo che “i & di tipo 1”.

2. Se f; non ¢é surgettiva, sia U; := Y \ f(X;): per il Corollario 4.4.5 la mappa f ¢ chiusa,
quindi U; é un aperto denso di Y. In questo caso diciamo che “i € di tipo 2”.

Sia U = (U;: & un aperto denso di Y. Sia § € U fissato: si ha f~'(g) = U f; (7). Osserviamo
che se i & di tipo 2, allora f; '(7) = ) Dato che f~(%) & un chiuso irriducibile non vuoto, si
deve necessariamente avere f{l@) = f~(y) per qualche indice 7 di tipo 1, e avremo dim X; =
dimY + k.

Sia ora y € Y qualunque: si ha f{l(y) C f~(y). Osserviamo che f;*(y) ¢ un chiuso di
dimensione > k (infatti k = dim X; —dim Y ¢ la dimensione minima delle fibre di f; : X1 = Y),
e f~1(y) ¢ un chiuso irriducibile di dimensione k: in particolare avremo f{l(y) = f~1(y). Per
arbitrarieta di y € Y, possiamo concludere X; = X.

Proposizione 5.4.16. Sia d > 1 un intero, sia PV = P(Klzo,...,zn]q), sia A = {[F] |
F ¢& singolare} C PV. Allora A & un’ipersuperficie irriducibile.

Dimostrazione. Ci basta dimostrare che A ¢ una varietd proiettiva irriducibile di dimensione
N — 1, e applicare la Proposizione 5.4.3. Sia I = {(P,[F]) | P ¢é singolare per F} C P" x PV:
chiaramente py : I — A. Abbiamo gia dimostrato (vedi Lezione 16) che I ¢ una varieta proiettiva,
inoltre ps é una mappa chiusa: in particolare A é un chiuso proiettivo, e sara irriducibile se lo é
1.

Sia f = py1|r: I — P, sia P =[1,0,...,0] € P™ ci chiediamo cosa sia f~!(P). Sicuramente
f71(P) ¢ isomorfo alla varieta delle ipersuperfici di grado d singolari in P: passando alla carta
affine xg # 0, queste sono determinate dal porre nulli i coefficienti dei monomi di grado < 1, che
sono n + 1, quindi f~}(P) = PN-n-1,

Sia ora P € P" generico: si osserva che PGL(n + 1) agisce algebricamente su P", su PV e
su P" x PV (quest’ultima si intende come azione diagonale g(P, [F]) := (gP, [¢gF])). L’azione su
P" ¢ transitiva (sono proiettivita): in particolare dg : gP = P. Si verifica che g preserva I°: in
particolare si verifica che f~1(P) = f~}(P) @ PN—n-1L

8Cioe Vz,y € X Jp € K[X]: ¢(z) # ¢(y). Vedere la definizione per convincersi che vale.
9Nel senso che g(P,[F]) € I <= (P,[F]) € I, se non ho capito male.
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Dato che PVY—"1 ¢ irriducibile di dimensione N — n — 1, possiamo applicare il corollario
precedente a f : I — P™ e dedurre che I ¢ una varieta irriducibile di dimensione n+ (N —n—1) =
N — 1. In particolare, A = po(I) ¢ una varieta irriducibile di dimensione < N — 1.

Resta solo da dimostrare che dim A é proprio N — 1. Vogliamo applicare il Teorema di
dimensione delle fibre al morfismo surgettivo po : I — A: & sufficiente esibire G € A tale che

dim(py ' (F)) = 0, cioé che abbia un numero finito di punti singolari. Sia G' € K[zg,...,2n_1]a
un’ipersuperficie liscia, e considero F' come G interpretata in K[z, . .., z,]q: si verifica facilmente
che [0,...,0,1] & 'unico punto singolare di F. O

5.5 Lezione 21 (16 Dic 2015)

Ricordiamo che, preso X = V(f) chiuso di A™ ed un punto P € X, abbiamo definito lo spazio
tangente a X in P come

)
TX7P:{UGKR‘28§<P)UZ:0}
i=1

Generalizziamo questo concetto ai chiusi di A™

Definizione 5.5.1. Dato X chiuso di A", ed un punto P € X, si definisce lo spazio tangente a
X in P come

Tx.p= ﬂ Ty (p),p
fel(X)

Le due definizioni sopra NON coincidono nel caso in cui X sia un’ipersuperficie.

Esempio 5.5.2. X = V(2?) in A? é singolare in ogni punto, dunque il suo spazio tangente é
tutto A%, ma I(X) = (z), dunque preso P = (0,0) l'origine,

Tx,p CTy(x),p = {x =0} # A

In un certo senso, lo spazio tangente non tiene conto delle molteplicita dei fattori, ma solo
del luogo di zeri. Infatti, come vedremo con la Proposizione 5.5.3, le due definizioni coincidono
nel caso f sia square-free.

Proposizione 5.5.3. Dato X chiuso di A™, ed un punto P € X, siano g1, ..., g, generatori di
I(X). Allora

n
0g; )
Tx.p = {v €K"Y S (P)o; =0 Vj)
i=1 v
Dimostrazione. Chiamiamo S 'insieme
S ={veK" z": %(P)vi =0 Vj}
i=1 Oz

Avremo che
S = ﬂ Tv(g,).p 2 Tx.p
J

Dato f € I(X) questo ¢ una combinazione dei generatori f =} h;g;, dunque preso un v in S,
" Of " Oh, "L g,
(P = 5(P) S T (P 4 hy(P) Y 5% (P = 0
K3

i=1 v i=1

ox;
i=1 v
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Fissato X come sopra, studiamo ora la mappa ¥ : X — N definita da
P +— dim TX’p

Proposizione 5.5.4. La mappa
P +— dim TX’p

é semicontinua superiore

Dimostrazione. Ricordiamo che una funzione é semicontinua superiore se la controimmagine del-
le semirette chiuse [r, +oo] é chiusa.

Notiamo che T'x p € intersezione di iperpiani ortogonali ai gradienti delle g;, dunque la sua codi-
mensione é il massimo numero di gradienti linearmente indipendenti. In altre parole, chiamata
A la matrice che ha per righe i gradienti dei g;, allora

dimTX’p =n— T]{?(A)
da ci6 possiamo descrivere la controimmagine di [r, +00] come
dimTx p>r < n—r >rk(A)

ossia tramite le condizione che ogni minore di stazza maggiore di n — r sia zero'®, che é una
condizione chiusa. O

Corollario 5.5.5. Sia m = minpex ¢(P). Allora U = {P € X|¢)(P) = m} é aperto.

Dimostrazione.
U= ’(/J_l(—OO, m] = (z/J_l[m +1, —i—oo))c

O

Definizione 5.5.6. Dato X chiuso di A", con m = minpex ¥(P), allora P é un punto liscio se
Y(P) = m, e si indicano con
XS’H’L = {P S X|¢(P) = m}

Nel caso di un’ipersuperficie X = V(f), con f square-free non costante, allora chiaramente
rk(A) puo essere solo 1 o 0 in quanto A ha una sola riga, ed é zero solo quando il gradiente é
nullo, ossia quando la curva é singolare nel punto. Se escludiamo il caso in cui tutti i punti sono
singolari, otteniamo che le nostre definizioni di punti lisci coincidono, e minpe x (P) =n — 1.
Per6 questo caso é impossibile da ottenere per il seguente risultato

Proposizione 5.5.7. Se in un’ipersuperficie affine X = V/(f) tutti i punti sono singolari, allora
f non é square-free oppure é una costante.

Dimostrazione. Poniamo che f sia square-free. Abbiamo che, per Nullstellensatz

of

vinev (s

>:>f‘gi Vi

10Dove con "minore" intendiamo il determinante della sottomatrice quadrata
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ma le derivate parziali hanno tutte grado minore di f in almeno una coordinata, dunque sono
identicamente zero. Se la caratteristica del campo K é zero, allora f é una costante. Se la
caratteristica é positiva, e f non é una costante, allora

f(l‘) = 9(14177" 71:2) = Zalxpl = Zbl;l’pl = (Z beI)P

e pertanto non é square-free. O

Definizione 5.5.8. Dato X chiuso di A", ed un punto P € X, una derivazione di K[X] in P é
una funzione K-lineare ¢ : K[X] — K per cui vale la regola di Leibniz

5(fg) = o(f)g(P) + f(P)(g)
Indichiamo tali derivazioni con Dx p
Osservazione 5.5.9. Dx p é un K-spazio vettoriale. Inoltre
0(1)=2§(1) = 6(1)=0 = 6(K)=0 Vée Dx,p

Osservazione 5.5.10. Se X = A", allora le derivazioni parziali nel punto a%J p sono effettivamente
delle derivazioni.

Teorema 5.5.11.
Tpn.p = Dyn p

Dimostrazione. Prendiamo la funzione

@ :Tan p — Dpn p

vt—)Zi:via?Cib

Questo é un omomorfismo di K-spazi vettoriali, dove le immagini sono derivazioni poiché com-
binazioni lineari di derivate parziali nel punto. E iniettivo poiché

pv) =0 = p)(z;))=v, =0V = v=0

Se chiamiamo M = ({z; — a;};), dove P = (a;);, allora una qualsiasi derivazione in P soddisfa
§(M?) =0, in quanto

6((zi — ai)(zj — a;)) = 0((z; — a;))(a; — aj) + (a; — a;)0((z; —a;)) =0

Se chiamiamo w; = §(z; — a;), allora

feKz] = f(z):f(P)+Z(xifai)%(P)+z ze M?

of
6:10,»

= o(f) = Zwi (P) = p(w)(f)

e dato che™ Tyn p = Ty (o), p = K", allora ¢ ¢ anche suriettiva. O

Isotto Iipotesi di campo algebricamente chiuso - é bene ricordarlo qualche volta

108



Prendiamo ora un chiuso affine X e § una derivazione di K[X] in K[A"]
P. La mappa suriettiva da K[A"] a K[X] produce una derivazione ¢ di
K[A"] in P, dunque del tipo 5

~ 0
6=> vig—lp

O, Kx] — S K
Da questo ricaviamo che

Teorema 5.5.12.
Txp=Dxp

Dimostrazione. Dal diagramma sopra abbiamo che Dx p sono le derivazioni di K[A"] che si
annullano su I(X), il che é equivalente ad imporre che § si annulli su g; generatori di I(X), in
quanto

fellX) = f:Zhigi = 4(f) :Z(S(hi)gi(P)+Zhi(P)5(gi) =0

dunque avremo

Dx p = {6 € Dan pl|d(I(X)) =0} = {v € Tyn plp(v)(g;) =0 Vj} =

— (e K (P, =0 vj) = Tx

)

O

Teorema 5.5.13. Dato P € X chiuso affine, e M = I({P}) l'ideale massimale relativo al punto
P in K[X], allora
M *
T & <M>

Dimostrazione. Usiamo che T'x p = Dx p. Abbiamo gia visto che le derivazioni in P si annullano
su M?, e che sono univocamente determinate dalle immagini su (z; —a;). Dato che M/M? é uno
spazio vettoriale generato dalle classi di x; —a; su K[X], allora possiamo restringere le derivazioni
su questo spazio tramite h, che le manda in funzioni K-lineari, ossia nel duale di M /M?2.

M *
h: DX,P — (W)

Questa € iniettiva poiché

h(&)[xl —ai] =0Vi = (5[.’17z — ai] =0W

— 317 =8 | 1(P)+ Y (os — ) 2L (P) +2| =0 V(@)

E anche suriettiva perché possiamo scrivere la mappa inversa

(MY )
h : (]\42 —)DX’p ’¢'—)Z¢[$l—al]%|p
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dove I'immagine é una derivazione su X poiché preso f € I(X), avremo

WO () = 3 ol — il gL (P) =

=6 | 1(P)+ Y= ) 5L (P) + 2| = ols@)] = 6(0) = 0

Per semplicita, d’ora in poi poniamo X irriducibile.
Definizione 5.5.14. Preso P € X, allora indichiamo le funzionali razionali di X definite su P

come
Oxp = {ﬁfium,g(m EKIX] g(P)#0)

Osservazione 5.5.15. Ox p ¢ locale con ideale massimale
M = {h(z) € Ox, p|h(P) =0}
Infatti tutti gli altri elementi sono invertibili. In realt& vale anche che
M = {h(z) e K[X]|h(P) =0} = Oxp=K[X|y, M=MOxp
Proposizione 5.5.16. Con le notazioni sopra,

M M
M2 M2
Dimostrazione. ovviamente, avremo M C M, dunque possiamo definire la mappa tra spazi
vettoriali
M

rlpM—)W

il suo kernel é

keryp = {f(z) € M|f(x) € M*} = M* NK[X] = M?

dove l'ultima eguaglianza é vera poiché

p(x) € M*NKIX] = pla)q(z) = Zai(x)bi(ﬂc) ai(x),bi(x) € M q(z) ¢ M

= p(r) =

preso ora un elemento f/g € M/M?, avremo

[f(w)} _ {f(x) n (g(z) — g(P))f(x)
g() g() 9(P)g(x)

dove (g(z) — g(P))f(z) € M?. Quindi ¢ é suriettiva, e questo dimostra la tesi. O

| =

Estendendo tutte le definizioni a varietda X quasi-proiettive, e definendo

M *
= ()
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Proposizione 5.5.17.
1. Se P € U C X é un aperto affine, allora Ty p = T'x p
2. ¢ : P~ dimTx p ¢ semicontinua superiore

Dunque possiamo estendere la definizione di punti lisci come
Xom ={P € X|¢Y(P) = mi
(P& X|U(P) = min v(Q)}

e risultera come prima che X, é aperto. Se per6 X non é irriducibile (come abbiamo supposto
finora) c’é bisogno di qualcosa di pit preciso.

Prese X,Y varietda q.p., e f : X — Y un morfismo, questo induce il pullback f* : K(Y) —
K(X). Se Pe X e Q = f(P), allora f* ristretta a Mg C K(Y') ha immagine in Mp C K(X).

Definizione 5.5.18. passando ai quozienti, il pullback induce una mappa che chiamiamo codif-
ferenziale

Mg Mp

(d)p: s =
oMy, T M3

Questa mappa gode delle proprieta funtoriali, quali

o (d(Id)), =1d

eData f: X =Y, g:Y > Z,ePeX,Q=f(P), R=yg(Q), allora
(d(go )P = (df)p o (dg)q

e Se f ¢ un isomorfismo, allora lo ¢ anche (df)%

Teorema 5.5.19. Se X é una varietd q.p. irriducibile, allora
dimTX7p=dimX — PeXin
Dimostrazione. E equivalente a chiedere che
dim X = mi P
im min $(P)

Se n = dim X, allora esiste un aperto U di X isomorfo ad un aperto di un’ipersuperficie affine in
A" | ed in particolare, dato che gli spazi tangenti si corrispondono, la dimensione minima di
questi sara n su U. Dato che X, é aperto e X irriducibile, allora U contiene almeno un punto
liscio, il che conclude. O

5.6 Lezione 22 (17 Dic 2015)

Esercizio 5.6.1. Provare che tutti i punti di A™ sono lisci

Fatto questo, ¢ facile vedere che anche tutti i punti di P sono lisci, in quanto é una proprieta
locale, e dunque basta testarlo sulle carte. Allo stesso modo si trattano P x P™ e Gr(k,n). Tutti
questi sono esempi di

Definizione 5.6.2. Se esiste G’ gruppo algebrico che agisce transitivamente su X varieta, allora
si dice che X & uno spazio omogeneo.
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In un tale spazio, abbiamo che ogni g € G elemento del gruppo algebrico ¢ un isomorfismo
dello spazio, ed essendo un isomorfismo tra gli spazi tangenti, manda punti lisci in punti lisci.

Fatto 5.6.3. Per ogni coppia di punti lisci (P, Q) in X spazio omogeneo, esiste g € G tale che
9(P) = Q"

Mettiamoci a caratteristica zero. Se X C P™ ¢ un chiuso, una maniera per testare se i
punti sono lisci ¢ passare agli affini e calcolare dimTx p su di essi. In realtd questo si puo fare
direttamente sul proiettivo, poiché, se per esempio Y = X N Uy, allora

Ty,p = {’U € Kn|z ng (P)Uz =0 vf € I(Y)}
i=1 "

" OF
Txp={ve P> o, (P)vi =0 VF € I(X)p}
i=0 "

dove I(X)pr & il generato dei polinomi omogeneizzati di I(Y), dunque i due spazi vettoriali
hanno la stessa dimensione.

Cambiamo discorso, e incominciamo a studiare il numero di rette distinte dentro un’ipersu-
perficie X di grado d in P?, ponendoci a caratteristica zero.

e se d = 1, 'ipersuperficie & un iperpiano, e contiene infinite(al quadrato) rette distinte.
e se d = 2 abbiamo una quadrica, che si pud rappresentare come una matrice 4 per 4.

— se X ha rango massimo, allora si puo ridurre nella forma zyzs — x1x2, che sappiamo
essere isomorfo, tramite la mappa di Segre, a P! x P!, e contiene due famiglie infinite
di rette

— Se X ha rango 3, allora si riduce nella forma 22 + 2% + 3. Preso un punto P su
x3 = 0, la quadrica contiene la retta che passa per P e il punto [0,0,0,1], dunque
contiene infinite rette.

— Se X ha rango 2, si riduce a zgz1, che contiene tutti i punti della forma [0, a, b, c],
dunque un intero P? con infinite rette

— Se X ha rango 1, si riduce a z2 che coincide con l'iperpiano zg = 0, e si ritorna al
caso d =1

Se d > 3, la questione diventa piu interessante. Prendiamo

d+3
IPN :P(K[$Q,$1,x2,$3]d) N: ( 3 > 71

e consideriamo

I={(,[FDIL S V(F)} C Gr(2,4) x PY

ossia le coppie retta-ipersuperficie con la retta inclusa nell’ipersuperficie. La sua proiezione sul
proiettivo da le ipersuperfici di grado d che contengono almeno una retta.

Proposizione 5.6.4. I ¢ chiuso

12n0n so se sia vero..
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Dimostrazione. sia U = {pp1 # 0} C Gr(2,4) una carta, e mostriamo che I N (U x PV) ¢ chiuso.
presa | € Gr(2,4) retta generata da vy, vy € P3, allora

[CV(F) <= G(s,t) = F(svy +tvy) =0 Vs,t € K

Sappiamo che G(s,t) & omogeneo in s,t di grado d, ma deve essere identicamente nulla, dunque
tutti i coefficienti devono essere zero, e questi sono polinomiali nelle variabili v; = [1,0, a, b],
vy = [0,1,¢,d] e nei coefficienti di F', dunque impongono condizioni chiuse. O

Corollario 5.6.5. ps : I — PV ¢ chiusa

Studiamo 'altra proiezione p; : I — Gr(2,4).
Se lp = {z2 = 23 = 0} allora

p (o) = {[F] € PN|lp C V(F)} = {[F] € PN|F(x,1,0,0) = 0}

che ¢ definito dall’annullarsi dei coefficienti del tipo zfz{ ¥ ossia da d + 1 condizioni lineari

indipendenti, pertanto py ' (lp) = PN—4-1,

Il gruppo PGL(4) agisce su Gr(2,4) x PV, o meglio, agisce sulle variabili z,...,xs, pre-
servando I, e le proiezioni commutano con ’azione. Dato che p; o g = g, allora ’azione porta
fibre in fibre, ed in particolare, dato che ¢ transitiva su Gr(2,4), allora per tutte le rette [ si
ha pfl(l) =~ PN-d=1 Abbiamo concluso che tutte le fibre sono irriducibili, hanno la stessa
dimensione, e anche Gr(2,4) ¢é irriducibile, pertanto anche I ¢ irriducibile di dimensione

dimGr(2,4)+ N—-d—-1=N-d+3

e di conseguenza, anche py(I) & irriducibile, di dimensione < N —d + 3. Se d > 4, allora
dim p(I) < N, e pertanto & un chiuso proprio, dunque ¢’¢ un aperto denso di polinomi di grado
d > 4 che non contiene rette.

Poniamoci dunque nel caso d = 3, e dimostriamo che

Proposizione 5.6.6. ps|; é suriettiva

Dimostrazione. Sappiamo dal teorema della fibra!® che esiste V' C po(I) aperto tale che tutte
le fibre su di esso hanno la stessa dimensione, pari a N — dimps([), e questa é la minima
dimensione di una fibra. Se troviamo dunque [F] € pa(I) con fibra di dimensione zero, allora
N = dimpy(I) = dim PV, e pertanto py é suriettiva.
La cubica in questione é F' = 1123 — 3, infatti nella carta affine xg = 1 diviene f = xqz223—1,
e intersecato con un qualsiasi piano x; — axy — bxz si ottiene la cubica piana (axs + bxz)xors — 1
irriducibile per ogni scelta di a,b, e dunque non contiene nessuna retta affine. Nell’iperpiano
xo = 0 invece contiene esattamente le 3 rette {zg =x; =0} i =1,2,3.

O

Ci6 ci dice che ogni cubica in P? contiene almeno una retta. In realtd in seguito vedremo
un teorema che ci dird esattamente il numero di rette contenuto in una cubica liscia. Prima di
arrivarci, abbiamo bisogno ancora di un paio di lemmi

Proposizione 5.6.7. Date tre rette concorrenti in una cubica liscia di P, allora queste sono
complanari.

Dimostrazione. Dato che le tre rette sono contenute nella cubica, allora appartengono tutte al
tangente alla cubica nel punto di concorrenza, e questo é un iperpiano poiché la cubica é liscia. [

Bperché I é una varieta proiettiva? perché é chiuso in Gr(2,4) x PN?
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Proposizione 5.6.8. Dato H un iperpiano, e F I’equazione di una cubica liscia di P3, allora
F|y non contiene una retta doppia.

Dimostrazione. Poniamo con un cambio di coordinate che H = {t = 0}, dove stiamo prendendo
le coordinate omogenee x,y, z,t. Avremo che F|g = F(x,y, z,0) sard una cubica piana, a meno
che t|F, ma in questo caso F non sarebbe irriducibile né liscia. Se supponiamo per assurdo che
contenga una retta doppia, allora, a meno di cambio di coordinate, possiamo imporre la retta
{z =0}, e dunque F|y = 2?L(z,y,2) dove L & lineare. Espandendo F' otteniamo

F=a2’L(z,y,2) + 1Qa(x,y,2) + £°(...)

dove Q2 é zero o una quadrica. Avremo in ogni caso che Qa|g N {x = 0}|x é non vuoto per
Bezout, dunque esiste P = [0, a,b,0] su cui Q2 si annulla. Avremo

0. F(P)=0y,F(P)=0,F(P)=0 0.F(P)=Q2(P)=0
dunque P é un punto non liscio di F', assurdo. O

Proposizione 5.6.9. Presa X una cubica liscia di P?, e |y una retta contenuta in X, allora
esistono esattamente cinque iperpiani H; che passano per [y e per cui F'|g, sia I'unione di tre
rette distinte

Dimostrazione. Rimandata alla lezione dopo O

Con questi risultati, siamo pronti a dimostrare

Teorema 5.6.10 (delle 27 rette). Una cubica liscia di P contiene esattamente 27 rette, e sono
tutte distinte

Dimostrazione. Chiamiamo F' I’equazione della cubica. Dalla proposizione 5.6.8 sappiamo che
non pud contenere rette doppie. Inoltre, data [y retta appartenente alla cubica, che esiste per
proposizione 5.6.6, e un qualsiasi iperpiano H passante per essa, avremo che F|gy é una cubica
piana contenente una retta, dunque pud essere solo

e 3 rette non concorrenti
e 3 rette concorrenti
e una retta e una conica irriducibile

Dalla proposizione 5.6.9, sappiamo che i primi due casi si realizzano esattamente con 5 iperpiani,
dunque [ interseca esattamente altre 10 rette distinte contenute nella cubica. Fissato H uno
dei 5 iperpiani, con F|g =lg+ 11 + I3, e 7 una qualsiasi retta contenuta nella conica diversa da
lo, 11,15, abbiamo che

TOH#@ TZH:>TQH:{P}EF|HZZ()+11+IQ

dunque r interseca una delle tre rette lg,l1,l2, e ne interseca solo una, poiché altrimenti, per
proposizione 5.6.7, r sarebbe complanare alle /;, ossia sarebbe contenuta in H.

Dato che ognuna delle [; interseca 8 rette distinte tra loro e diverse dalle altre due, allora in tutto
ci sono 3 + 8*3 = 27 rette contenute nella cubica. O
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5.7 Lezione 23 (18 Dic 2015)

Dimostriamo la proposizione della volta scorsa

Proposizione 5.7.1. Presa X una cubica liscia di P2, e ly una retta contenuta in X, allora
esistono esattamente cinque iperpiani H; che passano per [y e per cui F|g, sia 'unione di tre
rette distinte

Dimostrazione. Fissiamo lyp = {x2 = x5 = 0}, cosi, presa F Pequazione della cubica, ogni suo
monomio deve contenere xo 0 3, 0ssia possiamo riscriverla come

F= A(xg,xg)mg + B(scg,xg)x% +2C (22, x3)x021+

+2D(ZL'2, {I?3)£C0 + 2E(£C27 $3)(E1 + G($27 1’3)

Un iperpiano passante per lo ha come equazione H = axy — bxz, con [a,b] € P!, e la funzione
F(xzg,21,b,a) é esattamente uguale a F|H\lo, ed é una conica irriducibile o due rette distinte. Se
identifichiamo H \ Iy con AZ, allora otteniamo una conica affine, e vogliamo trovare a, b per cui
la conica é riducibile, ma questo é vero se e solo se la matrice della conica é singolare, ossia

A(l‘z,l‘g) C(CEQ,LL‘g) D(l‘g,l’g)
det | C(x2,23) B(xa,z3) E(z2,23) | = R(x2,23) =0
D(xo,x3) E(x2,23) G(x2,%3)

R é zero oppure un polinomio omogeneo di grado 5, ma se fosse zero, allora F' sarebbe riducibile,
assurdo. Dunque esistono cinque radici, ma possono essere ripetute. Riparametrizziamo in modo
che [1, 0] sia una radice di R, ossia x3|R. Ricordando che una conica di rango 1 é una retta doppia,
e che una cubica liscia non contiene rette doppie, ricaviamo che la conica in [1,0] ha rango 2,
dunque si pué mettere in forma 2 + 2%, ossia in modo che

A(1,0) C(1,0) E(1,0) 100
C(1,0) B(1,0) D(1,0)| =10 1 0
E(1,0) D(1,0) G(1,0) 000

Questo implica che P = [0,0,1,0] € X e X é liscia in P se e solo se VG(1,0) # 0. Dato che
inoltre G(1,0) = 0 otteniamo che G' = x3z3 + 23(...), e unendo con le altre relazioni abbiamo

r3 fA,B  x3|C,D,E,G 23 |G

R = ABG +20DFE — BE? — AD?> - GC?* = ABG #0 mod 3

dunque [1,0] é una radice semplice di R, e di conseguenza tutte le radici sono semplici.
Con questo si conclude che esistono 5 iperpiani distinti che passano per [y sui quali F' si scompone
in 3 rette. O

Corollario 5.7.2. Data X cubica liscia di P3, esistono r, s rette sghembe che appartengono a X

Date due rette sghembe 7, s di P3, possiamo definire una proiezione di P? su s di centro r
» , P p
Ty - P2 -5 s

definita su P® — r. Infatti, preso un punto P € P3 — (r + s), esiste un unico iperpiano H che
contenga P e s, e r interseca H in esattamente un punto ). L’immagine della proiezione sara
dunque L(Q, P) N's. Se invece P € s, allora I'immagine ¢é se stesso.
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Con un cambio di coordinate, possiamo porre r = {xg = z; = 0} e s = {2 = x5 = 0}, cosi se
P =a,b,c,d], allora Q@ = [0,0,¢,d] e m-(P) = [a,),0,0].
Questa proiezione non si pud estendere ai punti di r, ma se prendiamo X una cubica liscia che
contiene r, ossia del tipo

F = 20A(z) + 1 B(x)

con A, B coniche, allora definiamo la mappa

[z,9,0,0] se (z,y) # (0,0)

f r X — s [x’y,z,t] - {[B(x,y,z,t),_A(x,y,z,t)voao} se (AvB) 7é (0’0)

Notiamo che x = y = A = B = 0 vorrebbe dire che X non é liscia, dunque le due carte
ricoprono tutto X e si incollano bene sull’intersezione. Inoltre, sulla prima carta f coincide con
la proiezione, dunque 7, si estende a r su tutte le cubiche lisce che la contengono.

Prendiamo ora X cubica liscia che contiene sia r che s, e chiamiamo ora g : X — r il morfismo
indotto dalla proiezione di centro s su r. Inoltre definiamo

Y X —rxs=P <P P (f(P)),g(P))

Questo é un morfismo birazionale che contrae tutte le rette che intersecano r ed s. Cerchiamone
Iinversa.

Dato P € X e ¥(P) = (A, B), allora
P,A,Be L(A,B)NX =4~ '(A,B)

dunque la fibra di un punto pué essere solo una retta o tre punti. Le rette contenute in X sono
finite, dunque possiamo definire I'inversa di 1) come

v tirxs-—»X:(AB)— P
Esercizio 5.7.3. 1! & razionale

Definizione 5.7.4. Una varieta irriducibile X di dimensione n é razionale se X ~pip P™ (~pir
A™)

Osservazione 5.7.5. E equivalente a dire che K(X) = K(z1,...,,)

Definizione 5.7.6. Una varieta irriducibile X di dimensione n é unirazionale se esiste una
mappa razionale dominante P” --» X

Osservazione 5.7.7. E equivalente a dire che K(X) < K(zy,...,x,)

Ovviamente una varieta razionale é anche unirazionale, ma la maggior parte delle varieta non
sono unirazionali, infatti un’ipersuperficie liscia in P™ di grado d > n non é unirazionale.

Teorema 5.7.8 (Luroth). Dati K e F campi per cui K C F C K(¢), allora esiste un elemento
u € K(t) — K per cul F = K(u) 2 K(t)

Corollario 5.7.9. Una curva unirazionale é razionale

Questo vale in dimensione 1, e se il campo é algebricamente chiuso di caratteristica zero, vale
anche in dimensione 2. In dimensioni pia alte, invece, non é vero.

Fatto 5.7.10 (Fano). Ogni una cubica liscia in P* & unirazionale, ma non é razionale
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Se X ¢é una cubica liscia in A%, con coordinate x, y, z,t, poniamo 0 € X, e che T o = {t = 0},
cosi, chiamata f ’equazione della cubica,

f =t+ QQ(x7yaZ7t) =+ 03(xay7zat)

Q- e C3 sono omogenee, dunque si possono vedere in P3, e intersecando con {t = 0}, otteniamo
che si intersecano in almeno un punto per Bezout. Chiamiamolo P = (a, b, ¢, 0), e sappiamo che
f si annulla sulla retta AP, A € K. Bezout ci dice che in generale ci sono 6 di tali punti P distinti,
dunque in generale X contiene 6 rette distinte passanti per P.

Nota: questo é un abbozzo della dimostrazione dell’'unirazionalita. Sistemarla e provare la
non razionalita é un delirio.

Fatto 5.7.11 (Problema Aperto). Le cubiche generiche lisce di P® sono unirazionali. Quali di
queste sono razionali?
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