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Tempo a disposizione: 120 minuti.

Esercizio 1. Un semaforo rotto cambia colore ad ogni minuto. In particolare, se in un certo

minuto è verde, allora al minuto successivo diventerà sicuramente giallo, se è giallo diventerà

al 50% rosso e al 50% verde, e se è rosso diventerà sicuramente verde. Partendo da un dato

istante arbitrario, definiamo Xi la variabile aleatoria che rappresenta il colore del semaforo dopo

i minuti, con valori 0, 1 e 2 rispettivamente nel caso di semaforo verde, giallo e rosso.

(i) Si dimostri che le {Xi}i∈N rappresentano una catena di Markov, e si calcoli la relativa

matrice di transizione.

(ii) Si calcoli la densità di X2 in funzione di quella di X0 (ossia la probabilità che il semaforo

sia verde, giallo o rosso dopo 2 minuti, in funzione della probabilità che lo sia al minuto

iniziale).

(iii) Si calcoli la densità di X4 in funzione di quella di X0.

(iv) Si vuole sapere quale fosse il colore all’istante iniziale; assegnata probabilità a priori pari

ad 1/3 per ciascuno dei tre colori, come si deve modificare tale probabilità se dopo quattro

minuti si osserva un semaforo giallo?

(v) Si supponga che la catena di Markov sia asintoticamente stazionaria. Quale dev’essere il

vettore limite?

(vi*) E’ vero per ogni dato iniziale X0 che la catena sia asintoticamente stazionaria?

Esercizio 2. Sotto una strada rettilinea molto lunga passa una tubatura dell’acqua. Si sa che

c’è una perdita, ma non si sa dov’è; si sa tuttavia che, quando si forma una crepa nell’asfalto,

la sua distanza in metri dal punto esatto della crepa è minore di x ∈ R+ con probabilità

x4 + 2x2 + αx

(1 + x2)2
,

con un parametro α ∈ R che non conosciamo; inoltre, la crepa può formarsi indifferentemente

più avanti o più indietro della perdita. Sia X la variabile aleatoria che esprime la posizione in

cui si forma una crepa rispetto al punto della perdita.

(i) Si trovino i possibili valori di α affinché quella sopradetta sia effettivamente una probabilità.

(ii) Per ciascuno dei valori appena trovati, si dimostri che X è una variabile aleatoria assolu-

tamente continua, e si calcolino la sua funzione di ripartizione e la sua densità.

(iii) Si calcolino valore atteso e varianza di X.

(iv) Supponiamo che si siano formate, nel tempo, un numero n di buche, ciascuna con po-

sizione indipendente dalle altre. Per aggiustare la perdita, un ingegnere decide di rompere



l’asfalto, facendo un buco di 10 centimetri di diametro centrato nel punto medio delle

buche formatesi. Ci assicura che, considerando n abbastanza grande ed avendo quindi

usato l’approssimazione del Teorema centrale del limite, ritiene di avere più del 96% di

probabilità di trovare la perdita. Quante devono essere, come minimo, le buche? (si può

usare la tabella di valori fornita).

Figure 1. Tabella di valori per la distribuzione normale standard N (0, 1).


