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Tempo a disposizione: 135 minuti.

Esercizio 1 (10 punti). Una scatola contiene lampadine di due tipi: la durata in anni delle

lampadine del primo tipo è una legge esponenziale di parametro λ = 3, mentre quella delle

lampadine del secondo tipo è una legge uniforme in un intervallo tra gli 0 ed i 10 anni. Le

lampadine dei due tipi sono presenti nella scatola in egual numero, e sono indistinguibili.

(1) Si dica qual è il valore atteso della durata di una lampadina presa a caso, e qual è la

relativa varianza.

(2) Si supponga che una lampadina presa a caso sia ancora funzionante dopo 5 anni. Si dica

qual è la probabilità che fosse del primo o del secondo tipo.

(3) Sempre sotto le ipotesi del punto precedente, si dica qual è il valore atteso della durata

residua della lampadina.

Esercizio 2 (10 punti). Una partita di calcio in un torneo ad eliminazione diretta termina ai

calci di rigore. Questo vuol dire che ogni squadra batte cinque rigori e vince quella che ne ha

segnati di più; in caso di parità dopo i cinque rigori ciascuno, entrambe le squadre battono un

sesto rigore; se solo una squadra ha segnato il sesto rigore ha vinto, altrimenti se ne batte un

settimo e cos̀ı via fino a che una squadra risulta vincitrice. Si supponga che ogni giocatore riesca

a segnare nell’80% dei casi, e che i tiri siano tutti indipendenti.

(1) Si dica qual è la probabilità che la sfida non sia terminata dopo i primi 5 rigori ciascuno.

(2) Nel caso in cui dopo i primi 5 rigori il risultato sia ancora di parità, si dica qual è la

probabilità che servano più di 15 rigori totali per squadra prima che ci sia un vincitore.

Esercizio 3 (10 punti). In una certa località, se un giorno è piovuto vi è una probabilità 1/3

che piova anche il giorno successivo, mentre se non è piovuto la probabilità è di 1/5.

(1) Detta Xj la variabile aleatoria che vale 0 oppure 1 se nel giorno j-esimo ha piovuto

oppure no, si dimostri che {Xj} rappresenta un processo di Markov asintoticamente

stazionario, e si dica quanto vale il vettore limite v∞.

(2) Assumendo per semplicità che la legge di ogni Xj corrisponda a quella limite, si dica

qual è il numero medio m di giorni di pioggia in un anno (di 365 giorni).

(3) Utilizzando il Teorema Centrale del Limite, si dica qual è la probabilità che il numero

effettivo di giorni di pioggia in un anno sia almeno 2m.



Figure 1. Tabella di valori per la distribuzione normale standard N (0, 1).


