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Esercizio 1. Consideriamo il funzionale:
2
F(u) —/ W+ (u— 2*)? dx
0

e Studiare il problema di minimo per F'(u) con le condizioni al bordo u(0) = u(2);

e Studiare il problema di minimo per F'(u) con le condizioni al bordo @(0) = 4(2).

Soluzione. Proviamo minimizzare F'(u) nello spazio seguente:
X ={ue C'([0,2]) | u(0) = u(2)}

Il minimo, se esiste in X, deve soddisfare:

d
—F(u+ tv)

dt =0

t=0

per ogni v € V| con V giacitura di X (X ¢ uno spazio vettoriale, quindi in questo caso
V = X). Da qui si ottiene, in sostanza, la prima forma integrale di Eulero:

1
/ 200 + 2(u — 2*)v dr =0
0

Supponendo che sia u € C?%([0,2]), integrando per parti si ottiene la seconda forma
integrale di Eulero:

1
[200]3 + / —2iiv + 2(u — 2*)v dz = 0
0

1
2[1(2) — 1(0)]v(0) + / (—2ii + 2(u — 2%))v dz = 0
0
Restringendosi allora al sottospazio W di V' seguente:
W = {v e C'([0,2]) | v(0) = v(2) = 0}

si ha che u, se esiste, dev’essere soluzione della seguente equazione differenziale di
Eulero:
—2ii + 2(u — %) =0

i =u— x?
Proviamo a determinare una soluzione particolare dell’equazione, della forma:
2
up(z) = ax*+0b

In effetti, se a = 1 e b = 2, ug risolve I’equazione differenziale. A tale funzione possiamo
sommare una qualsiasi soluzione dell’equazione omogenea associata:

zZ=z

Vale allora:
z2(z) = c1e” + e

Supponiamo di poter imporre la condizione di Dirichlet u(0) = u(2), ove u = z + uy.
La seconda forma integrale diventa allora:

2[u(2) — 4(0)]v(0) +/0 (—2ii + 2(u — 2%))v dr = 2[u(2) — 4(0)]v(0) = 0



Per arbitrarieta di v € V, allora (dato che esistono v € V.. W con v(0) = v(2) # 0),
bisogna imporre la seguente condizione di periodicita su wu:

Ci siamo quindi ricondotti al seguente problema misto:

w(z) =22+ 1+ cre® + cpe™®
u(0) = u(2)
u(0) = u(2)

Elementari nozioni di algebra lineare garantiscono allora che i coefficienti ¢y, co sono
univocamente determinati (omettiamo i conti espliciti).

Sia quindi w la soluzione trovata: dato che la funzione integranda é strettamente
convessa, essa ¢ un minimo, ed € I'unico punto di minimo per F.

II minimo, dunque, ¢ F(u) (omettiamo i conti).

Per quanto riguarda il secondo punto, notiamo che il minimo di F in C*([0,2]) senza
alcuna condizione al bordo, di periodicita o integrale, ¢ tale da soddisfare il seguente
problema misto:

Cio si puo vedere ripercorrendo i conti effettuati al primo punto.

Anche in questo caso, elementari nozioni di algebra lineare dimostrano che i coefficienti
c1, Co sono univocamente determinati. Visto che in particolare la condizione di periodi-
cita v(0) = v(2) ¢ verificata, e che la soluzione trovata ¢ un punto di minimo ed ¢ unico
per stretta convessita della funzione integranda, concludiamo che anche in questo caso
il minimo esiste, ed ¢ F(v), e che inoltre il punto di minimo ¢ unico anche in questo
caso.

Esercizio 2. Discutere esistenza, unicita e regolarita per il problema:

i = 236+u
u(2) =2
u(4) =4

Soluzione. L’equazione proposta é 'equazione differenziale di Eulero del seguente
funzionale:
4 1 ) 2z
F(u) = —u” + 2" dx
(v) /2 2 In 2
Se dunque tale funzionale ammette punti estremali (con le condizioni al bordo asse-
gnate), 'equazione ha soluzione.

Notiamo subito che, per ogni = € [2,4] fissato, la funzione integranda:

1, o2°

wz<57 p) =3P

= 9s
2 + In2

¢ strettamente convessa in (s, p), dunque ogni punt estremale ¢ un minimo (visto che
c’é convessitd), e l'eventuale minimo & unico (visto che la convessita & stretta). Se
dunque la soluzione esiste, essa € unica.

Cerchiamo ora di usare il metodo diretto per garantire 'esistenza e la regolarita del
punto di minimo. Formuliamo innanzitutto il prolblema nello spazio seguente:

X={ucHY(24]) | u2 =2, u4)=4}



Le condizioni al bordo, come sappiamo, hanno senso in questo spazio.

Cerchiamo ora una nozione di convergenza che renda compatti i sottolivelli e semicon-
tinuo il funzionale, in modo da poter applicare il teorema di Weierstrass e concludere.

Sia u € Ay, con:
Ay={uveX | Fluy< M}

Allora si ha banalmente:
a7 < 2M =

Dunque u € C%Y/2([2,4]). Infatti per ogni x,y € [2, 4], supponendo che x < v, si ha:

v
/ /|u ) ds <

< ly—allallze < vy — o'

Inoltre, per ogni = € [2,4]:

lu(@)| < w(2)+ |z —2/"2/m < 24+2Y2/m = ny,

da cui ||ul|co < no.

uy) —u(z)] =

In sostanza, usando la debole compattezza della palla unitaria in L*([2,4]) e il teorema
di Ascoli-Arzela, si dimostra che i sottolivelli sono compatti rispetto alla seguente
nozione di convergenza, che peraltro rende inferiormente semicontinuo il funzionale:

(Un)neN+ —||-[los Yoo
(un)nEN“' - 7:Loo
In particolare, la convergenza uniforme assicura che sia u,, € X.

Resta allora da discutere la regolarita della soluzione trovata. Per ogni v € C'2°(]2,4])
si ha:

4
/ v 4 25y dx = 0
2

4 4
/ ut dr = — / 25Uy dx
9 9

Dunque % ammette derivata debole continua, quindi @ € C*([2,4]) e u € C?([2,4]). A
questo punto, tramite bootstrap, si conclude che u € C*°([2,4]).

La soluzione, pertanto, esiste ed ¢ unica, ed appartiene a C'*([2,4]).

Esercizio 3. Consideriamo, per ogni numero reale [ > 0, il seguente funzionale:

l
F(u) = / u? — sinh(u?) dx
0
e Stabilire per quali valori di [ la funzione uy(z) = 0 & un minimo locale forte (tra

le funzioni nulle al bordo).

e Stabilire per quali valori di [ il funzionale ammette minimo tra le funzioni tali

che u(0) = u(l) = 0.
e Stabilire per quali valori di [ il funzionale ammette minimo tra le funzioni tali

che u(0) = u(l) = 2016.

Soluzione. Risolviamo prima gli ultimidue punti, e poi ci concentriamo sul primo.

Per ogni [ > 0 consideriamo la successione di funzioni nulle al bordo (¢,,),en+ tali che
per ogni n € Nt vale ¢, = n - ¢y, con:

¢1(z) = —x(z =)



Allora:
e ¢1(z) é l-Lipschitziana, dunque ¢,, & nl-Lipschitziana,

e ¢1(z), nell'intervallo [, Z], & maggiore di 512, dunque nel medesimo intervallo ¢,

3773
N . s 2n72
¢ maggiore di </°.

Allora si ha:

! l 2/3 2
F(qﬁn):/o u? — sinh(u?) do < /O(nl)2 alﬂv—/l/3 sinh((%ﬂ) ) dr <
< I(nl)* — £Sinh (Q—nl2)2
- 3 9

Dato che per ogni x > 0:

si ha allora:
l 2n 2 [ 1 2n72)2
< 2 b 4109 < 2 b oL (Be)
F(é) < I(nl) 3smh(<9 z) ) < Ul =5 -3 (o 1)

Dunque ¢ palese che sia:
lim F(¢,) =—o0

n—-4o00

Un esempio simile dimostra che anche nel caso in cui u(0) = u(l) = 2016 'estremo infe-
riore &€ —oo: ad esempio si pud considerare come successione di funzioni la successione
(dn)nen+, dove per ogni n € Nt vale ¢,, = 2016 + ¢,,.

Veniamo ora al primo punto. Innanzitutto ug risolve I’equazione differenziale di Eulero,
che é:
ii = — cosh(u?)2u

La variazione seconda di F' calcolata in ug €:

I
Qv) = /0 20% — 20? dx

Per ogni [ > 0, allora, la condizione LT ¢ verificata.

L’eccesso di Weierstrass € invece:
E(z,s,p,q) = ¢ —sinh(s*) —p® +sinh(s®) — (¢ —p)2p = ¢ —p*—(¢—p)2p =

= (q—p)g+p)—(¢—p)2p = (¢—p)g—p) = (g—p)* > 0,

per ogni (x,s,p,q) € [0,]] x R x R x R. Per ogni [ > 0, dunque, la condizione W+ &
verificata.

L’equazione di Jacobi associata a () é:
40 = —4v

V= —0

La soluzione di tale equazione differenziale lineare del second’ordine con dati iniziali
v(0)=0,0(0) =1, &
vo(z) = sinx

Essa si annulla nuovamente in xy = 7. Dunque:

e Per [ < 7, la condizione L™ & verificata;

e Per [ > 7, la condizione L non ¢ verificata.



Quindi, in base a quanto detto finora:
e Per [ < m, up ¢ un minimo locale forte;

e Per [ > 7, up non € nemmeno minimo locale direzionale, dunque non ¢ minimo
locale forte.

Resta da discutere il caso in cui | = 7.

Per una funzione di classe C'*°([0,7]) non nulla (quindi non nulla in un insieme di
misura positiva), vale:

I
F(u) </ u? —u? dv |
0
dato che per ogni x > 0 vale sinh(z) > z. Fissato allora § > 0, la funzione:
vs = 0sinx

¢ nulla al bordo, ed ¢ tale che [|vs]|co < 0. Inoltre & facile mostrare che F'(vs) < 0,

dato che: -
/ 1’)§ — Ug de =0
0

Dunque, per | = 7, up non ¢ minimo locale forte (in effetti, dato che ||0s]|co < 9,
abbiamo dimostrato che uy non ¢ nemmeno minimo locale debole).

Esercizio 4. Per ogni ¢ > 0 sia:

m, = min { /01 sinh(@?) + sin®(u) dz | u(0) =0 , u(1) = }

e Dimostrare che m. é ben definito per ogni £ > 0.

e Determinare la parte principale di m, per e — 07.

Soluzione. Il fatto che m. sia ben definito per ogni ¢ > 0 ¢ una conseguenza di
un’applicazione abbastanza standard del metodo diretto: vediamola per sommi capi.

Formuliamo il problema nello spazio:
X.={ueH(0,1] | w(0)=0, u(l)=¢}
Se F(u) <M

ato che valgono le seguenti disuguaglianze:

,d
e sinh(u?) > 4%

si ricava facilmente una limitazione sulla derivata. Con passaggi standard, si dimostra
allora che la seguente nozione di convergenza:

(dn)neN‘F - uoo

{(un)neN+ _>H'HOO Uoso

garantisce l'esistenza di un punto di minimo in X.. Tale minimo verifica le condizioni
al bordo, ma a priori non ¢é sufficientemente regolare.

Valutiamo ora la regolarita, l'unica cosa non proprio banale. Per v € C2°(]0, 1[) si ha:

/0 1[Cosh(u2)2u]?') dr = /0 1[4 sin®(u) cos(u)]v dz

Dunque:

[cosh(u?®)24) € C*(]0,1])



Si ha pero:
con ¢ : R — R data da:

La derivata di tale funzione é:
¢'(r) = 2 cosh(x?) + 42? sinh(z?)

Dunque, dato che la derivata ¢ sempre strettamente positiva, deduciamo che ¢ ¢ conti-
nua e strettamente crescente, dunque un omeomorfismo (ossia ¢ invertibile con inversa
continua). Da qui deduciamo allora che:

u=¢ tog(u) € C°([0,1])
dunque:
u € C*([0,1])
Concludiamo allora che, per ogni € > 0, m, ¢ ben definito.

Operiamo ora una linearizzazione. Ponendo u = €v si ha che, per ogni £ > 0, possiamo
scrivere:

1 22 4
h
m6:52min{/ o (i o) +sm (261}) dz
0 3 €

Sia allora, per ogni € > 0:

G. — /1 sinh(e?9?) N sin(ev) p
0

T,

e sia:

Sosteniamo che:

Infatti:
e Sia (v.)c>0 — v, ad esempio in L?([0, 1]). Se:

liminf G (v.) = 400

e—0t

non c¢’é nulla da dimostrare. Se invece:

liminf G.(v.) = M € R

e—0t

Allora esiste una successione decrescente (£, )neco — 07 tale che per ogni n € N*
vale G, (v.,) < M + 1. In tal caso, per ongi n € N*:

M Z G€n<U5n) Z G<U5n) = HUE':nH%Q
Dunque, a meno di estrarre un’ulteriore sottosuccessione:
(Ve JneN+ o0 ¥
(ijin)nEN"' — U

In particolare, v € H'([0,1]), con v(0) = 0,v(1) = 1. Sfruttando allora 'inferiore
semicontinuita della norma L?:

liminf G.(v.) > liminf G(v.) > G(v) ,

e—0t e—0t

e la prima disuguaglianza ¢ verificata;



e I sufficiente verificare la seconda disuguaglianza solo che G(v) < +o0, ossia se
v € H([0,1]). Ad esser precisi, ¢ sufficiente verificarlo per v € C*([0, 1]), visto
che questo ¢ un denso in energia in H'([0, 1]) rispetto a G. Ma per v € C'([0, 1]),
definendo v. = v per ogni € > 0, si ha:

lim G.(v) = G(v) ,

e—0t

ossia si ha l'altra disuguaglianza.

Analizziamo velocemente il funzionale G. Esso ha un unico punto di minimo, dato
dalla retta congiungente:
vo(z) =2,

dunque il minimo & G(vy) = 1. Se dunque abbiamo un’ipotesi di equicoercivita sui
punti di minimo dei funzionali G, allora essi devono necessariamente convergere a vy.
Dunque vale:

me =e*+o(e?), e » 0"

In effetti basta che vi sia equicoercivita per € €]0, 1], con 0 < gy < 1. Dato che:

sinh(&?)

= +e2<10,

Ga ('UO) S

quindi m, < 10 per 0 < £ < 1. Da qui si ottiene, con conti molto simili a quelli visti per
dimostrare la prima disuguaglianza per determinare il I'-limite, I’equicoercivita voluta.

Dunque:
m. =¢e? +o(e?) , e =+ 0"



