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Capitolo 1

Elementi di Analisi Matematica I

Le prove in questo capitolo corrispondono al prgramma di un primo semestre di analisi ma-
tematica e cioe: limiti di funzioni e successioni (in particolare tutti i limiti notevoli), criteri
dei due carabinieri, della radice e del rapporto, massimi e minimi limiti, funzioni continue e
teoremi correlati (teorema di esistenza degli zeri, etc), infinitesimi, derivate, monotonia, massimi
e minimi, studi di funzione, teoremi di Rolle, Lagrange, Cauchy, De I’'Hopital, successioni per
ricorrenza . ..



4 CAPITOLO 1. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA 1

17 gennaio 2002

1. Calcolare, se esiste, il limite

. log(1+2%) ( <logz)>
lim ————=1{1—cos .
e—too  log®w NG

2. Si consideri la successione x,, tale che

Tpal = x% —b5x,+9

Tog = Q.

(a) Provare che per ogni « la successione (z,,) € crescente.
(b) Calcolare lim,,_, o @, nel caso o = 0.
)
)

¢) Dire per quali « la successione ¢ limitata.

(
(a) Mostrare che

3. (a

3

x—arctanxgg, Yz > 0.

(b) Trovare la pin piccola costante C tale che

z — arctanz < C 2, Yz > 0.

4. (a) Trovare una funzione continua f : R — R non identicamente nulla tale che:

f(0) =0, lim f(x) =0, fx)>0 VzeR. (1.1)

r—too

(b) Sia f(x) = %

(1.1). Provare che @ ha grado > 4.

, con P e () polinomi, una funzione continua e razionale che verifica



7 febbraio 2002

1. (a) Calcolare lim, o+ (sinx)”.

(b) Calcolare al variare di a > 0

2. Si consideri la successione x,, tale che

Tpp1 = /222 + 3z,

Ty — Q.

(a) Sia 0 < a < 3, provare che la successione (x,) ammette limite e calcolarlo.

(b) Che cosa si puo dire per a > 37

3. (a) Mostrare che per C' = 2 si ha:

< arctanzx <
1+z 1+x

(b) Mostrare che (1.2) non vale per C' < /2.
(¢) Mostrare che (1.2) non vale per C' = m/2.

4. A partire dalle funzioni reali f(x), g(z), con f(x) < g(x) si definiscono, per a < 3, le
successioni per ricorrenza (z,,), (yn):

Tn41 = f(xn) o = &,
Ynt1 = 9(yn) Yo = 0.
(a) Provare che se una (almeno) fra le due funzioni tra f e g ¢ crescente allora:

Ty < Yn Vn (1.3)

(b) Dire se (1.3) resta vera senza ulteriori ipotesi sulle due funzioni.



6 CAPITOLO 1. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA 1

11 giugno 2002

1. Provare che la funzione
Ve — 1
f(z) =

¢ infinitesima per  — 07 e calcolarne 'ordine di infinitesimo.

log

2. Data la regione del piano cartesiano
D:={(z,y) eR*: 0<y<e ™},

mostrare che ogni rettangolo con lati paralleli agli assi contenuto in D ha area < 1 e che
ne esiste almeno uno con area > 3/4.

3. Si consideri la successione x,, definita da

2+ /T,

n

Tnt+1 =

x1=1/2.
(a) Provare che z, ¢ limitata e calcolarne il limite per n — +o0.
(b) Calcolare, se esiste, lim,, o 1 T,.
4. Siano f, g : R — R due funzioni derivabili e strettamente positive, tali che
f(z) < d(x) VxeR.
(a) Dimostrare che in generale non si puo concludere che

f(z) < g(x) VreR. (1.4)

(b) Provare che la (1.4) & vera sotto l'ipotesi aggiuntiva

f(z)

lim —<% =0.
z——o0 g(x)



10 luglio 2002

1. Dire per quali valori del parametro o € R si ha

lim n*(VYn+1-1)=0.

n—-+o0o

2. (a) Da uno studio della funzione

4
(14 x)?

flz)=2x+

dedurre il numero di soluzioni dell’equazione f(z) = 1.

(b) Al variare del parametro A > 0 stabilire il numero di soluzioni dell’equazione

4
Nra ot
T T e

3. Si consideri per 0 < a < 1 la successione x,, definita da

T, — 12
Tpt1 =
n+ a2

I = Q.

(a) Provare che 0 < x,, < « per ogni n.
(b) Provare che lim,_, . x, = 0.

(c) Calcolare lim,, o n x,.

4. Sia f : R — R una funzione tale che f(R) = Q. Provare che f non puo essere continua.



8 CAPITOLO 1. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA 1

6 settembre 2002
1. Si consideri la successione x,, definita da
Tpy1 = sin(z?)
Ty = 1.
(a) Calcolare lim,, o .
(b) Calcolare lim,, o nx,.
2. Dire per quali valori del parametro o > 0 esiste (finito o infinito)

2 .
lim & (o +sinz)

r—+oo I +SinT

3. Dimostrare che per ogni A # 0 I’equazione

t
\p — arc2anx_1

ammette un’unica soluzione.

4. Sia f: R — R una funzione C? tale che
f(0)=0, f(x)>0 per x#0.

(f"(x))*
f(z)

(a) Provare che la funzione g(x) =

, definita per x # 0, ¢ estendibile con conti-
nuita a x = 0.
['(x)

fl@)

(b) Dire se lo stesso vale per la funzione h(z) =



24 settembre 2002

1. Calcolare al variare di a > 0
lim Vn?+ am.
n—-—+0o
2. Si consideri la successione x,, definita da
2 +1
1+ =z,

Tnt+1 =

.7}1:2.

Provare che la successione x,, ¢ decrescente e calcolarne il limite.

3. Studiare, al variare di A € R, il numero delle soluzioni di

x2_3+loga::)\ (x > 0),

provando in particolare che per A = —1/2 'equazione ha una ed una sola soluzione.

4. Sia f : R — R definita da
f(z) = sinz + ¢(x),

ove ¢ : R — R & una funzione derivabile tale che

¢ >0, lim ¢(x)=0, lim ¢(x)=+oo.

T——00 r——+00

Calcolare inf,cp f(z) e sup,cp f(2).
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8 gennaio 2008

1. (a) Provare che la funzione
flx) = [(2° + )" - 2]
¢ infinitesima per x — +o0.
(b) Dire per quali @ > 1 si ha
lim o®f(x)=0.

T—+00

2. Sia {z,} la successione definita per ricorrenza da:

3
Tpi1 = VI -2, +1, x0=q.

(a) Mostrare che per = 2 si ha limz,, = 1.

(b) Calcolare il limite di {x,} al variare di a > 0.

3. (a) Mostrare che la funzione
f(z) =z —log(1 + z?)

e bigettiva da R in R.
(b) Dire per quali A > 0 risulta bigettiva da R in R la funzione

g(x) = x —log(1 + \z?).

4. (a) Verificare che se g € C*(R) allora la funzione

¢ di classe C*! ed esiste f”(0).

(b) Provare che se f € C?(R) & una funzione pari, esiste una qualche funzione g(t) di
classe C! su R tale che f(z) = g(2?) (si supponga per semplicita f(0) = 0).
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29 gennaio 2008

1. Calcolare al variare del parametro a € R

! n* n
1m Sin .
n—+oo NS + 1 n? +1

2. Studiare al variare di A € R il numero di soluzioni dell’equazione

eV L)
r+1

3. Sia {x,} la successione definita per ricorrenza da:

2 5
Tptl = Ty, — 5Tn +

5 5, Ty = Q.

(a) Per ao > 5/2 calcolare lim z,,.
(b) Provare che se 0 < o < 5/2 allora {x,} ¢ limitata.

(c) Provare che per a = 3/4 la successione {z,} ha limite 1.

4. Sia f : R — R tale che

Vr e R esiste lim flath) - flz—h)

lim 5T =X €R. (1.5)

(a) provare che se f € C*(R) allora per ogni x € R si ha A\, = f'(z).

(b) Se f verifica (1.5) possiamo concludere che ¢ una funzione derivabile in tutto R?
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6 giugno 2008
1. Studiare al variare di A € R il numero di soluzioni dell’equazione

rarctanz — (arctanz)? = .

2. Dire per quali o > 0 esiste, ed in caso affermativo calcolare

. . xr
lim zsin .
T—+00 ( 1+ J?a)

3. Sia (z,) la successione definita per ricorrenza da

T, + 22
2
1422

Ln+1 = To = Q.

(a) Provare che per « =1/2 si ha limz,, = 1.

(b) Calcolare (se esiste) lim x,, al variare di « € R.

4. Si consideri lo spazio di funzioni
X ={P(z)e" + Q(x)e** : P e Q polinomi}.

(a) Provare che la derivata D : f — f’ definisce un’applicazione iniettiva D : X — X.

(b) Provare che D : X — X ¢ anche surgettiva.
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4 luglio 2008

1. (a) Dimostrare che la funzione definita su R\ {0} da

fz) = [af

si estende ad una funzione di classe C! su tutto R.

(b) Studiare al variare di A > 0 il numero di soluzioni dell’equazione f(z) = .

2. (a) Sia a > 0. Dimostrare, che se 7/2 —a > 1, esiste un r > 0 per cui

f(z) = arctanz — asinx >0, Va>r.

(b) Per tali valori di «, calcolare lim,_, oo (f(2))".

3. Sia (x,) la successione definita per ricorrenza da
_ 3 1 _
Tpt1 = X, + 2, — 1, To = Q.

(a) Provare che, se a > 1, (x,,) tende a +o0.

(b) Calcolare (se esiste) lim x,, al variare di « € R.

4. Dati due polinomi P(z), @Q(x) > 0 su R, non identicamente nulli, si consideri la funzione
flz) = P(z)e" + Q(x)e ™.

(a) Provare che, se P e ) non hanno radici in comune, esiste una costante ¢ > 0 tale
che

flx)>c>0, VzeR.
(b) Calcolare lim, .4 f'(x)/f(z).



14 CAPITOLO 1. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA 1

8 settembre 2008

1. Calcolare

2. (a) Provare che la funzione
f(z) = esin*x + e “cos’x

verifica le diseguaglianze
il < f(x) < elzl

(b) Calcolare inf e sup di f(z) su R.

3. Calcolare, se esiste, il limite della successione (x,,) definita per ricorrenza da

arctan(z?)

In+1:$—, o = a > 0.
n

4. Sia f : [a,b] — R una funzione di classe C', con f(a) < 0 e f(b) > 0, e supponiamo che
f'(z) # 0 in ogni punto = dove f(z) = 0. (%)

(a) Provare che f ha un numero finito N di zeri.
(b) Provare che N ¢ dispari.

(¢) La conclusione del punto a) resta vera anche in assenza dell’ipotesi (x)?
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7 gennaio 2010

1. Calcolare
lim sin(z? + z*) + arctan?(x + z?)

z—0 xlog(l + x 4 z19)

2. Mostrare che esistono valori di A € R per cui ’equazione
e (2t — 22%) = A
ammette due soluzioni e valori di A per cui ammette quattro soluzioni.

3. Sia (x,) la successione definita da
Tpy1 = log(1 + 22), To = a > 0.

(a) Determinare (se esiste) il limite di x,,.
(b) Calcolare lim (z,,)'/™.

4. (a) Provare che se P & un polinomio (a coefficienti reali) tale che P(xz) > 0 per ogni
z € R, allora tutte le radici reali di P(z) hanno molteplicita pari.

(b) Provare che, nelle stesse ipotesi di (a), se P ha solo radici reali allora esiste un
polinomio @ tale che P = Q2.

(c) Sia f(x) = P(z)/Q(x) > 0 una funzione razionale definita su tutto R. Se le radici
di P(x) sono tutte reali possiamo concludere che esiste una funzione razionale h tale
che f = h??
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28 gennaio 2010

1. Calcolare al variare di a > 0 il limite

lim 21 t

im —1lo .

n—+oo N & 2n +an

2. Studiare al variare di A € R il numero di soluzioni dell’equazione

log x

=\
r—2
3. Sia (x,) la successione definita da
2
T
1= —n = 10.
Tnil 1+x, o

(a) Calcolare lim x,,.

(b) Calcolare lim n!z,.

4. Data una funzione f : [a,b] — R, si ponga

F(z) = sin f(x).

(a) Costruire una funzione f non continua tale che F' & continua.

(b) Provare che se f([a,b]) C [—7/2,7/2] allora
F continua = f continua.

(c) Nelle ipotesi del punto (b), possiamo dire he

F derivabile = f derivabile?
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18 giugno 2010

1. Calcolare al variare di a > 0 il limite

2"’L
lim 7 -arctan < > .
n—-+o0 n -+ a"

2. (a) Provare che per ogni x > 0 si ha 2* — x + arctanz > 0.

(b) Calcolare il limite della successione definita per ricorrenza da

Ty = o2+ arctanz,, = 1/2.

3. Sia f(x) definita da
2
z® + |z — 1]
(a) Discutere il numero di soluzioni dell’equazione f(x) = X al variare di A € R.
(b) Mostrare che per n sufficientemente grande 1'equazione f(x) = n ammette un’unica
soluzione z,, > /n.
4. Sia f: R — R una funzione di classe C?, limitata su tutto R.

(a) Sipuo concludere che mingeg |f/(x)] = 07
(b) Provare che inf,cgr | f'(z)| = 0.

(¢) Provare che mingeg |f"(x)] =0
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9 luglio 2010
1. Calcolare
" e
lim (—— .
T=>+o0 (1 +z 4z >
2. Stabilire per quali A > 0 si ha

14 Mz > 20 Yz > 0.

3. Sia x, la successione definita per ricorrenza da
2
Tpt1 = T, — 22y + 2, To = Q.

(a) Nel caso a = 3/2 calcolare lim x,,.
(b) Dimostrare che esiste a > 0 per cui » 1/x, < +00.

4. Sia f : [0,4+00[— [0,+00[ una funzione continua. Sia x, la successione definita per
ricorrenza da

Tnt1 = f(n), Ty = Q.
(a) Provare che se f(x) < z per ogni x > 0 allora z,, — 0 per ogni o > 0.

(b) Provare che vale I'implicazione inversa; cioe se x,, — 0 per ogni o > 0 allora f(z) < x
per ogni x > 0.

(c) Trovare una funzione che verifica le ipotesi del punto (a) per cui ) x, = +oo per
qualche o > 0.
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1 settembre 2010
1. Calcolare
lim 3 lim 3
_— im — .
n—+oo 1 + (logn)"’ n—+oo 1 + (logn)vn

2. Studiare al variare di A € R il numero di soluzioni dell’equazione

Ar —logx = 1.

3. Sia x,, la successione definita per ricorrenza da
Tpi1 = Tp SIN Ty, zo = 1.

(a) Calcolare lim x,,.

(b) Calcolare limn! z,,.

4. (a) Costruire una funzione f : R — R di classe C? | tale che

flx) >0 Ve eR, f(z)>0Vx<0, f[f(z)<0 Vx>0. (1.6)

(b) Provare che ogni funzione di classe C? verificante (1.6) ha la derivata seconda che si
annulla in almeno due punti.

(c) Costruire una funzione f verificante (1.6) per cui f”(x) = 0 ha esattamente 3
soluzioni.
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CAPITOLO 1.

ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA 1



Capitolo 2

Elementi di Analisi Matematica 11

Questa sezione contiene esercizi che presuppongono la conoscenza del programma di Elementi di
Analisi Matematica I ed inoltre richiedono: sviluppi di Taylor, funzioni uniformemente continue,
Lipschitziane e Holderiane, serie numeriche, (in particolare: serie geometriche e armoniche ge-
neralizzate, criteri del confronto, del confronto asintotico, della radice e del rapporto, criterio di
convergenza assoluta e di Leibniz per qulle di segno variabile), integrali (Teorema fondamentale
del calcolo integrale, etc.), principali regole di integrazione (cambi di variabile, intergazione
per parti, integrali delle funzioni razionali, etc.), integrali impropri, convergenza uniforme di
funzioni.

21



22 CAPITOLO 2. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA I1

11 giugno 2002

1. Dimostrare che

+o0o l/n ].+£U
/ ———dx < +o0.

“— Jarctan(1/n) arctan x

2. (a) Calcolare
"sinx

lim dz.
n—-—+oo 2 xm

(b) Calcolare al variare di a > 0

lim
n—+oo J, xn

3. Si consideri la successione x,, definita da

2+ /T,

Tp4+1 = n

(a) Provare che x,, ¢ limitata, e calcolarne il limite per n — +oo.
(b) Dire se > ,, converge.
4. Sia f :]0,1] — R una funzione continua e > 0.

(a) Provare che se f & decrescente, vale I'implicazione

/Ol(f(x))Qdm<+oo — /Olf(x)dx<+oo.

(b) Provare che la (2.1) vale anche senza supporre f decrescente.

(2.1)
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10 luglio 2002

1. Dire per quali valori del parametro o € R si ha
+oo
Zn"‘(\"/n +1-1) < 4o0.
n=1

2. Sia

(a) Provare che

(b) Provare che su [2, +o0] la funzione f ¢ crescente.
(c) Provare che per n abbastanza grande l'equazione f(z) = n ammette un’unica
soluzione x,, e dire se Y.z converge.
3. Si consideri per 0 < a < 1 la successione x,, definita da
T, — 12
n+ a2

Tp41 =
T = Q.
(a) Provare che 0 < z,, < « per ogni n.

(b) Provare che lim,, o, x, =0 e che >z, converge.

(c) Dire se > n"x, converge.
4. Sia f: R — R una funzione di classe C? tale che

lim f"(z) = 0. (2.2)

Tr—-+00

(a) Mostrare che non ¢ detto che esista finito

lim f'(z)=1€R. (2.3)

T——+00
(b) Provare che (2.3) vale (con [ = 0) se oltre ad (2.2) si suppone che

lim f(z) =0.

T——+00



24 CAPITOLO 2. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA I1

6 settembre 2002

1. Calcolare al variare del parametro a € R

. sin(2?) — 2% — aa®
lim .
=0 1 — cos(a®)

+oo o3
sin x
/ dx.
o T +a?
(b) Studiare la convergenza, al variare di & > 0 di
+oo o3
sin x
/ dz.
0 T+ x¢

3. Si consideri la successione z,, definita da

Tn o1 t2
g = / ()
0

t

2. (a) Studiare la convergenza di

To = 1.
(a) Provare che x, ¢ decrescente e calcolare lim,, ., 1o .
(b) Dire se > 2%" z,, converge.
4. Sia f: R — R una funzione C? tale che
f(0)=0, f(x)>0 per x#0.
(a) Provare che esiste il limite

lim @

x—0 Jj‘Q

(b) Provare che esiste una funzione ¢ derivabile in ogni punto di R tale che
f(r)=¢*(x) VzecR. (2.4)

(c) Si pud sempre trovare una ¢ di classe C* che verifichi (2.4)?
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24 settembre 2002

1. Dire se l'integrale
1 2
1—coszx
/ R
o 28—t

2. Si consideri la successione x,, definita da

¢ finito o infinito.

2 +1
14+ =z,

Tn4+1 =

1'1:2.

(a) Provare che la successione x,, € decrescente e calcolarne il limite.
(b) Provare che » 3"(z,, — 1) diverge.
3. Si consideri per o > 0 la successione di funzioni
xa
fe) =" (@20
nr + —
n

(a) Calcolare il limite puntuale della successione per n — +o0.

(b) Studiare la convergenza uniforme della successione nell’intervallo 0 < z < 1.

4. (a) Provare che ogni funzione ¢ : R — R continua e periodica ha massimo e minimo in

R.
(b) Sia ¢ come sopra e ¢ : R — R una funzione derivabile tale che ¢'(z) > 0 per ogni
x € R. Posto

f(z) = ¢(z) +(x),

provare che

inf f(w) = inf ¢(z) + inf () e sup f(w) = sup é(z) +sup ().

zeR zeR zeR zeR

(c) Dire se la funzione f di cui sopra ha massimo o minimo in R.



26 CAPITOLO 2. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA I1

9 gennaio 2003

1. Dire se converge la serie

+oco
7’L4

B

n=1

2. Si consideri la funzione definita da
flz) = / e'| arctan t| dt.
0
(a) Dire se f ¢ iniettiva e/o surgettiva.
(b) Stabilire I'ordine di infinitesimo di f in x =0

3. Dire per quali valori del parametro a > 0 converge l'integrale

/JroO sinz | log | i
0 xt 4 z

4. Siano ay, by, due successioni di numeri reali.
(a) Provare che la successione di funzioni
fr(x) = apsinx 4+ bycosx, 0<z<1

converge puntualmente verso una qualche funzione f(x) se e solo se converge uni-
formemente.

(b) Provare lo stesso risultato per ogni successione del tipo

fi(x) = ard(z) + bptp(z)

quali che siano le funzioni ¢(z) e ¥ (x) continue in [0, 1].
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30 gennaio 2003

1. Stabilire per quali o > 0 la serie:
i n® " _sin L
— n?+1 n

2. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme in [0,1] e [1,4o00] della successione di
funzioni

converge.

fulx) = e (1 + n'z).

3. Dire per quali valori del parametro o > 0 'integrale
+oo ;
/ sin x dr
o 2 +|[logzl

4. Siano f, g : [0, +00[— R due funzioni di classe C" tali che

converge.

flx) <g(z)  Ve>0,

lim f(z) = lim g(x)=0.

r—+00 T—+00

Determinare se le seguenti affermazioni sono vere o false:

(a) esiste r > 0 tali che f'(z) < ¢'(x) per ogni z > 7,

(b) esiste una successione (x) — +oo tale che f'(x) < ¢'(xx) per ogni k.



28 CAPITOLO 2. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA 11
6 giugno 2008
1. (a) Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale
Y+ 2y +y =1+ cos(2x). (2.5)
(b) Dire se (2.5) ha soluzioni periodiche ed in caso affermativo individuarle tutte.
2. Sia (x,) la successione definita per ricorrenza da

Tpi1 = arctan(n + x,), xo=0.

(a) Calcolare (se esiste) il limite di x,,.

(b) Dire se Z (g = xn) < +o0.

3. Stabilire per quali a > 0 risulta

X Q.

4. Sia f : [0, +oo[— [0, +o0o[ una funzione di classe C' decrescente.

(a) Provare che

+o00
/ |f(z)| dz < +oo.
0

(b) Provare che
+o00
/ f(z)cos(x) dx converge <= lim f(x)=0.
0

T—+00
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4 luglio 2008

1. Dire se

+00 1
Z (1 — narctan (—)) < 400.
n

n=1

2. Sia (x,) la successione definita per ricorrenza da

1
nan

Tn+1 = Tn Ty =2.

(a) Provare che (z,,) ¢ limitata.

(b) Calcolare lim x,,.

(¢) Dimostrare che Z(xn — 1) converge.

3. Dire se

dxr < +o0.

/+°° log(1 + z)
o T Hayr

4. Data una funzione continua f : [0, +o00[— [0, +00[, si considerino le seguenti proprieta:

/bf(x)dx < M(b—a) Va,b: 0 <b—a<1; (2.6)
/bf(x)dx < Mvb—a Va,b: 0<b—a<1l (2.7)

(a) Provare che (2.6) vale se e solo se f(x) < M per ogni z.
(b) Provare che nessuna delle funzioni f(z) = z* con a > 0 verifica (2.7).

(c) Esistono funzioni non limitate che verificano (2.7)7
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8 settembre 2008

1. Calcolare
. log(cos®x) + sin*z
lim )

x—0 [L‘4

2. Trovare la soluzione generale dell’equazione
Yy +ysinz = sin 2,

provando che ogni soluzione y(z) ¢ periodica.
3. Dire per quali a > 0 risulta

“+o00 1 &
/ (1 — —) dr < 4o00.
1 X

4. Trovare una funzione f : [a,b] — R, non identicamente nulla, che verifichi

s|[ 1= [ 10w] = . vacwn
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8 gennaio 2009

1. Stabilire per quali > 0 risulta

o0 na
Z arctan ( 2) < +00.
— 1+n

2. Trovare la soluzione generale dell’equazione
y' —y =sinzx,
quindi determinare se (e quante) soluzioni vi sono che verificano y(0) = y(w) = 0.

3. Stabilire se
dr < +o0.

/J“X’ log(e” + )
0

x + xt
4. Data una funzione continua f : R — R, nulla per z = 0 e positiva per x # 0, poniamo
1
F(z) = f(a:)-f(;) )
(a) Trovare una f(x) tale che

/0+oo F(xz)dx < 4o00. (%)

(b) Eistono polinomi f(z) per cui vale la (x)?
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29 gennaio 2009

1. Stabilire per quali a > 0 risulta

i arctan(a™)

< +00.
1+an
n=1
2. Si consideri la successione (x,,) definita da
Tptl = NY T, T = 2.

(a) Provare che inf {z, : n € N} > 0.
(b) Calcolare lim x,,.

(c) Calcolare lim (z,, — n).

3. Dire per quali «, # > 0 si ha

1 .- 2
/ sin(z+2%) . Lo
0o x¥+af

4. (a) Dimostrare che esiste una funzione f(x) (non identicamente nulla) integrabile su
ogni semiretta sinistra | — oo, 7], tale che per ogni x € R si ha

= [ s
(b) Stabilire se si puo dire lo stesso per I'equazione

== [ s
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18 giugno 2010

1. Studiare al variare di @ > 0 la convergenza della serie

> vt (375 )
Z arctan .
n—+a"

n=1

2. Sia z,, la successione definita per ricorrenza da

2
Ty,

Tn+1 = xr1 = 2.

Tp+n’

(a) Calcolare il limite z,,.
(b) Calcolare il limite di (cos(z,,))™.

3. Sia F(z) definita per x > 0 da

2x
tan t
Flz)= [ 2005
. t

(a) Provare che F si estende con continuita in x = 0.
(b) Provare che F' & monotona.
(c) Calcolare lim, ;o F(2).
4. Siano
yi(x) =cosz,  ya(z) =sinz,  ys(z) =z
(a) Provare che non esiste nessuna equazione differenziale lineare, omogenea di ordine 2
(cioe y" + a(x)y + b(z)y = 0) che abbia y, ys e y3 tra le sue soluzioni.

(b) Trovare un’equazione lineare, omogenea a coefficienti costanti che abbia vy, y» € y3
tra le sue soluzioni.

(c¢) Determinare quale ¢ il piu piccolo ordine che puo avere un’equazione lineare omoge-
nea a coefficienti costanti se ha tra le sue soluzioni y;, y2 € y3.
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1 settembre 2010

1. Trovare le soluzioni dell’equazione

/

y/// +y =7
che verificano y(0) = y/(0) =0, y(w) = 0.

2. Studiare la convergenza delle serie

—+o00 1 +o00 1
Z (logn)n’ Z (logn)vn

n=3 n=3

3. Sia f la funzione definita da
2

|
= —dt.
@)= o
(a) Provare che f ¢ monotona crescente in |1, +ool.
(b) Calcolare lim, . f(x).

(c) Calcolare lim, 1+ f(x).
4. Sia f : [1, +00[— R una funzione continua.

(a) Provare che
C oo
|f(z)| < — V121:>/ |f(z)|* de < 400 per ogni o > 1.
z 1

400
|f(x)]§% Ve > 1, VnEN:>/ |f(2)|° dx < 400 per ogni B > 0.
1

(b) Mostrare che le implicazioni inverse sono entrambe false.
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14 febbraio 2011

1. Studiare al variare di a > 0 la convergenza della serie

> (e (522))

n=0

2. Sia z,, la successione definita per ricorrenza da

arctan(y/nz,)

=, 0 =t
n

(a) Calcolare il limite x,,.

(b) Stabilire se ) x, converge.

3. Stabilire se converge

x.
22 + x4

/*Oo arctan(z?)
0

4. Sia ¢ : [0, +00[—]0, +-00[ una funzione continua. Consideriamo l’equazione

y(z)
xr = o(t)dt (2.8)
0

(a) Nel caso ¢(t) = e’ trovare una funzione y : [0, +00[— R che verifica (2.8) per ogni
x> 0.

(b) Provare che in generale esiste 6 > 0 ed esiste una ed una sola y : [0,d[— R che
verifica (2.8) per ogni 0 < z < 4.

(c) Provare che la funzione y di cui al punto precedente & derivabile.
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28 febbraio 2011

1. Studiare la convergenza delle serie

+oo “+00

n! n!
> g
n=0 n=0
2. Si consideri 'equazione differenziale
y// + y/ — 2y = ™.

(a) Provare che per aw = 1 I’equazione non ammette soluzioni limitate in [0, +o0[.

(b) Dire per quali o € R I'equazione ammette soluzioni limitate in [0, 400].
3. Poniamo

f(zx) :/ arctant dt.
0

(a) Provare che per z € [0, 1] si ha = — f(z) > 0.
(b) Sia z,, la successione definita per ricorrenza da
Tpi1 = f(n), To = Q.

i. Nel caso @ = 1 provare che z,, — 0.
ii. Provare che esiste qualche o > 1 per cui z,, — —+o0.

4. Sia f : [0, +00[— [0, +o0[ una funzione continua e si consideri la serie

Z/o f(x +n)dx (2.9)

(a) Nel caso f(z) = (14 x)~* con o > 1 verificare che la serie in (2.9) converge.

(b) Provare che in generale

“+00

(x)dr < 400 = (2.9) converge.
0

(c) Stabilire se in generale vale anche I'implicazione
+0o0

+00  ap
f(z)dr < +o0 :>Z/ flz+n)dx < 400
n=00

0



Capitolo 3

Elementi di Analisi Matematica

Gli esercizi di questa sezione presuppongono la conoscenza di tutto il programma di un corso
annuale di base di Analisi Matematica, e cioe I'unione delle conoscenze richieste nei precedenti
capitoli a cui si rimanda per una lista dettagliata.
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38 CAPITOLO 3. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA

11 giugno 2002

1. Calcolare, al variare del parametro a > 0

li <1 I a>"2 n "
1m — .
n—+o00 n 2n +1

+00 1/n 1 +x
/ ——dr < 4o0.
arctan(1/n) arctan x

2. Dimostrare che

n=1
3. Si consideri la successione z,, definita da

2+ /7,

n

Tn41 =

(a) Provare che z,, ¢ limitata e calcolarne il limite per n — +o0.

(b) Dire se > ,, converge.
4. Sia f :]0,1] — R una funzione continua > 0.

(a) Provare che se f e decrescente, vale I'implicazione

/o (f(z)*dr < +00 = /0 f(z)dx < 4o0. (3.1)

(b) Provare che (3.1) vale anche senza supporre f decrescente.
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10 luglio 2002

1. Dire per quali valori del parametro o € R si ha

lim n*(VYn+1-1)=0.

n—-+o0o

2. (a) Da uno studio della funzione

4
(14 x)?

flz)=2x+

dedurre il numero di soluzioni dell’equazione f(z) = 1.

(b) Al variare del parametro A > 0 stabilire il numero di soluzioni dell’equazione

4
Nra ot
T T e

3. Sia

f(w):x—/ Sl—ntdt.
0 t

(a) Provare che
lirf f(x) = +o0.

(b) Provare che su [2, +oo] la funzione f ¢ crescente.

(c) Provare che per n abbastanza grande l'equazione f(x) = n ammette un’unica
soluzione x,, e dire se Y. z, ! converge.

4. Sia f: R — R una funzione di classe C? tale che

lim f"(z) = 0. (3.2)

Tr——+00

(a) Mostrare che non ¢ detto che esista finito

lim f(z)=1¢R. (3.3)

r——+00
(b) Provare che (3.3) vale (con [ = 0) se oltre ad (3.2) si suppone che

lim f(z) =0.

Tr—-400



40 CAPITOLO 3. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA

6 settembre 2002

1. Calcolare al variare del parametro a € R

. sin(2?) — 2% — aa®
lim .
=0 1 — cos(a®)

2. Dimostrare che per ogni A # 0 l’equazione

arctan
2

AL =

ammette un’unica soluzione.

3. Si consideri la successione x,, definita da

I gin (¢
.Tn+1 = / ( )dt
0

t
ZL'():l.

(a) Provare che z,, & decrescente e calcolare lim,, . .
(b) Dire se > 22" ,, converge.
4. Sia f : R — R una funzione C? tale che
f(0)=0, f(x)>0 per x#D0.
(a) Provare che esiste il limite

lim M

z—0 x2

(b) Provare che esiste una funzione ¢ derivabile in ogni punto di R tale che
f(r)=¢*(x) VzeR. (3.4)

(c) Si pud sempre trovare una ¢ di classe C? che verifichi (3.4)?
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24 settembre 2002

1. Studiare, al variare di A € R, il numero delle soluzioni di

xQx_g—l—logx:/\ (x > 0),

provando in particolare che per A = —1/2 I'equazione ha una ed una sola soluzione.

2. Si consideri la successione x,, definita da

2 +1
1+ x,

Tnt+1 =

%’1:2.

(a) Provare che la successione x,, & decrescente e calcolarne il limite.

(b) Provare che lim,,_, 1o n(z, — 1) = 0.
1 2
1—
/ : cosic dr
o r3—=x

4. (a) Provare che ogni funzione ¢ : R — R continua e periodica ha massimo e minimo in

3. Dire se l'integrale

¢ finito o infinito.

R.
(b) Sia ¢ come sopra e ¥ : R — R una funzione derivabile tale che ¢/(x) > 0 per ogni
x € R. Posto

f(x) = ¢(x) + ¢ (x),

provare che

inf /() = inf 6(s) + Inf Y(x) e sup f(x) = supo(z) +supp(r).

z€R z€R z€R zeR

(c) Dire se la funzione f di cui sopra ha massimo o minimo in R.



42 CAPITOLO 3. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA

9 gennaio 2003

1. Dire se converge la serie

+oco
7’L4

B

n=1

2. Si consideri la funzione definita da
flz) = / e'| arctan t| dt.
0
(a) Dire se f ¢ iniettiva e/o surgettiva.
(b) Stabilire I'ordine di infinitesimo di f in x =0

3. Si consideri la successione x,, definita da

arctan x,,

Tyt =
1 n—+1

T = 100
(a) Calcolare lim,,_, o T,
(b) Calcolare lim,, ;o n"z,.
4. Siano ay, by, due successioni di numeri reali.

(a) Provare che la successione di funzioni
fr(x) =agsinx + bpcosx, 0<zx<1

converge puntualmente verso una qualche funzione f(x) se e solo se converge uni-
formemente.

(b) Provare lo stesso risultato per ogni successione del tipo

fe(z) = arp(z) + bp(x)

quali che siano le funzioni ¢(z) e ¥ (z) continue in [0, 1].



30 gennaio 2003

1. Calcolare, al variare di a > 0:

I o n (1
m n — s | — .
n—+o00 n?+1 n

2. Trovare la migliore costante C' tale che

x—Clog(l+z)>0 Vo > 0.

3. Dire per quali valori del parametro o > 0 'integrale

T sing
P
o =%+ |logz]

converge.

4. Siano f, g : [0, +00[— R due funzioni di classe C* tali che
f@) <gle) Va0,

li = li =0.

L ) = I _g(x) =0

Determinare se le seguenti affermazioni sono vere o false:

(a) esiste r > 0 tali che f'(z) < ¢'(z) per ogni z > r,

(b) esiste una successione (x) — +oo tale che f'(xy) < ¢'(x)) per ogni k.
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44 CAPITOLO 3. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA

10 giugno 2004
1. Calcolare l'ordine di infinitesimo per z — 0 della funzione
f(x) = (arctansinz)® — a2’

al variare del parametro o > 0.

2. Sia (x,) la successione definita da
Tpi1 = V1+z,, r, = 5.

(a) Provare che (x,) é limitata.
(b) Provare che lim,,_, 4o, x, = 1.

¢) Calcolare lim,, 4o n(z, —1).
Jr

3. (a) Dimostrare che

1 2
1
/ 8 xdaz = +o0.
0

T — x?

(b) Dire se
U log?

0 Vr — 22

4. Data una funzione continua ¢ : R — R tale che ¢(z) # 0 per x # 0, sia

dr < +oo.

L) per x # 0.

fla) = 22
/0 o(t) dt

(a) Provare che la funzione f(z) é ben definita su R\ {0} e si estende con continuitd su
tutto R quando ¢ € C'(R) e ¢/(0) # 0.

(b) Provare che la stessa conclusione di (a) resta valida se si suppone che la ¢(x) sia solo
derivabile in # = 0 con ¢'(0) # 0.

(c) Studiare il caso in cui ¢’(0) = 0, mostrando in particolare che si pué costruire una
¢(z) di classe C* per cui f(z) non ha limite finito (per x — 0).
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6 luglio 2004

1. Dire per quali a > —1 risulta convergente la serie

i arctan(a™)

n

n=1
2. Si consideri la disequazione
r—log(l4+cx+2?)>0, V>0 (3.5)

(a) Provare che la (3.5) é vera quando ¢ = 0, mentre é falsa per ¢ > 1.

(b) Dire per quali valori di ¢ € [0, 1] la diseguaglianza (3.5) é vera.

3. Sia (x,) la successione definita da

1y 2n
Tpt1 = (1 + —) : T = Q.
n

(a) Provare che, nel caso o = 1, si ha x,, < n per ogni n € N.
(b) Sempre nel caso a = 1, calcolare lim x,,.

(c) Dire se esiste qualche « > 1 per cui lim z,, = +00.

4. (a) Dimostrare che

I:/Sm%xz£
0 2

(b) Provare che I > 1, e piu in generale che, per ogni funzione continua e concava
@(x) > 0 sull’intervallo [0, a] vale la stima

/a M dr > M = max ¢(z). (3.6)

T 0<z<a

(c) Dire per quali funzioni continue e concave ¢ : [0, a] — R vale 'eguaglianza in (3.6).
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3 settembre 2004

1. (a) Tracciare un grafico della funzione ze'/.

(b) Stabilire, al variare del parametro A > 0, il numero delle soluzioni dell’equazione

a1
reds = \.

2. Sia (z,) la successione definita da
Tp+1 = narctan a:i , To = a > 0.

(a) Provare che, nel caso a = 1, si ha z,, — +00.
(b) Provare che, nel caso a = 1, (z,,) & crescente.

(c¢) Dimostrare che esiste @ > 0 per cui x, — 400 se e solo se a > @.

3. (a) Calcolare per o € R\ {5}

r+x®
arctant
lim TR

e N

(b) Calcolare lo stesso limite per a = 1/2.

4. Data una funzione f : R — R* continua tale che

“+o00

ft)dt < oo,
0

si ponga per x # 0

(a) Provare che ¢ ammette un’estensione ¢ continua, ma in generale non derivabile.
(b) Provare che se limy_. o t2f(t) = 0, allora ¢ € C*(R).
(c) Supponiamo f € C' e limy_ o t"f(t) = 0, Vn € N. Possiamo concludere ¢ € C2(R)?



24 settembre 2004

1. Sia

(a) Provare che lim, o f(z) =0.
(b) Calcolare lim, . xf(z).

2. Sia (x,) la successione definita da
Tpi1 = 22—z, + 1 To=a > 1.

(a) Calcolare lim,,_, o xp,.
(b) Dire se la serie > (z, — 1) converge.

(c) Calcolare lim,, 4o 2.

3. Dire per quali « € R

dr < 4o00.

/*oo log(1 + €*)
1

2 + x>

4. (a) Sia f € C*(R) tale che
f"(x)>6>0 VreR.

Mostrare che lim, o f(z) = lim,_,_ f(z) = +o0.

(b) Sia f € C?*(R) tale che
f(x) >0 VzeR.

Mostrare che sup, g f(z) = +0o0.
(c) Sia k > 2 esia f € C*(R) tale che

f®(z) >0 VreR.

Dire se si ha ancora sup, g | f ()| = +00.
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48 CAPITOLO 3. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA

20 gennaio 2005

1. Si consideri la successione

(a) Provare che a,, € limitata.
(b) Provare che a,, ¢ monotona.

(c) Provare che a,, — log2.

2. Si consideri I’equazione
_1,3
e @ (z”—2x) = A

(a) Provare che per ogni A € R, I’equazione ha almeno una soluzione.

(b) Studiare il numero delle soluzioni al variare di A.

3. Dire se si ha

e dr < +o0.

/ % arctan /z
0

4. Si consideri la successione definita per ricorrenza da

xn—&-l = f($n>, To = 17
dove f: R — R & una funzione non negativa di classe C*.

(a) Provare che se ) x, < 400 allora f(0) =0e |f'(0)| < 1.
(b) Provare che se f(0) =0 e [f'(z)] <c <1 per ogni z € R allora ) x, < +4o0.
(c¢) La conclusione in (b) resta valida se si suppone solo f(0) =0e¢ |f'(0)] <17
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3 febbraio 2005

1. Dire per quali @ > 0 si ha

+o0o 1 n
Z (a + —) < +o00.
n=1 n

2. Dire per quali A > 0 la funzione
f(z) =z —log(1+z + \z?)

induce un’applicazione biunivoca da [0, +oo| in [0, +o0].

3. Dire per quali @ > 0 si ha

/+°° sin’ z
dr < +oo.
0 1

er®

4. Sia f :[0,400[— R una funzione continua decrescente tale che f(z) > 0 per ogni z > 0,
e sia (z,) la successione definita da

Tpr1 = Tp + f(Tni1), o =0.

(a) Provare che x,, — +o0.
(b) Provare che > f(x,) = +oo.

+oo
(c) Provare che > f(x,)? < +oo se e solo se / f(z)dr < +o0.
0



50 CAPITOLO 3. ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA

9 giugno 2006

1. Stabilire per quali A € R I'equazione

ammette soluzioni.

2. Si consideri la successione definita per ricorrenza da

1+ 2z,

Tz =12

Tn4+1 =

(a) Mostrare che (x,) ammette limite finito [ e calcolarlo.

(b) Dire se converge la serie

+o00
Z |z, — 1.
n=0

3. (a) Mostrare che per ogni n > 0 si ha

/ ! arctan(nz)
a, = | ——5—= < +ox.
0 r+a?

(b) Mostrare che lim,, ., a, = +oc.

4. Sia f : [1, +00[— R una funzione continua, non negativa (f(x) > 0) tale che

lim / " ) de = 0 (3.7)

n—-+00

(a) Verificare che la funzione f(z) = x~* verifica (3.7) se e solo se a > 1.

(b) Mostrare che
+o00o

(x)dr < +00 = (3.7).
1
(c) Dire se
+oo

(3.7) = f(z)dr < +o0.
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7 luglio 2006

1. Stabilire per quali A > 0 la funzione

fz) =

i

52 — darctanz
x

¢ monotona su R.

2. Si consideri la successione definita per ricorrenza da
Tpi1 = log(1 + nx,), = 4.

(a) Mostrare che x,, — +o0.

(b) Mostrare che esistono ¢; > 0, ¢ > 0 tali che
cilogn <z, <cylogn Vn > 3.

(c) Calcolare lim Tn_
n—+oo logn

3. (a) Provare che
/ +°° arctan x
————dx < +o00.
0

/T
(b) Dire per quali a >0
/ T arctanw
dr < +00.
0

zy/z|log x|®
4. (a) Costruire una funzione f : [0, +oo[— [0, +oo[ continua non identicamente nulla tale
che: .
Jr >0 tale che ft)dt = f(x). (3.8)

0

(b) Provare che se f : [0, +o0o[— [0,400] & continua e decrescente la (3.8) vale se e solo

se
+oo

f(0) > f(t)dt.

0

(c) Caratterizzare le funzioni f : [0,4o00[— [0,4oc0[ continue (anche non decrescenti)
per cui vale la (3.8).
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5 settembre 2006

1. (a) Dimostrare che esiste ¢ > 0 tale che

0<z-—log(l+z)<cx Vo > 0.

(b) Trovare la migliore costante per cui vale la (3.9).

2. Calcolare al variare di a > 0

3. Si consideri per a > 1

T tsint
lim / S
z—+too [ 14+ ¢2

(a) Provare che per o > 2 tale limite esiste ed ¢ finito.
(b) Provare che per o = 1 il limite non esiste.

(c) Studiare il caso 1 < a < 2.

4. Sia f : [0,+00[— [0,+o0[ una funzione decrescente, continua e strettamente positiva
(f(z) > 0 per ogni z > 0).

(a) Nel caso f(x) = e, calcolare

(O
AT F (@)
(b) Provare che
li fxxﬂ J()dt =L<1 o t)dt

1

(c¢) La conclusione del punto precedente vale ancora nel caso L = 17
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19 settembre 2006

1. Data la funzione

f(z) = xsinz + log(1 + €),

(a) calcolare sup,~q f(z),

(b) dimostrare che f(z) > 0 per ogni z > 0, e calcolare inf,>q f(z).

2. Calcolare lim z,, dove (z,,) ¢ la successione definita da

1+ na? 0
Tyt = , z9 = 0.

+1 14z, 0

3. Data la funzione .
fle) = 1+ 22logx
dimostrare che
+o0 n+1/n
() dx = 400, lirf f(z)dz =0.
1 n—+oo [,

4. Sia f : RT — R* una funzione continua e non negativa tale che

“+oo
(x) dr < 400.
0

(a) Mostrare con un esempio che in generale non si ha

lim f(z)=0. (%)

T——+00

(b) Provare che la (x) e verificata qualora si supponga che la f(z) é una funzione glo-
balmente lipschitziana in R™.

(¢) Mostrare che, anche se f ¢ globalmente lipschitziana, in generale non si ha

lim zf(x)=0.

T——+00
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18 gennaio 2007

1. Stabilire il numero di soluzioni dell’equazione
r?e” = \(32* — 1)

al variare di A € R.

2. Si consideri la successione definita per ricorrenza da

Tn + 21
11—z,

Tnt1 = Tog = Q.

(a) Per aw = 2 mostrare che (x,) ¢ ben definita, ha limite e calcolare tale limite.

(b) Mostrare che per o < 7 la successione (z,) ¢ ben definita, mentre esistono infiniti
valori di a € (7,11) per cui la successione non e definita per ogni n.

3. Sia

arctan x

flay =TT

+oco

(a) Provare che (z)dx = 4o00.
1

2t
(b) Calcolare lim;, ;o / f(z)dx.
t

4. Sia f : [1,+0o0[— [0, +o0o[ una funzione continua e non negativa.

(a) Dimostrare che f(x) =27 con 0 < a < 1 verifica la proprieta

b"l
V(a,) — 400, 3(b,) tale che: [ by > a, e (x)dx > 1, Vn. (3.10)

an

+oo

(b) Provare piu in generale che, se (x) dz = 400 allora vale la (3.10).
1

(c) Vale anche 'inversa dell'implicazione del punto (b)?



95

15 febbraio 2007

1. (a) Provare che la serie

converge.

(b) Stabilire per quali o > 0 la serie

converge.

2. Dimostrare che la funzione

_ sin(z + 2%) — arctan(z + 2°)

fz) =

log(cos x)

e infinitesima per x — 0 e calcolarne I'ordine di infinitesimo.

3. Sia

2
" arctant
/(@) /x 1+t

(a) Provare che f ha un massimo locale per x = 0.

(b) Calcolare i limiti di f(z) per + — =00 e mostrare che f ha massimo e minimo
assoluto in R.

(¢) Mostrare che —1 < f(z) <1 per ogni x € R.

4. Siano ¢, : R — R funzioni continue.

(a) Dimostrare che se ¢ e 1) sono uniformemente continue allora ¢ ot ¢ uniformemente
continua.

(b) Trovare ¢ uniformemente continua e v continua per cui ¢ o ¢ e 1) o ¢ non sono
uniformemente continue.

(¢) Supponiamo che ¢ e 1 siano limitate e che ¢ sia uniformemente continua. Si puo
concludere che 1 o ¢ € uniformemente continua? E che ¢ o ¢ ¢ uniformemente
continua?
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6 giugno 2008
1. Studiare al variare di A € R il numero di soluzioni dell’equazione

rarctanz — (arctanz)? = .
2. (a) Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale
v+ 2y +y =1+ cos(2z). (3.11)
(b) Dire se (3.11) ha soluzioni periodiche ed in caso affermativo individuarle tutte.

3. Stabilire per quali a > 0 risulta

dr < 400.

/;OO (x+ xa;(log x)®

4. Sia f : [0, +oo[— [0, +o0o[ una funzione di classe C' decrescente.

(a) Provare che

+o0
/ ()] da < +o0.
0

(b) Provare che
+o0
/ f(x)cos(x) dr converge <= lim f(x)=0.
0

Tr——+00
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4 luglio 2008
1. (a) Dimostrare che la funzione
flx) =z (a2 #0),

si estende ad una funzione di classe C! su R.

(b) Studiare al variare di A > 0 il numero di soluzioni di f(z) = \.

2. Sia (z,) la successione definita per ricorrenza da
— 3 1 —
Tpy1 =2, +x, — 1, 20= 0.

(a) Provare che per @ > 1 si ha limz,, = +o0.

(b) Calcolare (se esiste) lim x,, al variare di « € R.

3. Dire se

dx < +o00.

/+°° log(1 + z)
o ritayz

4. Data una funzione continua f : [0, +00[— [0, 400[, si considerino le seguenti proprieta:

b

/f(a:)dm < M(b—a) Va,b: 0<b—a<1; (3.12)
b

/f(x)dac < M+vb—a Va,b: 0<b—a <1. (3.13)

(a) Provare che (3.12) vale se e solo se f(z) < M per ogni x.
(b) Provare che nessuna delle funzioni f(z) = 2* con a > 0 verifica (3.13).

(c) Esistono funzioni non limitate che verificano (3.13)7
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8 settembre 2008

1. Calcolare

2. (a) Provare che la funzione
f(z) = esin*x + e “cos’x

verifica le diseguaglianze
il < f(x) < elzl

(b) Calcolare inf e sup di f(z) su R.

3. Trovare la soluzione generale dell’equazione
y +ysinx = sin 2z,

provando che ogni soluzione y(x) ¢ periodica.

4. Sia f : [a,b] — R una funzione di classe C', con f(a) < 0 e f(b) > 0, e supponiamo che
f'(z) # 0 in ogni punto = dove f(z) = 0. (%)

(a) Provare che f ha un numero finito N di zeri.
(b) Provare che N & dispari.

(c) La conclusione del punto a) resta vera anche in assenza dell’ipotesi (x) ?
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8 gennaio 2009

1. Determinare, al variare di A € R, il numero di soluzioni dell’equazione

2z
1 1 =)\
og< +1+x2)

2. Sia (x,) la successione definita da

Tn4+1 =

(a) Calcolare lim z,.

(b) Dire se Yz, converge.

3. Stabilire se
dr < +o0.

/+°° log(e® + z)
0

T + xt

4. Data una funzione continua f : R — R, nulla per z = 0 e positiva per x # 0, poniamo

Fla) = f(x)-f(%) L vaso

(a) Trovare una f(x) tale che
+oo
/ F(z)dr < 4o0. (%)
0

(b) Eistono polinomi f(z) per cui vale la (x)?
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29 gennaio 2009

1. Calcolare 5y oz
i (2 +3)"—(@+2)"

x—0 €T

2. Si consideri la successione (x,,) definita da
Tpa1l = NV Ty, T = 2.

(a) Provare che inf {z, : n € N} > 0.
(b) Calcolare lim z,.

(c) Calcolare lim (z,, — n).

3. (a) Calcolare, per 0 < a < 2, il limite

(b) Calcolare

4. (a) Dimostrare che esiste una funzione f(x) (non identicamente nulla) integrabile su
ogni semiretta sinistra | — oo, r|, tale che per ogni = € R si ha

r@ = swa
(b) Stabilire se si puo dire lo stesso per I'equazione

@ == [ s
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18 giugno 2010

1. Calcolare al variare di a > 0 il limite

2"’L
lim 7 -arctan < > .
n—-+o0 n -+ a"

2. Sia x, la successione definita per ricorrenza da

2
Ty,

an:xn—i—n’ Ty = 2.
(a) Calcolare il limite z,,.
(b) Calcolare il limite di (cos(z,))".
3. Sia f(x) definita da
2+ |z — 1]
fw) ===

(a) Discutere il numero di soluzioni dell’equazione f(x) = X al variare di A € R.
(b) Mostrare che per n sufficientemente grande 1'equazione f(x) = n ammette un’unica
soluzione z,, > /n.
4. Siano
yi(z) =cosw,  wa(x) =sinz,  ys(z) =
(a) Provare che non esiste nessuna equazione differenziale lineare, omogenea di ordine 2
(cioe y" + a(x)y’ + b(z)y = 0) che abbia y;, ys e y3 tra le sue soluzioni.

(b) Trovare un’equazione lineare, omogenea a coefficienti costanti che abbia y1, y» € y3
tra le sue soluzioni.

(c¢) Determinare quale ¢ il pit piccolo ordine che puo avere un’equazione lineare omoge-
nea a coefficienti costanti se ha tra le sue soluzioni y1, y2 € y3.
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9 luglio 2010

1. Calcolare al variare di @ € R l'ordine di infinitesimo e la parte principale per z — 0 di

sin(z + ar?) — log(1 + x + 7).
2. Sia x, la successione definita per ricorrenza da
Tpy1 = Q‘T"/n’ To = Q.

(a) Nel caso o = 2 provare che z,, — 1.

(b) Stabilire se esiste « > 0 per cui x,, — +00.

+o00 1
/ dx = +00.
5 logz

3. (a) Provare che

(b) Stabilire se converge

+0  antl/n 1
>/ dz.
n log x

n=2

4. (a) Stabilire per quali valori dei parametri a e b in R 'equazione differenziale
" /
y +ay +by=0

ammette qualche soluzione non limitata.

(b) Stabilire per quali valori dei parametri a, b, ¢ in R le soluzioni dell’equazione dif-
ferenziale
" 1 /
Yy +ay +by +cy=0

sono tutte periodiche di periodo 2.
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9 luglio 2010

1. Calcolare al variare di @ € R l'ordine di infinitesimo e la parte principale per z — 0 di

sin(z + ar?) — log(1 + x + 7).
2. Stabilire per quali A > 0 si ha

14 Mz > 2 Va > 0.

+o00 1
/ dx = 400.
9 logz

3. (a) Provare che

(b) Stabilire se converge

+0  antl/n 1
g / dx.
n log x

n=2

4. Sia f : [0,4+00[— [0, +oo[ una funzione continua. Sia z, la successione definita per
ricorrenza da

Tpi1 = f(2n), To = Q.
(a) Provare che se f(z) < z per ogni > 0 allora z,, — 0 per ogni a > 0.

(b) Provare che vale I'implicazione inversa; cioe se x,, — 0 per ogni o > 0 allora f(z) < x
per ogni x > 0.

(c¢) Trovare una funzione che verifica le ipotesi del puto (a) per cui )z, = 400 per
qualche o > 0.
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1 settembre 2010

1. Studiare al variare di A € R il numero di soluzioni dell’equazione

Ar —logx = 1.
2. Studiare la convergenza delle serie
SIRER R
“ (logn)" — (logn)v®

3. Sia x, la successione definita per ricorrenza da
Tpt1l = Tp SIN Ty, zo = 1.

(a) Calcolare lim z,.

(b) Calcolare limn! z,,.
4. Sia f : [1, +00[— R una funzione continua.

(a) Provare che

C +oo
\f(x)]ﬁ; Vm21:>/ |f(2)]* dx < 400 per ogni o > 1.
1

Ch oo
|f(x)]§$—n Ve > 1, VnEN:>/ |f(2)|? dz < 400 per ogni 3 > 0.
1

(b) Mostrare che le implicazioni inverse sono entrambe false.
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14 febbraio 2011

1. Studiare al variare di A € R il numero di soluzioni per z > 0 dell’equazione

—g + | log x| = A.

2. Sia x,, la successione definita per ricorrenza da

Ty + 22 )
Tpy1 = : xo = 3.
HET e 0
(a) Provare che x,, ammette limite finito L.
(b) Stabilire se Y |z,, — L| converge.
3. Stabilire se converge
/*"O arctan(z?)
——— = dx.
0 x? +

4. Sia ¢ : [0, +00[—]0, +-00[ una funzione continua. Consideriamo l’equazione

y(z)
T = o(t)dt (3.14)
0

(a) Nel caso ¢(t) = e’ trovare una funzione y : [0, +0o0[— R che verifica (3.14) per ogni
xz > 0.

(b) Provare che in generale esiste § > 0 ed esiste una ed una sola y : [0,d[— R che
verifica (3.14) per ogni 0 < z < 0.

(c) Provare che la funzione y di cui al punto precedente & derivabile.
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28 febbraio 2011

1. Calcolare i seguenti limiti

2. Stabilire per quali A € R la funzione f :]0,400[— R definita da
f(z) =AMz —1|+logx
risulta iniettiva e surgettiva.
3. Poniamo

f(x) :/ arctant dt.
0

(a) Provare che per z € [0, 1] si ha = — f(z) > 0.
(b) Sia z,, la successione definita per ricorrenza da
Tpi1 = f(n), Ty = Q.

i. Nel caso @ = 1 provare che z,, — 0.
ii. Provare che esiste qualche o > 1 per cui x,, — +o0.

4. Sia f : [0, +00[— [0, +00[ una funzione continua e si consideri la serie

Z/o f(x+n)dx (3.15)

(a) Nel caso f(z) = (14 x)~* con a > 1 verificare che la serie in (3.15) converge.

(b) Provare che in generale
+o00

(x)dr < +00 = (3.15) converge.
0

(c) Stabilire se in generale vale anche I'implicazione
+oo

0

+00 n
f(z)de < +o0 :>Z/ f(z+n)dx < 400
n=0"0



Capitolo 4

Prove 1n Itinere

Le conoscenze richieste in queste prove variano a seconda del periodo, in particolare quelle
con date di novembre - dicembre presuppongono le minori conoscenze (meno del programma
di elementi di Analisi Matematica I), mentre quelle con date di aprile - maggio possono anche
presupporre la conoscenza di tutto il programma di un corso annuale di Analisi.
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68 CAPITOLO 4. PROVE IN ITINERE

26 novembre 2001

1. Calcolare, se esiste, al variare del parametro o € R

2
lim sin (—3) V14 ne 4+ nt.
n

n—-+o0o

2. Calcolare, se esiste, al variare del parametro A > 0

lim |A+sinz|”.

r—-400

3. Data una funzione f : R — R, siano ¢ e ¢ funzioni definite da ¢(z) = f(z?) e ¢¥(z) =
f(x®). Dire quale/i fra queste affermazioni sono vere:

(a) ¢ continua = f continua,

(b) 1 continua = f continua.

4. Sia D la funzione di Dirichlet definita da

1 se €@
0 se 2¢Q

e sia ¢ : R — R una funzione continua. Provare che la funzione f(z) = D(x)g(x) &
continua in ¢ se e solo se g(c) = 0.
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2 maggio 2002

1. Calcolare I'ordine di infinitesimo e la parte principale per x — +o00 della funzione

: 1 1
f(z) = sin (x2+ 1) -

2. Si consideri la successione (z,,) definita per ricorrenza da

Tpy1 = sin(z?)

(a) Dimostrare che lim,, ., x, = 0.
(b) Dimostrare che la serie Y% z,, converge.

. . !
(c) Dire se converge la serie S e"z,,.
3. Dire quante soluzioni reali distinte ha I’equazione

2t = sinz.

4. (a) Dimostrare che per ogni a € R
a+2m
/ sinz dxr = 0.

(b) Dimostrare che per ogni funzione f continua e 27 - periodica esiste una costante C'
(indipendente da a) tale che per ogni a € R

/a+ 7rf(x) dx = C. (4.1)

(c) Mostrare che se f ¢ una funzione continua che verifica (4.1) allora f ¢ 27 periodica.
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15 dicembre 2003

1. Calcolare

lim V2" 4+ nd 4+ 47

2. Calcolare
sin(x?) + arctan(5x)

220 22 + log(1 + 27)

3. Dire per quali a > 0 esiste
. a’sinz + 2®
lim ——
T—+00 2 +1

4. Sia A(z) = [a;j(x)] una matrice k x k, con le a;; funzioni continue su R. Tenere presente
che per ogni matrice Y, (quadrata di ordine k), esiste una ed una sola funzione matriciale
Y (x), di classe C*, che verifica:

Y (0) =Y, Y'(z) = A(2)Y (z) — Y(2)A(z), Vz€eR.

(a) Mostrare che, se Yy ¢ una matrice scalare, allora Y'(z) ¢ scalare per ogni z.

(b) E’ vero che, per ogni Yj diagonale, Y (x) risulta diagonale?
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20 aprile 2004

1. Tracciare un grafico (approssimativo) della funzione
? +1
=33
quindi studiare la risolubilita dell’equazione f(z) = A al variare di A € R.
2. Sia (x,) definita da

241
Ty + 3

Tn+1 = Tog = Q.

(a) Nel caso @ = 1 provare che (x,) € monotona e calcolarne il limite.

(b) Calcolare (se esiste) il limite di (x,) al variare di o > —3.

3. Dimostrare che la funzione .
f(x) =3z — """

e biunivoca da R su R. Calcolare quindi la derivata della funzione inversa nel punto —1

(= f(0)).

4. (a) Sia f:R — R una funzione di classe C"' tale che
sin f'() >0  VzeR. (4.2)

Provare che f & monotona (debolmente).

(b) Provare che la stessa conclusione ¢ valida se si sostituisce (4.2) con l'ipotesi
P(f(x) >0  VreR,

dove 1 (t) & una funzione continua, positiva in un intorno destro di ¢t = 0 e negativa
in un intorno sinistro.
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27 maggio 2004

1. Calcolare .,
. esin“z _ (1 +$2)
lim .

z—0 1 — cosx?

2. (a) Provare che

+ii(n2 + n) sin (%) = +o0.

n=1

(b) Dire per quali a > 0

+00 1
Z(?ﬂ + na) sin (ﬁ) < 400.

n=1

3. Dire per quali a > 0

T arctan
SR < +00.
0 T4+ x¢

4. Sia (a,) una successione di numeri positivi e sia f : R — R una funzione tale che f(0) = 0.

(a) Provare che se f & derivabile in x = 0 allora
+oo “+oo
Z ap < +00 = Z f(a,) converge. (4.3)
n=1 n=1

(b) Provare che se f & solo continua in = 0 in generale (4.3) non ¢ vera.



22 dicembre 2005
1. Calcolare

T—-+00

9 .
lim +/zsin (—+ smx) .
T

2. Calcolare
. log(3"+n)
lim —————2.
n—-4oo n

3. (a) Dimostrare che la successione:

1

EJ TLZl,

Ty =N +

¢ strettamente crescente e calcolarne gli estremi inferiore e superiore.

(b) Mostrare che per ogni coppia di interi p, ¢ > 1 la successione

1
Tp=nf 4+ —, n>1,
nd

¢ strettamente crescente.

4. Sia (x,) una successione di numeri strettamente positivi tale che

inf x, =0, sup x,, = +00.
n

n

(a) Mostrare che (x,) non ha limite.

(b) Costruire un esempio esplicito di successione verificante (4.4).

73

(4.4)
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26 aprile 2006

1. (a) Provare che
=4 4+3>0 Vr € R.

(b) Determinare al variare di ¢ > 0 il numero di soluzioni reali dell’equazione

cx* —4dex +3=0.

2. Sia (z,,) la successione definita per ricorrenza da

xnﬂzxi—wn—kl

Tog = Q.

(a) Provare che (z,) ¢ monotona.

(b) Calcolare il limite di (z,) al variare di a € R.

3. Dire quali delle seguenti funzioni sono uniformemente continue (giustificando la risposta):

log x su [1, +o00]
log © su 10,1]
zlogx su 1, +o00]
zlogx su 10,1]
sin(z?) su 10, 4-00]
x~ L sin(2?) su [0, +00[

4. (a) Determinare una funzione ¢ : R — R derivabile, > 0 tale che:

p(x) =0<= =0, lim ¢(z) =0, lim ¢(x) = +o0.

T——00 T—-+00

(b) E’ possibile trovare come ¢ una funzione razionale (rapporto di due polinomi)?
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31 maggio 2006

1. Dire per quali @ > 0 si ha

+oo
2'ﬂ

n2 + am
n=1

2. Sia f la funzione definita da

Clog(l+a+42?) —=x

(a) Provare che f ¢ ben definita su |0, 4o00].
(b) Provare che f si estende con continuita in x = 0.

(¢) Mostrare che f ha minimo assoluto in |0, 400].

3. Dire se l'integrale

/*OO log®(arctan ) i
0 1+ 2?2

e convergente e, in caso affermativo, calcolarne il valore.
4. Si consideri I'insieme di funzioni su R

X = {f(x) = P(x)e" | P(x) polinomio},

e 'applicazione D che ad ogni funzione f(x) associa la sua derivata f'(x).

(a) Provare che D : X — X.
(b) Provare che D : X — X ¢ iniettiva e surgettiva.

(c) Studiare il caso in cui

X = {f(a:) = P(z)e” | P(z) polinomio}.



76 CAPITOLO 4. PROVE IN ITINERE

6 novembre 2007

1. Calcolare

lim /n + 27,

n—-4oo

2. Provare che per ogni n € N si ha:

3. Trovare gli estremi inferiore e superiore (precisando se si tratta di massimo e/o minimo)

dell’insieme 2
A= {x — > 0} )
z+1

4. Sia x, = Pr ina successione di numeri razionali tali che pn € {0,1,...9} e q, € N\ {0}.

an
Consideriamo B := {x,, : n € N}. Provare che inf B = 0 oppure B ammette minimo.
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20 dicembre 2007

1. Calcolare
arctanz __ COS T

li .
0 log(1 + 3z + 22)

2. Sia x, la successione definita per ricorrenza da:
Tpi1 = xplog(l+z,), zo=3.

(a) Mostrare che x,, ¢ monotona e che limz,, = +o0.
(b) Mostrare che per ogni a > 1 si ha lima "z, = +00.
(c) Calcolare il limite di /.

3. (a) Mostrare che per ogni A > 0 ’equazione
T +sinz = A

ammette una ed una sola soluzione con x > 0.

(b) Mostrare che la conclusione del punto a) non vale per I'equazione

Vo +sine =\

4. Sia f € CY(R) una funzione tale che
f'(z) > f(x) VxeR.

(a) Provare che f si puo annullare al pit una volta.

(b) Mostrare con un esempio che ci sono casi in cui f si annulla.
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3 aprile 2008

1. Calcolare
. 2sin(arctan x) — arctan(sin(2z))
hH(l) o .

2. Sia x, la successione definita per ricorrenza da:

T,
n+x,’

Tn+1 = T, = 1.

(a) Calcolare lim x,,.
(b) Dire se Yz, < +00
(¢) Provare che > /x, = +00.

3. Studiare al variare di a € R la convergenza della serie

4. Sia f(r) = sin*z con k > 1.
(a) Provare che se k ¢ dispari allora f ha una primitiva del tipo
F(z) = P(cosx)

con P polinomio.

(b) Provare che per k pari f non ha mai primitive del tipo F(z) = P(cosz) con P
polinomio.

(c) Provare che per k pari f non ha mai primitive neppure del tipo F'(z) = Q(sinx) con
() polinomio.
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30 maggio 2008

1. Dire se

< +00.

i’f log(1+ 3™)

n3
n=1

2. Sia f : R — R la funzione definita da
v tant
f@) = 2 _/ arctan "
0

(a) Provare che f ¢ strettamente crescente.

(b) Provare che f e surgettiva da R in R.

3. Si consideri l'integrale
+oo s 02
I = / _simr
0

r®arctan x

(a) Dire per quali @ > 1 risulta I < +o00.
(b) Provare che per a =1 si ha [ = +0c0.

4. (a) Provare che, se le due funzioni y = cosz, y = sinz, sono soluzioni dell’equazione
y'+a(z)y +b(z)y =0

dev’essere necesariamente a(z) =0, b(x) = 1.

(b) Piu in generale provare che due equazioni
y' +a(@)y + @)y =0, y' +a(z)y +bz)y =0,

che abbiano in comune due soluzioni y;(z) e y2(x) non proporzionali fra loro, sono
necessariamente coincidenti, cioé: a(z) = a(z), b(x) = b(x).
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2 novembre 2009

1. Provare che per ogni n > 3 si ha
3"n! > 2™+ 5™,

2. Calcolare 'estremo inferiore e superiore (precisando se si tratta di minimo e/o massimo)

dell’insieme ot g
n —_
A= : N5 .
{ n?4+1 ne }

log®(n? + 1)

1 o N 00 7

n—+o0 log®(n) + /n’

3. Calcolare

4. Siano (z,) e (y,) due successioni tali che:

Ty + Uy, — 1
Y (4.5)

(a) Nel caso in cui le due successioni abbiano limite (finito od infinito) determinare i
possibili valori di tali limiti.

(b) Dire se due successioni che verificano la (4.5) devono necessariamente avere limite.
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Pisa, 16 dicembre 2009

1. Mostrare che per ogni a > 0 si ha

T 1/z
lim ( ) =1.
z—+oo \ 1 4+ x@

2. Dire per quali costanti ¢ € R si ha

e > Yz > 0.

3. Sia (x,) la successione definita per ricorrenza da

s Ty + 22
Tpy1 = 5 To = 2.
(a) Provare che (x,) € monotona.
(b) Provare che limz,, = 1.
(c) Calcolare lim n(z, —1).
4. Sia f: R — R una funzione C* che si annulla per z =1 ez = —1.

(a) Provare che esiste una (ed una sola) funzione ¢ : R — R continua su R e derivabile
per x # +1 tale che

f(z) = (2* = 1)é(x).
(b) Provare che se f & C? allora ¢ ¢ derivabile anche per x = =+1.

(c) Dire se la conclusione del punto (b) rimane vera anche se non si suppone f’ derivabile.
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26 marzo 2010

1. Calcolare l'ordine di infinitesimo per z — 0 della funzione

f(z) = arctan(z + sin® ) — sin(z + 7).

2. Stabilire se le seguenti serie convergono

+oo +oo
nlogn nlogn
Z n Z 2vn

3. Si consideri la successione definita per ricorrenza da
Tpa1 = VNT, + 1, x1 = 1.

(a) Trovare una costante C' > 1 tale che x,, < C per ogni n > 1.
(b) Calcolare il limite di x,,.
(¢c) Calcolare il limite di v/nlogz,.

4. Sia f :[0,1] — R una funzione Lipschitziana, cioé per cui esiste una costante L > 0 tale
che

|f@)=fWl<Llz—yl Va, yel01].
Si ponga

F(z) = f(2*),  G(x)=f(Vz),  H(zx)=zf(Va).

Stabilire quali fra le funzioni F'; G e H sono necessariamente Lipschitziane.



4 giugno 2010
1. Stabilire per quali & > 0 si ha
+oo
2 . n
Zn Sin <—) < +00.
o 1+n+no
2. Si consideri 'equazione differenziale
!
y' — 4y = f(2).

(a) Nel caso f(z) = e” trovare la soluzione generale dell’equazione.

33

(b) Nel caso f(z) = e~ stabilire se Pequazione ammette soluzioni limitate in [0, +ocl.

3. (a) Stabilire per quali @ > 1 si ha

/1 sin®(log(1 + z))

dr < +oo0.
:LAOC

(b) Stabilire per quali @ > 1 si ha

/+<>o sin®(log(1 + ))

:Ca

dxr < +o0.

4. Sia f : [0, +00[— R una funzione contiua.

(a) Mostrare che se esiste lim, ., f(x) # 0 allora esiste

(b) Mostrare che per ogni f periodica (cioé per cui esiste T > 0 tale che f(z+T) =

per ogni x > 0) il limite (4.6) esiste.

(c) Costruire una funzione continua e limitata per cui il limite (4.6) non esiste.

(4.6)

f(z)



