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Capitolo 2: Fare 31

Numeri reali 1

Argomenti: ragionamento astratto, numeri reali Difficolta: = x % *

Prerequisiti: definizione di campo

1. (a)
(b)

Dimostrare che un campo in cui 1 = 0 ha un solo elemento.

Dimostrare che in un campo con almeno due elementi lo 0 non é invertibile (rispetto
al prodotto).

2. (Tutto quello che abbiamo sempre usato, ma che negli assiomi di campo non compare)

Sia K un campo. Quantificare bene e dimostrare le seguenti proprieta (attenzione ad
usare solo gli assiomi presenti nella definizione di campo).

Se a+c¢=0b+ ¢, allora a = b (legge di semplificazione per la somma).

Se ac = be e ¢ # 0, allora a = b (legge di semplificazione per il prodotto).
L’elemento 0 & unico.

a-0=0.

Se ab = 0, allora a = 0 oppure b = 0 (legge di annullamento del prodotto).

L’opposto € unico, cioé per ogni a € K esiste un unico b € K tale che a + b = 0.
Capire perché solo da questo momento in poi siamo autorizzati a scrivere —a.

—(—a) = a.
L’elemento 1 & unico.

Il reciproco e unico, cioe per ogni a € K, con a # 0, esiste un unico b £ K tale che
ab =1 (solo da questo momento in poi siamo autorizzati a scrivere 1/a.

1/(1/a) = a per ogni a # 0.

(1/a) - (1/b) = 1/(a-b).

(—=1) - (-1) =1.
(—a)-b=—(a-b)e(—a)-(—b)=a-bperogniaebinK.
2+ 2 =4 (ma cosa vuol dire?).

3. (Tutto quello che abbiamo sempre usato tranquillamente, ma che negli assiomi dei numeri
reali non compare)

Sia K un campo ordinato. Quantificare bene e dimostrare le seguenti proprieta (attenzione
ad usare solo gli assiomi algebrici e di ordinamento e non altre proprieta “usuali”).

e Sea>bec>d, alloraa+c>b+d (qual & 'analogo per il prodotto?).
e Sex >yez<0,alloraxz <yz.
e Se a > 0, allora —a < 0.
e Se a >0, allora 1/a > 0.
e 1 >0
o 1/2 < 1.
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1. (a) Dimostrare che un campo in cui 1 = 0 ha un solo elemento.

(b) Dimostrare che in un campo con almeno due elementi lo 0 non e invertibile (rispetto
al prodotto).

(@)  PROPRIETA  pl UV c4rPO (ASS/0M! ALGESRIC))

SA a4 o=m® F.1 @. 4 =&
S.2 .Q—l-(-a):o P_Z_ lﬁ-.(@")::]. Q £ O
5.2 e+b= G- P2 Q.b=4-&

S b et(Bic)=(@+l)+< P4 a.(f-c)=(a-b).c

D Q. (h+c) =R -6+ .<C

SlA 1=0 E SOPpPoOmMANO cHE H X4 O
>
X-(41+0) = X-24X-0 F.4
A = X =0 =2 XN =g
X-(0) = xX-o0

(B SIA 1L E SvPFon/AMO < HE T x=c?

O Xﬁzﬁ_
T => 0=4

X0 =X (14 (F1) = X4(4)X = X+(X)=0

2. (Tutto quello che abbiamo sempre usato, ma che negli assiomi di campo non compare)
Sia K un campo. Quantificare bene e dimostrare le seguenti proprieta (attenzione ad
usare solo gli assiomi presenti nella definizione di campo).

e Sea+ c=>b+ c, allora a = b (legge di semplificazione per la somma).

G+l = bt C = Q+C+(<) = GAc +(-C) = QL+ 0 =_64+0
=> o = 6

e Seac=bce c=0, allora a = b (legge di semplificazione per il prodotto).

Qc = b5C cto =7 cQ~c.<i"‘_—_,6-~c'c_£=>Q-i =4.4 => @=F£-
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e L’elemento 0 e unico.

etdl = => Qt(eltd =a+(-e) =5 o+dkh=0 =7 =0

e a-0=0.

Q-0=Q.-(24(-2)) =@-2+9Q-(-£) =& + (=)= ©

R-(-2)+S = @ - ()1@-) = a ((-2)t)))=0.06=0 =>©-(H)=-Q
e Se ab=0, allora a = 0 oppure b = 0 (legge di annullamento del prodotto).

0=0 =2 @b =( 1+l =1-8+(-2)6=4+CH=0 KL

br=o => Qh=0 Ve

Q=0 AN b=0 == Qb= fr+(-b) = 1+(C4+1+(2)=0

e [’opposto e unico, cioe per ogni a € K esiste un unico b € K tale che a +b = 0.
Capire perché solo da questo momento in poi siamo autorizzati a scrivere —a.

Cihs=0N a+c=0 =2 Qi+bh=-atl  =>

= @+b +(-@)= @+l+le)=> Gto=Ct+ O =D F=c

1

e —(—a)=a.

Ce)tCCell=0 =7 (~e|+ (-(e))ta-0ra =
= —(e)+to = o => —(Fe)==

e [’clemento 1 € unico.
Qd=d Q=@ =2 L. e(cl-clcd=>21=1=>0=/

e Il reciproco e unico, cioe per ogni a € K, con a # 0, esiste un unico b € K tale che
ab =1 (solo da questo momento in poi siamo autorizzati a scrivere 1/a.

Qbh=4 N c=4 == aebh - => L=<

e 1/(1/a) = a per ogni a # 0.
Callif)] - (1le] =3 => [1](11=) ] - (1/e) - & = 1.0 =>

== [1/(1k)] -L=2 => 1/(1/k))=q
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e (1/a)-(1/b) =1/(a-b).
(1/2)-(116) -4 = (11@)-1 =1ja => (1/e ) (14) b4-& =T/ -0 = 1=>

= (1/2])-(1l&] = 1/ (& .4)
o (-1)-(-1)=1.
(-4) (-2) = (-2)(-2) +O0 = (-2)(-4) + (-2) +4 =
= (o)) +()Ct) +1 = (-2)[C2) +@)] +1 =(24)0 +1 =7
e (—a)-b=—(a-b)e(—a)-(—b)=a-bperogniaebinK.
(-2) b +(eg) = &((-e)+e)= G o =0 => -c(z|=-(28)
e 24+2—14 (ma cosa vuol dire?).

144 40 144 44 => OEF 4+41 =2
2+4 £ 2 PEF 2+4Z=1+9+4=2X Z+4 +
2t+4 £ OEF 2+¢=¢_+2+z+z=?+a:g

3. (Tutto quello che abbiamo sempre usato tranquillamente, ma che negli assiomi dei numeri
reali non compare)

Sia K un campo ordinato. Quantificare bene e dimostrare le seguenti proprieta (attenzione
ad usare solo gli assiomi algebrici e di ordinamento e non altre proprieta “usuali”).

e Sea>bec>d, alloraa+c> b+ d (qual e I'analogo per il prodotto?).

@z h = &Qic 2 bt VYecelkK (tssiont)
Cz d == <+4 z L£+4 ( Assror2£)
=2 L+c z b+ 2z L+l

FPER FfroproiTo | & 7/«”-20/1 czdl 20 =27 Q.cz b

0zl A czo=r @ czbc ek (tssiont)
cZd N fz20 =7 G 7z Bl Bk (ASsiont)

=2 e c z G-c z4-L
$/z



e Sex>yez<A0,allorazz < yz.

><7/\/ N 22 £0 CoN S| OESAI70 X& = pASS

ASSIOA 1 XEZENYE v XTzZYZE

A X2 2 Y& <2 ZTzo (4ssmre)

= Xz‘.’:yg

e Sea >0, allora —a < 0.

Qo VvV —-1406 = -4-£ <« -4 0 L <o

e Sea >0, allora 1/a > 0.

o => 1 ©=7 >0
Q@ 7O corvSspEsmArio 1 i K
< '\
x>, :7:’_.&_—:140 ASSUDO
<

o 1>0.

1760 =2 4.4 1. ©6=0 =246

1«0 =2 O72 =21-0<£ 4-9 => OLY ASSOLFO
01/2<1.

We>d =2 2125249 =>2>2 &> ©>4 sssoieo

124 =2 212424 =D 122 £L> 0O<y
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