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Capitolo 1

Limite e continuita in spazi vettoriali
normati

1.1 Spazi vettoriali, applicazioni lineari e forme qua-
dratiche

1.1.1 Definizione (Spazi vettoriali). Dico che un insieme X ¢ uno spazio vettoriale (su
R) se sono definite un’operazione di somma s:X x X — X e un’operazione di prodotto per
gli scalari p : R x X — X, per cui useremo le notazioni:

r+y:=s(z,y), Az = p(A, x) Ve, y € X, VA € R,
che hanno le seguenti proprieta:
commutativita della somma z +y =y + x per ogni z,y in X;
associativita della somma (r +y) + 2z =x + (y + z) per ogni z,y, z in X;
esistenza dell’elemento neutro esiste 0 € X tale che x + 0 = x per ogni x in X;
esistenza dell’opposto per ogni x in X esiste —x in X tale che z + (—z) = 0;

distributivita della somma rispetto al prodotto
Mz +y) = Ax + Ay per ogni z,y in X e X in R.

In quest’ambito gli elementi x di X si chiamano vettor: e i numeri A\ € R si dicono scalari.

1.1.2 Definizione. Se X ¢ uno spazio vettoriale e X’ C X diremo che X' & un sottopazio
(vettoriale) di X quando z1,z9 € X' e A1, A2 € R implica Az + Agxg € X

1.1.3 Esempio. Lo spazio RY & uno spazio vettoriale se
Xx+y:=(x14+y,..., o8 +Yn), Ax = (Azq, ..., \zy)
dove x = (z1,...,2n), Yy = (Y1,.-.,yn) e A ER.
Nel resto del paragrafo X sara uno spazio vettoriale.

1.1.4 Definizione (combinazioni lineari). Dati z1, ...,z in X si chiama combinazione
lineare di x+, ..., x, un’espressione del tipo:

k
ATy + o ATy = Z il

i=1
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dove Aq,...,A\r sono in R. Dico che un vettore x € combinazione lineare di xy,...,z; se
esistono Aq,..., A tali che z = Az + - - - + Apxp.
Si dice che x1,...,x sono linearmente indipendenti se I’unica combinazione lineare
di x1, ...,z che produce lo zero e quella con tutti i A; nulli:
O=M o1+ -+ =>N=---=X =0

1.1.5 Definizione. Se X ¢ uno spazio vettoriale definiamo la dimensione di X:
dim(X) :=sup {k € N: esistono k elementi di X linearmente indipendenti} .

Dato che si prende un sup tra numeri interi e chiaro che o dim(X) = oo oppure dim(X) € N
e in questo caso ¢ un massimo: se N = dim(X) € N ci sono N vettori linearmente
indipendenti e non ce ne sono N + 1. Notiamo che dim(X) = 0 se e solo se X = {0}.

Si puo vedere che esistono spazi vettoriali X di dimesione infinita. Se dim(X) = N €
N chiamiamo base per X un qualunque insieme £ = {ej,...,en} con e; € X ed ¢;
linearmente indipendenti (i = 1,..., N).

1.1.6 Proposizione. Sia N € N siamo ey, ...,exy € X. Allora B = {ey,...,en} € una
base se e solo se:

® e1,...,en sono linearmente indipendenti;
e ¢cy,...,exn “generano X7, cioé per ogni x € X esistono Ai,..., Ay € R tali che
x = Mej+--+Ayen (T sipuo scrivere come combinazione lineare degli ey, . .., en).

Se questo avviene, allora dim(X) = N —in particolare tutte le basi hanno lo stesso numero
di elementi, pari alla dimensione di X.

1.1.7 Definizione (coordinate). Sia Z = {ej,...,ex} una base per X. Per quanto sopra
dato x in X si ha © = Aje; + --- + Ayen per opportuni coefficienti ;. E facile vedere
che i \; sono unici: chiameremo (A, ..., Ay) le coordinate di x rispetto alla base 2 e le
indicheremo con [z]4 (che dunque & un elemento di RY).

Notiamo che I'applicazione x + [r]4 & bigettiva da X in RV (ed ¢ lineare). Quindi
ogni spazio di dimensione N si puo “rappresentare” mediante RV.

1.1.8 Esempio. X = R" ha dimensione N. Una base per RY & costituito dai vettori
é = (ei1,...,e;n) cone;; =0peri#jee,; =1 Pervedere che Z := {é,...,éx} ¢
una base (la base canonica ) in RY basta notare che:

e gli ; sono linearmente indipendenti: se 0 = \1é1+- - -+Ayéy allora \1é1+- - -+ Anyén
ha tutte le componenti nulle; ma la componente j-esima di \1é; + --- + Ayéyn €
esattamente A;, dunque A\; = 0 per ogni j =1,..., N;

e gli é; generano RY: se x = (x1,...,zy) allora x = 21, + - -+ + wy€N.
Dunque, rispetto alla base canonica, le coordinate di x sono le componenti di x.
1.1.9 Esempio. Consideriamo

X=0C%0,1):={f:[0,1] = R, f continua}

(le funzioni continue su [0,1]). E immediato verificare che X & uno spazio vettoriale (con

(f +9)(x) = f(x) + g(x) e (M) (2) = Af()).

Questo spazio non ha dimensione finita. In effetti preso comunque un & intero esistono

fi,---, fr € X tra loro linearmente indipendenti. Siano infatti f; tali che:
1 1
fi(z) = 0 fuori da {ZT, ﬂ , fi(z;) = 1 se x; & il punto medio di {ZT, ﬂ )
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fi

Se Ai,...,\x €Rese f(z) = A fi(x)+ - + A fu() € la funzione nulla, allora:
0=f(z;)) =Mfilzx)+--+Nfilz) +- -+ XN fe(@) =004+ -+ X1+ -+ X0=\
e quindi i A\; = 0 Vi. Abbiamo dimostrato che fi,..., fx sono linearmente indipendenti.

1.1.10 Definizione. Sia L : X — X' un’applicazione tra due spazi vettoriali X e X'. Si
dice che L é lineare se

LAz + py) =Lz +puly  Vr,y e X, VA, u €R.

Indicheremo con L£(X,X’) l'insieme delle applicazioni lineari da X in X'. E immediato
verificare che £(X,X) & uno spazio vettoriale.

1.1.11 Notazione. D’ora in poi conviene pensare che i vettori di R siano delle colonne:

T
xeRVex=|: con ry,...,xy €R.

TN

1.1.12 Proposizione (rappresentazione delle applicazioni lineari). Siano X e X' spazi

vettoriali e sia L : X — X" un’applicazione lineare. Siamo % = {ey,...,ex} una base per
XeR ={e,...,e\} una base per X'. Consideriamo la matrice avente come colonne i
vettort [Lel]gg/’ RN [LeN]@/ N

(Al g, = [[Lei]w, - -, [Len]a]
Allora

dove [A] 4 5 opera su [x]5 mediante il ben noto prodotto righe per colonne.

‘ . : . . N o
Dimostrazione. Notiamo che per definizione di [A]%,ﬁ = (ai;) si ha Le; = ay;€) + -+ +
ay;eh,. Siaora x € X e siano z1, ...,z y le coordinate di z in &, cioe sia © = x1€1+ - - - +
ryen. Allora:

N N N M M [/ N
Lx =1L 5 zje; | = g xjLe; = 5 xj E a; j€; = E g a;;jr; | €.
j=1 j=1 j=1 =1

i=1 \j=1
N

Questo significa che i numeri ) a; jz; sono le coordinate di Lz nella base %’. Ma questi
j=1

numeri sono proprio le componenti del prodotto [A], , [*] 2. ]

1.1.13 Proposizione (linearita della rappresentazione). Siano % una base per X e 4’
una base per X'. Se L1, Ly : X — Xy sono lineari e A\, As € R, allora:

MLy + AaLo] g = M [Li] g g + A2 [La] 0 -
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Il seguente enunciato ci dice che la reppresentazione della composizione di due appli-
cazioni lineari corrisponde al prodotto tra le matrici rappresentanti.

1.1.14 Proposizione. Supponiamo che X, X' e X" siano tre spazi vettoriali e che B, %5’
e B sia delle basi per tali spazi. Siano Li : X — X' e Ly : X' — X" due applicazioni
lineari. Allora:

[Ly o Ll](@",«@ = [L2]:@”,931 [Ll],@/,gs (1.2)

1.1.15 Osservazione. Se consideriamo X' = X e L = Id (la funzione identica) allora la
formula (1.1) esprime il cambio di coordinate dalla base % base %’. Dunque posto

M(A', B) = (leilw, - ,len]w)

si ha:
(7] = M (B, B) [x]» Vz € X.

Dalla (1.2) ¢ immediato dedurre che:

M(#B,B)" =M(B,A

1.1.16 Notazione. Indicheremo con é4,...,é, i vettori:
1 0 0
) 0 ) 1 ) 0
e = , €9 = . s , EN =
0 0 1
Diremo che B = By = {&,,...,&,} ¢ la base canonica di RN.
1.1.17 Osservazione. Sia B = {v1,...,v,} una base per RY. Da quanto detto segue che:
~1
M(%?’,%): V1, Vg, ..., UN , M(%,,%A’): V1, Vg, ..., UN

1.1.18 Osservazione. Supponiamo che A sia una matrice M x N. Consideriamo 'ap-
plicazione lineare Ly : RY — RM che ad ogni z € RN associa Az € RM. E evidente
(per costruzione) che la rappresentazione di L4 coincide con A se si considerano le basi
canoniche in partenza e in arrivo:

[LA]?Z”IW«@N = A.

Se consideriamo una base diversa & = {e;,...,ex} su RY e un’altra &' = {e,...,€),}

su RM allora L4 si rappresentera con un’altra matrice A;. E facile vedere che:

Ay = M(B, Br)) AM(By, B) = M(Bry, B) " AM (B, B) =

-1

!/ / /
e, e, ... ey A e1,62,...,en | . (1.3)

1.1.19 Definizione. Dico che un’applicazione b : X x X — R ¢ bilineare se b ¢ lineare
rispetto ad ognuno dei suoi due argomenti:

b1 + Ao, y) = Mib(x1,y) + Aab(22,y), b, Miys + Aoya) = Mb(z, y1) + Aab(, y2).

Un’applicazione bilineare b si dice simmetrica se b(z,y) = b(y, z) per ogni x,y in X.

Data un’applicazione ® : X — R dico che ® ¢ una forma quadratica se esiste un’appli-
cazione b tale che ®(z) = b(z, z). E ovvio che (ai fini di definire ®) posso sempre supporre
b simmetrica (se no rimpiazzo b con b(z, ) := (b(z,y) + b(y, z))/2 notando che in questo
modo la forma quadratica associata rimane la stessa).
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1.1.20 Definizione. Data un’applicazione bilineare b dico che b é semidefinita positiva
su X se b(z,x) > 0 per ogni z € X; dico che ¢ definita positiva se b(z,z) > 0 per ogni
x € X con x # 0. Analogamente definisco b semidefinita negativa e definita negativa.
In realta queste sono proprieta dalla forma quadratica associata a b e quindi useremo la
stessa terminologia parlando di .

1.1.21 Definizione (prodotto scalare). Chiameremo prodotto scalare su X un’applica-
zione bilineare simmetrica b tale che b(x,z) > 0 e vale zero se e solo se x = 0. Quando
esiste un prodotto scalare useremo la notazione x - y in luogo di b(z,y) — riassumendo, il
prodotto scalare (se esiste):

e ¢ bilineare nei sui argomenti:

(M2t + Aowa) -y = Ai(21,y) + Ao (22, ), T+ (Ay1 + Aaya) = Mi(2,91) + Aa(T, 42);
e ¢ simmetrico :x -y =y - x;
e ¢ strettamente positivo: z-x >0e x-x = 0 solo se z = 0.

Dato un prodotto scalare chiameremo norma associata al prodotto scalare 'espres-
sione ||z|| := \/x - x, definita per ogni z in X.

Diremo che due vettori x e y sono ortogonali se x -y = 0; diremo anche che un insieme
di vettori V e ortonormale se per ogni x in V si ha ||z|| = 1 e per ogni coppia di vettori
distinti z,y € Vsihaz -y = 0.

1.1.22 Esempio. Nello spazio RY si puo introdurre il prodotto scalare (canonico):
X-y:=z1y1 +- -+ TNYN.

Non e difficile verificare che tutte el proprieta richieste sono verificate e che in questo caso:
[l = /2t + -+ 2}

1.1.23 Teorema (disuguaglianza di Schwartz). Se (z,y) — x -y € un prodotto scalare,
allora:
[z -yl < lzllllyll  Va,yeX

Inoltre vale ’equaglianza se e solo se x e y giacciono su una retta. In questo caso x ey
sono concordi se x -y = ||z||||y||, mentre sono discordi se x -y = —||x||||y]|-

Dimostrazione. Fissiamo x e y in X. Se y = 0 la tesi ¢ ovvia, quindi supponiamo che
y # 0. Consideriamo la funzione:

t ot) =lz —ty||* = (z — ty) - (x — ty)

definita al variare di ¢ in R. Per la seconda proprieta del prodotto scalare ¢(t) > 0 per
ogni t. D’altra parte, usando la bilinearita e la simmetria si trova:

p(t) =yl = 2t(z - y) + ||=]*

dunque () & un polinomio di secondo grado in ¢ che & sempre maggiore o eguale a zero.
Questo equivale a dire che il discriminante deve essere minore o eguale a zero:

(z-y)* = [lzl*[lyl* < 0

che corrisponde alla tesi da dimostrare. Nel caso in cui valga 'eguaglianza |z-y| = ||z|| ||y|]
il discriminante sopra fa zero e allora ¢ ha una radice (“due radici coincidenti”) nel punto

to == Y j:M Usando la definizione di ¢ si ha ||z — toy||*> = 0 da cui, per la stretta

vyl
positivita del prodotto scalare, x = tyy, cioe x e y sono collineari. Per come e definito ¢y,
i due vettori sono concordi quando z -y = ||z||||y|| e discordi se x -y = —||z||||y]|- O
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1.1.24 Proposizione (proprieta della norma). Se in X c¢’é¢ un prodotto scalare (x,y) —
x -y esel | indica la norma associata, allora:

e ||z|]| =0 se e solo se x = 0;

o |[tx| = [t|[|z|| per ogni x € X e per ogni t € R;

o llo+ gl < llall + Iyll per ogni 2,y € X.

Dimostrazione. Le prime due proprieta sono semplici conseguenze della definizione e delle
proprieta del prodotto scalare. Per la terza notiamo che, trattandosi di quantita positive,
essa equivale a:

lz+ ylI* < (2l + llyID* = ll=]* + 2ll=[lly ] + lyl*.
Ma per la definizione della norma in termini del prodotto scalare abbiamo
lz +yl* = ll2]* + 2(z - y) + [lylI*.
Mettendo tutto insieme e semplificando la tesi segue dalla diseguaglianza di Schwartz. [

1.1.25 Osservazione. La disuguaglianza di Schwartz permette di definite l’angolo 6 tra
due vettori. Dati infatti X e y non nulli in X si ha

~1< <1
[yl
e dunque esiste # tra 0 e m tale che cos(f) = —|| x||||y ” Nel caso di R? o R? si puo vedere
T ||Y

facilmente che 'angolo 6 cosi definito e lo stesso introdotto per via geometrica (avendo
stabilito la tradizionale corrispondenza tra R?/R? e il piano/lo spazio geometrico).

1.1.26 Osservazione. Vediamo cosa ci dice la formula:
lz+ylI” = [Ix]? +2(x-y) + Iyl

che abbiamo gia incontrato come immediata conseguenza delle proprieta formali del pro-
dotto scalare e della norma. Si tratta del Teorema di Carnot che nel caso di x e y tra
loro ortogonali si riduce al Teorema di Pitagora (vedi figura).

r+y

Per il resto del paragrafo supponiamo che in X ci sia un prodotto scalare (z,y) — x-y.

1.1.27 Osservazione. Se x1, . ..,x; sono mutuamente ortogonali, allora sono linearmente
indipendenti.

1.1.28 Proposizione. Supponiamo che X abbia una base. Allora X ha una base ortonor-
male.

1.1.29 Proposizione. Supponiamo che B = {ey,...,e.} sia una base ortonormale.
Allora per ogni x € X le coordinate di x rispetto a % sono i numeri

Ti =€ 1=1,... k.
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Dimostrazione. Supponiamo che
k
xr = E xT;e;.
i=1

Prendiamo j tra 1 e k e moltiplichiamo (scalarmente) la relazione sopra per e;:

k k
x-e; = E rie; | -e; = E zi(e; - e;) = ;.
=1 i=1

perché e; - e; = 0 quando i # j mentre e; - e; = 1. ]

1.1.30 Osservazione. Se 8 ¢ una base ortonormale in X (di dimensione N) allora

TY=, [2]zily]zi = 7]} [y]2-

In altri termini il prodotto scalare in X si trasforma nel prodotto scalare canonico di RV.
Per vederlo basta usare la Proposizione (1.1.36): ¢ chiaro che in questo caso a;; = e;-e; =
0ij (6,5 =0sei#7j,0,;=1), cioec A=1 e la tesi segue.

1.1.31 Definizione. Dato un sottospazio V' C X definiamo [’ortogonale di V:
Vi={reXiz-v=0WYWweV}.

VL & un sottospazio vettoriale di X tale che X = V @ V. Ne segue facilmente che
(VHt =v.

1.1.32 Teorema. Sia X di dimensione finita e sia L : X — R una funzione lineare. Allora
esiste un vettore v € X tale che

Lr=x-v Vz € X.

Inoltre Uapplicazione L — v é lineare (e dipende dal prodotto scalare).

Dimostrazione. Sia 8 = {ej,...,eyx} una base ortonormale per X. Data L : X — R

lineare definiamo:
N

v:=(Ley)e; + - -+ (Ley)ey = Z(Lei)ei.

=1

Dato un generico x € X consideriamo le sue coordinate x1, ..., xy rispetto a . Allora:
N N N N
T = inei = T-v= Z :L‘Z-(Lej)ei ‘e = sz(Lez) =L (Z xiei> =Lz
=1 ij=1 i=1 i=1
O

1.1.33 Definizione. Sia L : X — X un’applicazione lineare. Diciamo che L & simmetrica
se
Lr-y=xz-Ly (= Ly-x) Vz,y € X.

1.1.34 Osservazione. E facile vedere che se % & una base ortonormale perper X, L : X — X
¢ lineare e A ¢ la matrice N x N che rappresenta L (A = Ay 5 »), allora:

L ¢ simmetrica < A = AT (A ¢ simmetrica).
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1.1.35 Teorema. Sia X di dimensione finita e sia b : Xx X — R un’applicazione bilineare.
Allora esiste un’applicazione lineare L : X — X tale che:

b(,y) = (Ly)- =  VoyeX
Inoltre L ¢ simmetrica se e solo se b é simmetrica (N.B. L dipende dal prodotto scalare).

Dimostrazione. Fissato z in X l'applicazione y +— b(z,y) ¢ lineare da X in R. Dunque per
il Teorema (1.1.32) esiste v € X tale che:

b(z,y)=y-v  VreX
Se v’ & un altro vettore che verifica la proprieta sopra si ha:
y - (v=1)=y v—y-v =blzy) —blz,y) =0 VyeX

Prendendo y = v — v’ se ne deduce |[v — ¢'||*> = 0 da cui v = ¢": dunque dato z c¢’¢ un
unico v = v(x) con la proprieta sopra. Prendiamo ora x1,z5 € X e A\, Ay € R. Poniamo
v = A\v(zy) + Av(z2). Siha, per ogni y in X:

vy = (Mo(zr) + Av(xg)) -y =
Au(z1) -y + Aov(x2) -y = Mb(x1,y) + Aob(z2,y) = b(Mz1 + Ao, y)

da cui v = v(A\jz1 + A2xe), in altri termini x — v(z) ¢ un’applicazione lineare, cioe la tesi.
0

1.1.36 Proposizione. Sia X di dimensione N, sia b : XXX — R un’applicazione bilineare
e sia L applicazione lineare che rappresenta b come dal Teorema (1.1.35). Sia B =
(e1,...,ex) una base ortonormale di X e sia A la matrice N x N che rappresenta L
rispetto alla base A (in partenza e in arrivo).
Allora:
b(r,y) = [7]pA[Yle  Vz,yeX

Non ¢ difficile verificare che a; j := b(e;, e;):

b(e,e1) --- b(er,ey)
A= : :

blen,e;) --- bleyn,en)

E chiaro anche che A = AT (A é simmetrica) se e solo se b é simmetrica, se e solo se
L e simmetrica.

1.1.37 Definizione. Sia L : X — X lineare. Si dice che un numero A & un autovalore se
esiste e € X tale che e # 0 e Le = )e. 1l vettore e si dice autovettore di autovalore \.

1.1.88 Osservazione. Se si fissa una base % in X e A ¢ la matrice che rappresenta L
rispetto alla base # (in partenza e in arrivo), allora Ale]y = Ae]y. Dunque la ricerca
degli autovalori di L equivale alla ricerca degli autovalori di A. Per quest’ultimo problema
abbiamo a disposizione le tecniche dell’algebra lineare che ci dicono che gli autovalori di A
sono le radici del polinomio caratteristico P(\) := det(A — AI). In generale queste radici
sono complesse (in effetti si potrebbe rifare la teoria degli spazi vettoriali prendendo gli
scalari in C e considerando allora matrici a coefficienti complessi).

E ben noto che ad autovalori diversi corrispondono autovettori linearmente indipen-
denti; da questo segue che se A ha N autovalori distinti Ay, ..., Ax (P ha N radici distinte,
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tutte di molteplicita 1) allora esiste una base per RV fatta di autovettori di A. Rispet-
to a questa base la matrice si scrive come Diag(Aq,...,Ay) (la matrice diagonale avente
A1, ..., Ay sulla diagonale). Dunque A & diagonalizzabile: Diag(\y,...,A\y) = M—AM
dove M =M (@, AB), 2 ¢ la base canonica e 2 ¢ la base ottenuta dagli autovettori.

Se P ha meno di N radici le cose si fanno complicate. In generale per ogni radice
Ao di P si definiscono la molteplicita algebrica pq,(Ao) che & 'intero m tale che P(\) =
(A=X0)"Po(A), con Py(Ag) # 0 e la molteplicita geometrica 14(Ag) che ¢ la dimensione del
sottospazio generato dagli autovettori di A di autovalore Ag. In generale f15(Ao) < (o).
Se per qualche autovalore A si ha f4(Ao) < pq(Ao) la matrice non & diagonalizzabile.
In questo caso ci sono forme canoniche piu complicate (“forma di Jordan”) che sono per
esempio utili nella soluzione di sistemi di equazioni differenziali lineari. Se la matrice e
simmetrica la situazione e molto piu semplice come vediamo ora.

1.1.39 Proposizione. Sia L un’applicazione lineare simmetrica. Siano \y # Ay due au-
tovalori di A e siano e, ey due corrispondenti autovettori. Allora e, ed ey sono ortogonali.

Dimostrazione. Si ha:
)\1(61 : eg) = ()\161 . eg) = (Le1 . 82) = (e1 : Leg) = (61 : )\262) = )\2(61 . eg)
Dato che A\; # X\ ne segue e; - e; = 0. O

1.1.40 Teorema (Teorema Spettrale). Sia dim(X) = N. Sia L : X — X lineare e
simmetrica. Allora L ha tutti autovalori reali e X ha una base ortonormale di autovettori
di L. Questo significa che esistono eq,...,eyx in X ed esistono \y,..., Ay in R tali che

Le; = Niej ee;-ej=0i; (i,j=1...,N).

1.1.41 Osservazione. 1l Teorema Spettrale ci dice che se A ¢ una matrice N x N simmetrica,
esiste una matrice M tale che MMT = [ per cui MTAM ¢ diagonale. Infatti siano
er,...,ey in RV e \j,..., Ay come sopra e consideriamo

M :=(eq,...,ey).

Per quanto visto M manda i vettori é4,....€y della base canonica nei vettori ey, ..., ey,
cioe Mé; =e; peri=1,...,N. Dato che #4 ¢ ortonormale e facile vedere che MMT =1
e MTM = I, cioc M~ = MT; dunque MTe; = é;. Allora:
MTAMéZ = MTAei = MT(Azel) = )\iMTei = Aléz
da cui si ricava:
AN - 0
MTAM = =: Diag(/\l,...,)\N)
0 - Ay
1.1.42 Osservazione. Supponiamo che ® : X — R sia una forma quadratica e sia b bilineare
simmetrica per cui ®(x) = b(x,x). Per il Teorema (1.1.35) esiste una applicazione lineare
simmetrica tale che b(z,y) = (Lz) - y. Per il Teorema Spettrale esistono Aq,..., Ay auto-

valori reali di L e ey, ..., ey autovettori corrispondenti tra loro ortogonali. In particolare
% :={ey,...,ex} ¢ una base ortonormale per X. Per la Proposizione (1.1.36) si ha che

N
O(x) =b(z,z) = [2]LAlz]s = Y _Ni(z-e)*  VreX
i=1
(perché a;; = b(e;,e;) = (Le;) - €; = Ni(e;-,ej) = Nd;j e se [x]g = (21,...,2,) allora
T = -e).
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In particolare ® ¢ semidefinita positiva (negativa, definita positiva, definita negativa)
seesolose \; >0 (N, <0, )\ >0, <0)perognii=1,..., N.
Notiamo anche che se ® ¢ definita positiva (negativa) se e solo se

Jv > 0 tale che ®(x) > v||x[|* (< —v|x|?) vx € X. (1.4)

Per vederlo basta prendere come v il minimo autovalore (o il massimo autovalore).

1.1.48 Osservazione. Una forma quadratica ® su RY & definita mediante N(N + 1)/2
coefficienti ¢; j coni=1,...,N e j=1,...,7 dalla formula

@(X) = Z Cij X5

i=1..,N,j=1,....i

Per esempio, se N = 2 (x = (21,22)) ®(X) = ¢1127 + o275 + 217271 — nON €& bisogno
del termine ¢ 92129 perché lo si puo assimilare a co1297; (essendo z122 = wzox;). In
questo modo una matrice C' da cui ottenere ® ¢ quella con i coefficienti ¢; ; detti sopra,
convenendo che ¢; ; = 0 quando j > i. Dato pero che vogliamo una matrice simmetrica
bisognera considerare A := (C' + CT)/2 che vuol dire a; ; := (¢;; + ¢;,)/2; notiamo che i
termini sulla diagonale rimangono gli stessi (a;; = ¢; ;) mentre gli altri vengono distribuiti
meta da un lato e meta dall’altro della diagonale).

Per esempio se N = 3 e se ¢(x,y,x2) = ax® + by? + cz% + dzy + exz + fyz la matrice
da considerare e:

d e
a/ — —
2 2
A:g b i
2 2
e f
— = c
2 2

1.1.44 Definizione. Data una matrice M x N A si chiama minore di A una sottomatrice
A7 ottenuta da A cancellando un sottoinsieme I C {1,..., M} di righe e un sottoinsieme
J C{1,...,N}dicolonne. Se A ¢ quadrata (M = N) possiamo definire i minori principali
di A come le sottomatrici quadrate Af, dove I C {1,..., N} (dunque J = I).

Se K =1,..., N chiamo minore principale dominante K-esimo la sottomatrice A(K)

ottenuta cancellando le ultime N — K righe e le ultime N — K colonne, cioe A(K) :=
AWN-E+1N)
{N—K+1,.,N}'

aii, -ty GGK

A = (). A@) = (0 02 o A(K) =

a2,1, @22
a1, -, OKK

1.1.45 Proposizione (criterio di Sylvester). Supponiamo A simmetrica. Allora:
e la matrice A (la forma quadratica associata ad A) é definita positiva se e solo se

det (A(K))>0 VK =1,...,N.

e la matrice A (la forma quadratica associata ad A) é definita negativa se e solo se

(—=1)%det (A(K)) >0 VK =1,...,N.
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Si noti che il secondo caso seque dal primo dato che A ¢ definita negativa se e solo
se —A e definita positiva. Non € vero l’analogo criterio ottenuto rimpiazzando “definita”
con “semidefinita” e “>" con “>7. Vale in effetti:

e [a matrice A (la forma quadratica associata ad A) é semidefinita positiva sse:

det (A") >0 per ogni minore principale A’
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1.2 Spazi normati

In questo paragrafo supporremo sempre che X sia uno spazio vettoriale.

1.2.1 Definizione. Chiameremo norma su X una applicazione da X a valori in [0, 400,
denotata solitamente con || || tale che:

e ||z|| =0 se e solose xz =0;
o [[tz]l = [tlll=[l;
o llz+yll <zl +llyll,

per ogni z,y in X e per ogni t € R (z + y e tz hanno senso perché siamo in uno spazio
vettoriale). La terza proprieta viene detta “disuguaglianza triangolare” (per la norma).

Chiameremo spazio normato uno spazio vettoriale X dotato di una norma || || (for-
malmente una coppia (X, || ||) in cui X & uno spazio vettoriale e || || € una norma).
Nel seguito di questo paragrafo X sara uno spazio vettoriale normato e || || la norma.

1.2.2 Osservazione. Se in X ¢ definito un prodotto scalare allora X € normato con la norma
indotta dal prodotto scalare, come si e visto nel paragrafo precedente.

1.2.3 Definizione. Dato uno spazio normato si definisce la distanza tra due punti x; e
o in X ponendo:
d(xy,z9) = |71 — 22|

E facile vedere che la distanza verifica le proprieta seguenti.
1. d(z,y) = 0 se e solo se = = y;
2. d(z,y) = d(y, z);
3. d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

Si potrebbe chiamare spazio metrico un insieme X su cui e definita una distanza, cioe una
funzione con le proprieta dette sopra. Molte delle nozioni che introdurremo infatti dipen-
dono solo dalla distanza — la distanza indotta dalla norma secondo la definizione sopra e
un caso particolare ed ha varie proprieta in piu rispetto al caso generale (& invariante per
translazioni, ha una proprieta di “omegeneita” rispetto alle dilatazioni — in sostanza va
d’accordo con la struttuta lineare dello spazio).

1.2.4 Osservazione. Si ha:

ol = Nzl < flzwe =2l Vo, 25 € X
Infatti ||za]| = ||xe — 1 + 21| < ||x2 — 21|+ ||21]]. Scambiando z2 con x1, con facili calcoli
si ha:
= llz2 = 2|l < Jaf| = [l || < flg — 2]

che equivale a quanto enunciato sopra.

1.2.5 Definizione. Se A C X dico che A ¢ limitato quando esiste R > 0 per cui
Vr € Asiha: ||z|| < R.
In caso contrario dico che che A ¢ illimitato. Questo si verifica se:

Vr >0 3dz € A tale che ||z] > 7.
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Se X; & un altro spazio normato con norma || ||; e se f : A — X; diremo che f ¢é limitatata
su A quando esiste R > 0 per cui

Vo € Asiha: [[f(z)]1 < R.

In caso contrario si dice che f é illimitata su A.

1.2.6 Definizione. Dati zq € X e un numero r > 0 chiamiamo palla (aperta) di centro
xo e raggio r 'insieme

B(zg,r) :={z € X:d(z,x0) <r}={r e X:||lx — x| <7r}.
1.2.7 Definizione. Siano dati un insieme A C X e un punto xg € X. Diremo che:
e 1 ¢ interno ad A se esiste r > 0 tale che B(xg,7) C A;
e 1 & esterno ad A se esiste r > 0 tale che B(zg,r) N A = (;
e 1 e di frontiera per A se non e né interno né esterno ad A.

E chiaro che, dato A, ogni punto xy di X ricade in una e una sola delle tre categorie
indicate sopra. E anche chiaro che un punto & esterno ad A se e solo se e interno al
complementare di A: CA := X\ A.

Dato un sottoinsieme A di X definiamo allora:

A:={z e X:z ¢ interno ad A}, 0A = {x € X:x ¢ di frontiera per A}

A viene detto interno o parte interna di A mentre 0A si chiama frontiera di A. Possiamo
anche chiamare “parte esterna di A 'insieme dei punti esterni ad A — di fatto la parte

esterna altro non ¢ che la parte interna del complementare di A, cioe CA. Con queste
definizioni lo spazio X viene “tripartito” nei tre insiemi disgiunti:

X=AUCAUOA.

Dato A C X chiamiamo chiusura di A 'insieme:

A= AUDA.
Da queste definizioni e chiaro che
Z:c(é?t) . A-c(cA).
OA=0CA | OA=ANCA=A4A\A.

1.2.8 Definizione. Un insieme A si dice aperto se tutti i punti di A sono interni ad A
ciod se A = A. E immediato che A & aperto se e solo se AN JA = (A non contiene
nessuno dei suoi punti di frontiera).

Un insieme A si dice chiuso se A = A.

Notiamo che, per le definizioni, un insieme ¢ aperto (chiuso) se e solo se il suo
complementare ¢ chiuso (aperto).
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1.2.9 Proposizione. Siano A, B C X con X normato. Valgono le sequenti proprieta.

1. Ac AcA

2. A=AU0dA.

Ne seque che A ¢é chiuso se e solo se 0A C A.

3. A=A A=A
Ne seque che Ae aperto e A é chiuso.

4. Se AC B allora AC BeACRB. o
In particolare se A é aperto (B chiuso) e A C B, allora AC B (AC B).

5. Se A e B sono aperti, allora AU B e AN B sono aperti. Se A e B sono chiust,
allora AU B e AN B sono chiusi. Inoltre, se A e B sono due insiemi generici:

AUBCcAUB , AnB=AnB , AUB=AUB , ANnB>ANB.

6. OA ¢ (sempre) chiusa.

7. 0A C 9A, OA C DA.

8. Si ha sempre 0(ANB) C (DANB)U(ANOB). Se AN B = AN B wvale l'equaglianza:

O(ANB)=(0ANB)U(ANIB).
Questo € vero se A e B sono chiusi (per (5)) e dunque:
J(ANB)=(0ANB)U(ANOJB) se A e B sono chiusi.
Dimostrazione. 1. La prima inclusione e ovvia per definizione. La seconda segue dalla
prima passando ai complementari.

2. Dalla (1) segue A = fol_U 0A C AUOA. Dato che A C A (sempre da (1)) e 9A C A
(per la definizione di A), si ha AU 0A C A. Dunque vale I'eguaglianza.

3. Dalla (01) si ha A C A. Vediamo che vale anche A C A. Per questo prendiamo
xzo € A. Allora esiste p > 0 tale che B(xg,p) C A. Dico che B(zo,p/2) C A.
Infatti se x € B(wg, p/2) allora B(x, p/2) C B(wg, p) C A e quindi z ¢ interno ad A.
Dunque se zg € A ho trovato un raggio p'(= p/2) per cui B(xg,p') C A — in altri
termini xg € A. Questo prova che A C A e conclude la dimostrazione.

4. La prima inclusione e ovvia per definizione. La seconda segue dalla prima passando
al complementari.

5. Supponiamo A e B aperti. Sia xo € AUB. Allora xq si trova in A oppure z si trova

in B. Nel primo caso esiste r > 0 con B(xg,r) C A C AU B; nel secondo caso esiste
r >0 con B(zg,r) C B C AU B. In entrambi i casi si ricava B(zo,7) C AU B.

Sia ora g € AN B. Per definizione esistono r; > 0 ed 9 > 0 tali che B(zg,r;) C A
e B(xg,r2) C B. Se r ¢ il minimo tra r, ed ry allora B(zg,7) C B(xg,r1) C A e
B(zg,7) C B(xg,72) C B. Dunque B(xg,7) C AN B.

Abbiamo dimostrato che AU B e AN B sono aperti. Il caso dei chiusi di dimostra
passando al complementare.
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Riguardo alle formule notiamo che Ac AeBc Bdacui
AUBCAUB , AnBcC AnB.

ed essendo AUB e AN B degli insiemi aperti, per (4), si ha:
AUBCAUB , AnBcAnB,

Vediamo che la seconda inclusione e un’eguaglianza. Si ha:

o

ANBCA=ANBCcA _—-—_ .
= ANBCANB.

ANBCB=ANBCB
Le formule per le chiusure si ottengono passando ai complementari.

6. Per vedere che 0A e chiuso basta mostrare che il suo complementare e aperto. Ma

per definizione COA = AUCA. Sia A che CA sono aperti (per (3)) e quindi la loro
unione e aperta.

7. Ricordiamo che, per definizione, 9A = A\ A. Inoltre A C A (per la (4)). Allora:

JA=A\A=A\AC A\ A=0A.
Passando al complementare

OA =0CA=0CA C OCA = OA.

8. Usando la definizione di frontiera, le (5) e alcune proprieta insiemistiche, ha:

o
—_ o o

OANB)=ANB\ AN B)C A
N

\(ANB) =
ANBN(CAUCB) = ( BNCB) = (0ANB)U(0BN A).

Da quanto sopra segue l'inclusione e anche I'eguaglianza quando AN B = AN B.
[

1.2.10 Osservazione. Un punto xg e di frontiera per A se e solo se per ogni r > 0 esistono
o', x" in B(xg,r) con ' € Ae 2" ¢ A. Questo si vede facilmente dalla definizione dato
che xg non € né interno né esterno ad A.

1.2.11 Definizione. Chiameremo aderente ad A un qualunque punto della chiusura di
A. Per la definizione di A, xg ¢ aderente ad A se e solo se xg non ¢ esterno ad A, cioe se:

Vr>03dz e A:x € B(xg,r).
In particolare i punti di A verificano la proprieta sopra prendendo x = xg per ogni r > 0.
1.2.12 Definizione. Se zy € X e A C X dico che xq & di accumulazione per A, se:

Vr >0 Jz € B(xg,r) N A con x # xo.

L’insieme dei punti di accumulazione per A si chiama il derivato di A e si indica con D(A).
I punti di A che non sono di accumulazione per A si dicono punti isolati in A.
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1.2.13 Osservazione. Si ha
0A\ A C D(A).

1.2.14 Esempio. In X = R" si considera la norma euclidea :
x| ;== /a2 +---+2%  VoeRY

indotta dal prodotto scalare di RY. La norma euclidea induce la distanza (euclidea)

d(x,y) == (x1 —p1)> + -+ (ay —yn)%

1.2.15 Esempio. Dati due spazi normati X e X; possiamo definire una norma su £(X, X;)
(applicazioni lineari da X in X;), ponendo:

IL]| = sup {|| Lzl : [|z]| = 1}
(|| || indica la norma in X;). Si vede facilmente che:
[Lally < L[|z VzeX

(anzi ||L|| € V'inf delle costanti C' per cui ||[Lz||; < C||z||). Verifichiamo che si tratta di
una norma. L’unica cosa non ovvia e la disuguaglianza triangolare: prendiamo dunque
Ly, Ly € L(X,X1). Sex € Xe [|z| =1 si ha:

I(Ly + Lo)a|| = [[ Loz + Loz|| < [[Laz]| + [|Lox|| < [|Lafl + [ Ll
Prendendo ’estremo superiore su tutte le z con ||z| = 1:
11 + Lol < [[La]] + ([ 2]
Dunque abbiamo definito una norma. Si vede subito che (X, ¢ un terzo spazio normato):
[LoLal] < [[L2fl [[La]l VLo € L(X, Xy) YLy € L(X1,X3).
Di fatto abbiamo anche introdotto una norma tra le matrici. Se N, M € N definiamo:
X=M(M,N) := {matrici M x N a coefficienti reali} .
Se A € M(M,N) definita la norma di A:
[ Al = sup { [ Ax g :x € RY, [[x]law = 1}
dove con || ||gx indichiamo la norma euclidea in RX. E chiaro che:

1Ax|lrar < [ Allarxlixllre ¥x € RY,
IAB||ax < |Allanl|Bllvg VA€ M(M,N), VB € M(N, K).

1.3 Limite e continuita in spazi normati

1.3.1 Definizione (limite). Sia A un sottoinsieme di uno spazio normato X e sia xo € X
un punto di accumulazione per A. Sia f : A — X; dove X; € un altro spazio normato con
norma || ||;. Diciamo che un elemento 1 di X; ¢ il limite di f(x) per x che tende a %o, e
scriveremo

lim f(x) =1,

X—X0
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se
Ve > 0 36 > 0 tale che ¥x con x € A, X # X, ||x — %] < 0 si ha ||f(x)—1||; <e. (1.5)

Notiamo che agli effetti del limite non ha nessuna rilevanza l'eventuale valore che f(xg)
assume in xg. Quando lim f(x) = I diremo anche che f(x) tende a1 per x che tende a

X—X0
X( € scriveremo:
f(x) =% 1 (f(x) — 1 se xq & chiaro dal contesto) .
1.3.2 Teorema (unicita del limite). Siano X e X; due spazi normati con norme || || e

| |1 rispettivamente. Siano A C X, £ : A — Xy una funzione e xo € X un punto di
accumulazione per A. Se esistono

lp = lim f(x), l; = lim f(x),

X—X0 X—X0
allora 19 = 15.

dq (g, 1
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che 1y # 1;. Prendiamo ¢ := M (> 0).

Per la definizione di limite esistono ry > 0 e 71 > 0 tali che valga la (1.5) per r = 1o, 1 =1,
e per r =1, 1 =1;. Prendendo r := min(rp, 1) otteniamo che

Vo € B(xg,7) N A con x # %o siha f(x) € Bi(lp,¢) e f(x) € Bi(13,¢).

Dato che xg ¢ di accumulazione per A c’¢ sicuramente un punto x in B(xg,7) N A con
X # Xp e quindi y = f(x) deve stare contemporaneamente in By(lp,€) e in By(ly,¢). Ma
questo e impossibile, dato che:

3e = dl(lo,ll) < dl(lo,}’) + dl(y,ll) <e+e=2M
O

1.3.3 Osservazione. Si ha lim f(x) =1se e solo se lim |f(x)—1||; = 0 (la funzione = —
X—X0 X—X0

| f(x) —1|| = d(f(x),]) va da A in R). Inoltre ¢ semplice verificare che, se f(x) — 1 € Xy,
allora ||f(x)|| & limitata per x vicino a x¢. Anzi si ha [|f(x)|| — |[1||.

1.3.4 Proposizione. Siano f : A — X, A C X e xq di accumulazione per A. Se esiste
il limite di f(x) per x che tende a Xq, allora f & “limitata vicino a xo”, cioeé esiste r > 0
tale che £ & limitata in B(xq,7) N A.

Valgono le solite proprieta del limite di cui omettiamo la dimostrazione.

1.3.5 Teorema. Siano X, X; e Xy spazi normati, A C X, B C Xy, X¢ di accumulazione
per A e yo di accumulazione per B. Valgono i fatti sequenti (sottinteso che x — Xg).

e (linearita del limite) Siano f,f, : A — X;. Se fi(x) = L} e f5(x) — 1y allora
(fl + fg)(X) — 11 + 12.

e (limite del prodotto) Se f1: A =R, f: A = X; e se f1(x) = |1 e fr(x) = 1y,
allora il prodotto fifs(x) — l1ls.

e limite del quoziente Se f: A - R, se f(x) = [ conl # 0, allora 1/f(x) — 1/I.

o Sefi: A—R, fy: A— Xy, se una delle due ¢é limitata e [’altra tende a zero, allora
flfz(X) — 0.
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X—X0

(limite della composizione/cambio di variabile) Se f: A — B, f(x) — yo
con f(X) £ yo per X £ Xg, seg: B — Xy e g(y) m) 1, allora g(f(x)) x=x0, |

e (limite della restrizione) Se f : A — X; ef(x) = 1, se Ay C Aexg é di
accumulazione per Ay, allora la restrizione f|4, : Ay — X tende ancora a l.

e (limite e componenti) Se f : A — RY si ha che f(x) — 1 se e solo f;(x) — I;
dove f; e l; indicano l'i-esima componente di f e 1.

Inoltre per ogni x' € RN e ognii=1,...,N si ha:

: /
lim z; = x;.
x—x/

e (permanenza del segno)) Se f: A — R e f(x) = [ > 0, allora esiste § > 0 tale
che f(x) > 0 per ogni x € A con X # X e ||x — x| < 0.

(monotonia del limite) Se f: A - R e f(x) =1 >0 e se f(x) >0, alloral > 0.

(teorema dei carabinieri) Se f,g,h: A = R, f(x) < g(x) < h(x) per ogni x € A
con X # Xg e se f(x) = 1, h(x) — [, allora g(x) — L.

Aggiungiamo qualche altra proprieta, piu specificamente vettoriale, di cui diamo la
dimostrazione.

1.3.6 Proposizione. Siano A e xy come nella proposizione precedente.
1. Sef: A—=RM e sef(x) =1 per x = X, allora ||f(x)],, = [[1l,,
2. Sefy, fy: A= RM sefi(x) = 1) f5(x) = 1y per x — xg, allora f;(x) - fo(x) = 1; - 1,.

3. Sef:A—RM g: AR, se (perx —xg) si haf(x) > v #0eg(x)f(x) = Av,
allora g(x) — A.

Dimostrazione. La 1. dipende dalla proprieta della norma mostrata nell’Osservazione
(1.2.4) (usando la definizione di limite).
Per la 2. si puo notare che (aggiungendo e togliendo f;(z) - 15):

f1(x) - f2(x) =L - L] < [fi(x) - (B2(2) = )| + [(fi(z) — L) - L] <
11O If2(2) — L) || + [[f2(2) — L]} [[-12f] — O.

(si e usata la disuguaglianza di Schwartz e il fatto che ||f;(x)| ¢ limitata, in quanto ha
limite).

. f
Dimostriamo la 3. Introduciamo la funzione f(z) := ||f(<X))H2 che & ben definita (almeno
X
vicino a xg, dato che ||f(x)|| = ||v| # 0. Dato che g(x)f(x) — Al e f(x) — W, facendo
il prodotto scalare:
. 1
g9(x) = g(x)f(x)f(x) — Al - W =\
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1.3.7 Definizione (limiti infiniti). Nel caso in cui lo spazio di arrivo X; sia R si pos-
sono considerare il limiti infiniti “in arrivo”. Consideriamo dunque f : A — R, x, di
accumulazione per A. Si dice che f tende a 400 (—00) per x — X e si scrive:

lim f(x) =400 <lim f(x) = —oo)
se
VC € R 30 > 0 tale che Vx € A, x # Xq, ||x — Xo|| < d si ha f(x) > C (f(x) <C).

Se A C R diremo che +o00 (—00) ¢ di accumulazione per A quando sup A = +oo (inf A =
—00). In questo caso si possono definire i limiti a pitt 0 a meno infinito.
Data f: A — X; el € X; dico che f(x) tende al per x — +o0 (x — —00) e scrivo

lim f(z) =1 (lim f(x):l)

T—r+00 T——00

se
Ve>03C e€Rtaleche Vz € A;z > C (z < C) sihalf(x)—1]; <e.

Ovviamente le due definizioni si possono combinare se c’e¢ R sia in partenza che in arrivo
(ma questo ¢ stato fatto in Analisi 1).

Se A € X diciamo che oo (senza segno) ¢ di accumulazione per A quando A ¢ illimitato.
In questo caso possiamo introdurre il limite per ||x|| — oc.

Data f : A — X; el € X; dico che f(x) tende a1 per ||z|| — oo e scrivo:

se
Ve > 0 3C € R tale che Vx € A con ||x|| > C si ha ||f(x) —1]|; <e.

Nel caso in cui X; = R posso definire anche

lim f(x) =400 (—00)

[[x[| =00
combinando le definizioni sopra.

Per i limiti infiniti valgono gli stessi risultati dimostrati in Analisi 1 (quando c’era R
anche in partenza). Le dimostrazioni sono identiche pur di rimpiazzare il valore assoluto
con la norma.

1.3.8 Proposizione. Siano A C X xq di accumulazione per A e consideriamo funzioni
da A a valori reali e limiti per x — xo. Usiamo la notazione f(x) — It (f(x) — 1) per
indicare che f(x) — [ e che in piu f(x) > (f(x) <) quando x é vicino a Xy e X— # Xo.
e se f(x) = 400 e g(x) = 400 allora (f + g)(x) = +00;
e se f(x) = —o0 e g(x) = —oo allora (f + g)(x) = —o0;
o se f(x) = 400 eg(x) = 1>0 (1<0) allora (fg)(x) = +00 (—o0);
(x) = —o0 e g(x) =1 >0 (1 <0) allora (fg)(x) = —00 (+00);
(x)
(x)

o se f(x
e se f(x) = 400 (—o0) allora 1/ f(x) — 0% (07);
e se f(x) = 0" (07) allora 1/ f(x) = +00 (—o0);



26 CAPITOLO 1. LIMITE E CONTINUITA IN SPAZI VETTORIALI NORMATI

I casi+o00—00, 0-00 e quelli che si riconducono a questi sono (come sempre) indeterminati,
cioé il loro valore (e la loro esistenza) non sequono una regola generale e bisogna ragionare
caso per caso.

1.3.9 Proposizione. Se A C X, x¢ di accumulazione per A, f,g: A — R con
g(x) < f(x)  Vx€A,
allora (sottintendendo x — Xg):
g(x) = +00 = f(x) = +0 , f(x) = —o0 = g(x) =, 0.

1.3.10 Definizione (successioni). Chiamiamo successione in X o successione di punti di
X una applicazione a da N a valori in X. Nel caso di una successione si usa le convenzione
di indicare con a,, in luogo di a(n), l’elemento n-esimo della successione e con (a,) (o
(an)nen ) la successione a.

Dato che I'unico punto di accumulazione per N ¢ 400 I'unico limite che si puo condi-
derare per una successione ¢ quello a +00. Ricordiamo che a,, — 1 con € X, se

Ve > 0 3n € N tale che Vn > 7 |ja, — || <e.

Notiamo anche che ai fini del limite contano soli gli elementi a,, con n grande per cui
possiamo includere nelle successioni anche le applicazioni (a,,) definite da un certo ng in
poi (che si possono indicare con (a,)n>n,)-

1.3.11 Proposizione (caratterizzazioni di interno/aderente mediante successioni). Siano
AC X exge X. Allora:

e X ¢ interno ad A se e solo se per ogni successione (X,) in X che converge a Xg Si
ha che x, € A per n grande (In:Vn > n x, € A).

e x ¢ aderente ad A se e solo se esiste una successione (x,) di punti di A tale che
Xn — Xo,

1.3.12 Proposizione (caratterizzazione della chiusura mediante successioni). Sia A C X
(rispettivamente A C Q C X). A ¢é chiuso (risp. A € chiuso in Q1) se e solo se per ogni
successione (x,) di punti di A che ammetta limite x € X (risp. x € Q) si ha x € A, cioé:

X, €A x,>x = xeA

1.3.13 Proposizione (caratterizzazione della frontiera mediante successioni). Siano A C
X ex e X. Allora x € 0A se e solo se esistono due successioni (X)) e (x7) tali che

x, €AVn, xI¢AVn, x,—>x, X, =X

1.3.14 Proposizione (caratterizzazione del derivato mediante successioni). Siano A C X
e x € X. Allora: x¢ ¢ di accumulazione per A se e solo se esiste una successione (x,) di
punti di A con x, # X tale che x,, — Xgq.

1.3.15 Proposizione (caratterizzazione del limite mediante successioni). Siano A C X,
Xo di accumulazione per A, f: A — X; el € X;. Allora sono fatti equivalenti:

1. lim f(x) =1;

X—X0

2. per ogni successione (x,,) di punti di A con X, # Xo € X, — Xo si ha f(x,) — 1.
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1.3.16 Definizione (estratte). Data una successione (a,),en chiamo sottosuccessione di
(an)nen 0 successione estratta da (ap)nen UNa (&, ), oy dove (0 )ren © una successione di
interi strettamente crescente.

1.3.17 Proposizione. Sia (a,) una successione di punti di X che ammetta limite 1 € X
(0 anche 1 = £o00 nel caso in cui X = R. Allora ogni sua estratta (a,,) tende allo stesso
limite 1. Questo € un caso particolare del risultato sulle restrizioni.

1.3.18 Teorema (Bolzano-Weierstrass). Se (a,) ¢ una successione di punti di RN ed ¢
limitata allora esiste una sua estratta (a,,) che ammette limite 1 € RY. Lo stesso vale se
(a,) € una successione di punti di X con X di dimensione finita.

Dimostrazione. Questo teorema e stato dimostrato in Analisi 1 nel caso N = 1. La
dimostrazione nel caso generale si ottiene notando che (a,) & limitata in RY se e solo se
ogni componente a,; di a,, ¢ limitata in R. Si puo allora considerare un (ny) tale che a,, ;
ammette limite a; in R. In questo modo le rimanenti componenti ristrette alla (nx) sono
ancora limitate e quindi, passando ad un’ulteriore estratta (ankh) si puo fare in modo che
anche Oy, 2 aMMetta limite ay (continuando a valere che Uy, 1 — a1). Ripetendo N volte
il procedimento alla fine si trova la tesi. O

1.4 Norme equivalenti

1.4.1 Definizione (norme equivalenti). Sia X uno spazio vettoriale e siano || || e || |1
due norme su X. Diciamo che sono norme equivalenti se esistono due costanti positive,
0< Cl < Cg, tali che:

Cillzl < lzfly < Goljzf| Vo e X.

Cio che rende interessante questa definizione ¢ il fatto che due norme equivalenti danno
luogo alla stessa nozione di limite.

Piu precisamente, se (X, || ||) e (Y, | ||) sono due spazi normati, f : X — Y ¢ una
funzione tale che f =% [, dove 2o € X e l € Y, allora sostituendo le norme su X e su Y
con due norme equivalenti || ||; e || ||; (e quindi considerando due “diversi” spazi normati
(X, [ ) e (Y, ]| |I}) & ancora vero che f <=2% .

E anche vero che le nozioni di punto interno/esterno/di frontiera/di accumulazione
non cambiano passando da una norma a una equivalente.

1.4.2 Esempio. Dato p > 1 poniamo:

1xllp == (|22 + -+ + \xN\p)l/p vVx € RN

1%|| 0o := max(|x1|,...,|xN|)1/p vx € RY

(si puo dimostrare che ||x||, = ||x||cc per p — +00). Notiamo che || ||z ¢ la norma euclidea.
Si puo dimostrare che || ||, € una norma su RY per qualunque p € [1, +00]. Verifichiamolo
nei casi estremi p = 1 e p = 0o (vedremo piu in la il caso p = 2). Al solito 'unica proprieta
difficile ¢ la disuguaglianza triangolare. Dato che |a + b| < |a| + |b] se a,b € R, abbiamo:

Ix+yli = e+l +- -+ lov +unl <o+l + -+ len] + vl = lIxlh+ [yl
Da |z; + y;| < |xi| + |y;| per i = 1,... N si ricava (per una nota proprieta del massimo):

e+ ylleo < max (joif +[3il) < max foif + max ] = [Ixlloo + [y lloc-

=1,..,
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Tutte le norme || ||, sono tra loro equivalenti. In effetti dato p > 1:

sei=1,--- N siha|z| = (|:1cz-|p)1/p < (leg )P+ + |:1cn|p)1/p = | 1xleo < (1],

e d’altra parte, essendo :|z;| < ||x|l peri=1,---, N, si ha:

Ixlly = (214 Hza )P < (Bt +lIx2) P = NYP|xl|o0 = | %] < N7 Ix]loo

Dunque la norma || || ¢ equivalente a una qualunque || ||,. Da questo si deduce il resto:
dati pi,pe > 1 si ha:

Ixllpy < NP xlloo < NYPH gy l1xllpe < NYP2{Ix]ls0 < NP2,

Dunque qualunge p si scelga, la nozione di limite che ne ne ricava non cambia. La norma
euclidea e spesso la pitt conveniente per motivi che vedremo ora (esistenza di un prodotto
scalare), cio nonostante a volte puo risultare pitt comodo utilizzare la norma || ||~ o la
norma || ||;. La figura mostra come sono fatte le palle di centro 0 e raggio 1 al variare di
p (nel caso N = 2).

1.4.3 Esempio. Le matrici M x N si possono anche vedere come dei vettori di lunghezza
NM “mettendo in un’unica fila gli NM coefficienti”.
Possiamo allora introdurre in M (M, N) le norme:

M N 1/p
Al := (ZZ |az‘,j|p> o Ao = max - (faigl)

i=1 j=1 N

(p > 1) — qui a;; sono le componenti della matrice A. Tutte queste norme sono equivalenti
e inducono su M (M, N) la medesima nozione di limite.

Queste norme sono anche equivalenti alla norma “canonica” || |[an. Vediamo che
la norma || ||y ¢ equivalente alla || |2 ( da cui il caso generale per p € [0,00]). Se
A€ M(M,N) ex €RY si ha (uso Schwartz dentro la parentesi):

M M /N 2 M /N N
1A fjn = D (Ax)F =) (Z ai,j%) <> (Z a;, Zﬂf?) = [ Al 11|
i=1 i=1 \j=1 i=1 \j=1 j=1
Prendendo il massimo al variare tra tutti gli x di norma 1 si trova:

Al < A2 (1.6)

Viceversa indichiamo con é; 1':-esimo vettore della base canonica che ha tutte componenti
nulle tranne la i-esima pari a 1. Dato che ||&;|| = 1:

M 1/2
||A||M,N > ||Aéi|| = (Z aia‘) )

J=1
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Eleviamo al quadrato e sommiamo su tutti gli indici 2 = 1....N si ricava:

M M
M All3rn = D> ai; = 1Al

i=1 j=1
e dunque:
1
A > ——||A]|». 1.7
4l = 14l (1.7)

Da (1.6), (1.7) si deduce la tesi.
Notiamo che questa dimostrazione fa vedere che la norma | Ay v € finita per

qualunge matrice A € M(M, N). E immediato verificare che (rispetto a una qualunque
di queste norme):

A, — A IHMM,N) - (An)i,j—>(A>i,j V’L:L,MV]:L,N

1.5 Funzioni continue

1.5.1 Definizione (continuita). Siano X e X; due spazi normati con norme || || e || |1
rispettivamente. Sia A C X e f: A — X;, e sia xg € A. Si dice che f ¢ continua in xy se

Ve > 0 3r > 0 tale che ¥x € A con ||x — x¢|| < r si ha [|f(x) — f(x0)]|1 < e.

Si vede subito che se xq € un punto isolato di A qualunque funzione & continua in xq: basta
prendere r > 0 in modo che AN B(xy, ) contenga solo Xq. Se invece Xq € di accumulazione
¢ facile vedere che f ¢ continua in x, se e solo se

lim f(x) = f(xo).

T—rX0

1.5.2 Osservazione (caratterizzazione della continuita mediante successioni). Sia f: A —
X; e sia xg € A. Allora f ¢ continua in X se e solo se:

per ogni (x,,) successione in A con x,, — Xg si ha f(x,) — f(xo).

Infatti se xq € isolato non c’¢ niente da dimostrare (si noti che se x, € A e x,, = Xg
allora x,, = xo per n grande, per cui f(x,) = f(x¢) per gli stessi n). Se invece x, ¢ di
accumulazione si usa la corrispondente caratterizzazione del limite con 1 = f(xq).

Valgono i soliti teoremi di cui omettiamo la dimostrazione
1.5.3 Teorema. Siano X, X; e Xy normati, A C X e xg € A. Valgono i fatti sequents.
o Sef,g: A— X; sono continue in Xq, allora la somma f + g & continua in Xg.

e Sef: A— X eg:A— R sono continue in xq, allora il prodotto gf : A — Xy ¢
continuo in Xg.

e Se f: A— R ¢ continua in X e se f(xg) # 0, allora 1/f é continua in x.

e Sef: A— B C X é continua in xo, g : B — Xy € continua in yo := f(xq), allora
la composizione gof : A — Xy € continua in Xg.

o Sef: A— X; e continua in xg e se xg € B C A, allora la restrizione f|p : A} — X;
e continua in Xg.
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o f: A — RN ¢ continua in Xy se e solo se tutte le sue componenti f; : A — R
(i=1,...,N) sono continue in Xg.

e Perognii=1,...,N la proiezione i-esima X — x; € continua.

1.5.4 Definizione. Siano A C RV e f : A — R. Se ¢ € R consideriamo i seguenti insiemi:

{f<c}={zecA:flx)<c}, {f<c}={xecA: f(z)<c},
{f=ct={re€A:f(z)=c}.

diremo che {f < ¢} & un sottolivello e che {f = ¢} & un insieme di livello per f.

1.5.5 Proposizione. Supponiamo che A C RN, che f : RN — R sia continua e che ¢ sia
un numero reale. Allora:

1. Se A ¢ chiuso, allora {f < c} e {f = c} sono chiusi.
2. Se A ¢ aperto allora {f < c} ¢ aperto.

3. Se A =RY si ha:

of{f<cpc{f=ct, 0{f<cp c{f=c}.

Notiamo che se A = RN (che ¢ contemporaneamente aperto e chiuso) allora valgono sia
{f <c} e{f =c} chiusi, sia {f < c} aperto.

Dimostrazione. Usiamo la caratterizzazione della chiusura mediante successioni (vedi la
(b) della (1.3.12)). Supponiamo che (x,,) sia una successione di punti di {f < ¢} (risp. di
{f = ¢}) che converga a un punto x in RY. Dato che A & chiuso deve essere z € A. Per
definizione si ha f(x,) < ¢ (risp. f(z,) = ¢). Per la continuita di f si ha f(z) < ¢ (risp.
f(z) =c¢), cioe x € {f < c} (risp. € {f = ¢}). Dunque {f < c} ed {f = ¢} sono chiusi.

Supponiamo ora che x € {f < ¢} e che (x,) sia una successione in RY con x, — z.
Dato che A ¢ aperto si ha x, € A per n grande. Inoltre f(x) < ¢ per definizione e
allora per la continuita di f deve essere f(x,) < ¢ per n grande (permanenza del segno).
Dunque x,, € {f < ¢} per n grande e abbiamo dimostrato che z ¢ interno a {f < ¢} (vedi
la Proposizione (1.3.11)). Dato che cio e vero per ogni x di {f < ¢} l'insieme {f < c} ¢
aperto.

Per quanto riguarda il terzo punto mostriamo ad esempio la prima inclusione.. Sappia-
mo per la (1.3.13) che x € 9 {f < ¢} se e solo se esistono due successioni, una in {f < ¢} —
chiamiamola (z/,) — e una fuori da { f < ¢} — chiamiamola (z!)— entrambe convergenti a x.
Dunque f(z}) <c¢, f(z!) > ¢, 2, — x, ) — x. Per la continuita di f e la monotonia del
limite ne segue f(z) = ¢, cioe x € {f = ¢}. Abbiamo dimostrato che 0 {f < ¢} C {f = c}.
Nello stesso modo si vede che 0 {f < ¢} C {f = c}. O

In generale non valgono le eguaglianze in 3. Se per esempio f(z,y) = —z?

(definita su tutto R) e se ¢ = 0, si ha:

{f<ct=R = 0{f <} =02{(0)} ={f =¢}.

Oppure si prenda f(z) := 2*(x — 1) (sempre definita su R). Allora:

{f <0} =] —o00,1[= 9{f <0} ={1} #{0,1} = {f =0} .
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1.5.6 Esempio. Il disco unitario in R*: D := {(x,y):2? + y* < 1} & in insieme chiuso e
la sua parte interna & D = B(0,1) = {(z,y):2% +y* < 1}. La frontiera di D ¢ la sfera
unitaria OB = S := {22 +y*> = 1}. In effetti dalla continuita della funzione (z,y)
x? + y? si ricava che D & chiuso e B(0,1) ¢ aperto, come pure il fatto che 9D C S.
Mostriamo che S C 0D; per questo dobbiamo mostrare che ogni punto di S ¢ limite di
punti di D ed e limite di punti di CD. Il primo fatto ¢ ovvio dato che S C D; per il
secondo prendiamo (x,y) € S e consideriamo P, = (X, yn) := (14 1/n)(z,y). E chiaro
che x2 + 42 = (1+1/n)?> > 1, dunque P, ¢ D, e che P, — (z,y). Quindi 9D = S. Ne
segue anche D = D\ D = D\ S = B(0,1).

Se prendiamo D™t := {(z,y):2*+y* <1,z >0,y > 0}, allora D™ & ancora un
chiuso, la sua parte interna ¢ {(z,y):2* +y* < 1, > 0,y > 0}, mentre la frontiera ¢

{x2+y2:1,x20,y20}u{x2+y2S1,x:0,y20}u{x2+y2§1,x20,y:0}.

Per vederlo notiamo che Dt = D NI} N1y dove II; = {(z,y):2 >0} e II, :=
{(z,y):y > 0}. Per la continuita delle funzioni (z,y) — z e (x,y) — y gli insiemi II; e I,
sono chiusi, e 9I1; C ¥y, 0lly C X9, dove Xy := {(z,y) : 2 =0} e Xg := {(z,y):y = 0}. In
effetti vale OI; = X;: per vederlo, ragionando come prima, basta notare che dato (0, y) in
Y1 lo posso ottenere come limite di (1/n,y) (successione in I1y) e come limite di (—1/n,y)
(successione in CIIy). Nello stesso modo si ottiene 0lly = 3,. Dato che tutti gli insiemi
in ballo sono chiusi vale la formula

D™ = (0D NI NIL) U (D NI NILL) U (D NI NOIlLL) =
(SNILHNIL)U (DN NIl) U (D NIl N,)
che corrisponde a quanto affermato sopra. Per differenza si ricava 1’espressione di D,
Se invece prendiamo la “mezza palla” E := {(z,y):2? + y* < 0,2 > 0} otteniamo un
insieme che non ¢ né aperto né chiuso in R?. Perd si puo vedere che E ¢ (relativamente)
chiuso nel semipiano aperto Q := {(z,y):2 > 0}. Inoltre la frontiera di E ¢ costituita da

OF = {(z,y):2° +y* = 2,2 > 0} N {(2,0): =1 <w <1};
da cui segue che dEq = {(z,y) € Q:2? +y? = 1}.

1.5.7 Definizione (Grafico ed epigrafico). Sia f : A — R una funzione dove A C RV .
Definiamo il grafico di f come I'insieme in R¥ 1 dato da G(f) :== {(x,9):x € 4,y = f(x)}
e Uepigrafico epi(f) == {(x,y):x € A,y < f(x)}. Introduciamo anche 'insieme ef)i(f) =
{(xy):xe Ay < fx)}

1.5.8 Proposizione. Supponiamo che f : RN — R sia continua. Allora (in RN*1) G(f)
e epi(f) sono chiusi, epi(A) é aperto e

o

epi(f) = epi(f), epi(f) = epi(f), epi(f) = depi(f) = G(f).

Se in generale f: A — R con A C RN, f ¢ continua, allora epi(f) e G(f) sono chiusi
in A x RN epi(f) & aperto in A x RN,

o
—_—

ef)i(f) = epi(f>A><RN7 ef)i(f)AxRN = epi(f), Oaxrvepi(f) = anRNe’E)i(f) = G(f).

Notiamo che quest’ultima affermazione ci dice che, se A ¢é chiuso, allora (A x RN ¢
chiuso e) epi(f) e G(f) sono chiusi in RN, mentre se A ¢ aperto, allora allora (A x RN

)

¢ aperto e) epi(f) & aperto in RNTL,

o
—_—

Notiamo anche che, in ogni caso G(f) =0 perché G(f) é una frontiera.
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Dimostrazione. Se consideriamo g : R¥*! — R definita da g(x,y) == f(x) — y, allora
G(f) = {g(x,y) =0}, epi(f) = {g(x,y) <0} e epi(f) = {g(x,y) <0}. Dunque per
quanto visto sopra G(f), epi(f) sono chiusi, epi(f) ¢ aperto e depi(f) C G(f), depi(f) C
G(f). Rimane da dimostrare G(f) C Jepi(f) e G(f) C Oepi(f). In effetti dato (x,y)
con f(x) = y possiamo prendere P, := (x,y + 1/n) e @, := (x,y — 1/n). Allora P, €
Cepi(f) C Cepi(f), Qn € epi(f) Cepi(f), Pn — (x,y) € Qn — (X,y).

Il caso generale si fa in maniera analoga. O

1.5.9 Proposizione. (insiemi normali) Sia A C RN un insieme chiuso e siamo f,g :
A — R due funzioni continue. L’insieme:

B:={(x,y):x€AyeR,g(x) <y < f(x)}

si dice normale rispetto all’asse N + 1-esimo (relativo a A, f e g).
Allora B ¢ chiuso in RN*L ¢ la sua frontiera OB ¢ data da

{(xy):xeAdy=gx)}u{lxy):xecdy=[(x)}U{(y):xecidgx) <y<flx)}
Inoltre la parte interna di B coincide con

B= {(X, y):x e A g(x) < f(x)} .
Dimostrazione. Omettiamo la (semplice) dimostrazione. O

Vediamo ora i corrispondenti in RY di alcuni “teoremi globali” sulle funzioni continue.

1.5.10 Lemma. Sia A C RY — R. Allora esistono due successioni (x)) e (2”) di punti
div A tali che:

1 'Y — inf li " _
Jim f(wn) = inf flx) - lim f(2n) = sup f(z)
Dimostrazione. Facciamo il caso dell’estremo inferiore.
Poniamo m := inf1 f(z). Ci sono due possibilita.
xTe

(I) m € R Per definizione di inf so che f(x) > m per ogni z € A e che per ogni
n € N esiste z,, € A tale che f(z,) < m+ 1/n. Ne segue che f(z,) — m.

(IT) m = —oo Dunque f non ¢ inferiormente limitato in A. Allora per ogni n € N
esiste x,, € A per cui f(x,) < —n. Ne segue f(x,) — —oc =m. O

1.5.11 Teorema (Weierstrass). Sia A C RY un insieme limitato e chiuso. Sia f : A — R
una funzione continua. Allora f ammette massimo e minimo, cioé esistono =’ e ' in A
tali che

fa) <f(x) < f(2") Vo € A.

Dimostrazione. Facciamo il caso del minimo. Prendiamo m := in£1 f(z). Per il Lemma
TEe

(1.5.10) si trova una successione (z,) di punti di A con f(x,) — m. Dato che A ¢ limitato
(x,) € limitata, dunque per il Teorema di Bolzano Weierstrass esiste una sottosuccessione
(2, ) che ammette limite z, cioe: x,, — T per k — oo. Dato che A ¢ chiuso deve essere
z € A. Per la continuita di f si deduce che f(z,,) — f(Z). Ma (f(x,,)) ¢ una successione
estratta da (f(x,) e quest’ultima tende a m per come & stata costruita. Dato che il limite
di (f(zy,)) € unico, deve essere f(Z) = m. Per definizione di m questo equivale a dire che:

00 <m = [(z) & f() = min f(z).
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1.5.12 Proposizione. Sia A C RY un insieme chiuso e limitato e sia f : A — RM una
funzione continua. Allora f(A) = {f(x):x € A} é chiuso e limitato.

Dimostrazione. (a) Dimostriamo che f(A) e chiuso. Per questo prendiamo (y,,) in f(A)
tale che y, — y € RM. Per definizione di f(A) esiste (x,) in A per cui y, = f(x,). Dato
che A ¢ limitato esiste un’estratta (x,,) che ha limite: x,, — = € RM. Dato che A ¢
chiuso x € A. Dato che f ¢ continua si ha y,, = f(x,,) — f(x). Essendo (y,,) estratta
da (y,) si ha y,, — vy e quindi, per I'unicita del limite, f(x) = y. Questo ci dice che
y € f(A), dunque f(A) ¢ chiuso (vedi la (1.3.12)).

(b) Dimostriamo che f(A) ¢ limitato. Se non lo fosse si troverebe una successione
(yn) in f(A) per cui ||yn|lgne — +oo. Per definizione di f(A) cio significa che esiste
(x,,) in A per cui ||f(x,)||[rv = ||ynl|lr — +00. Ragionando come sopra si puo trovare
un’estratta (x,,) e un punto z in A per cui x,, — x e per la continuita di f in z si ha
Yn, = f(Xn,) — £(x). In particolare (y,, ) ¢ limitata, il che ¢ in contraddizione con il fatto
che (y,) € estratta da una successione che diverge in norma. O

1.5.13 Teorema (Weierstrass generalizzato). Sia A C RN e sia f : A — R una funzione
continua. Supponiamo che:

(a) Sexp€ 0A ma xy ¢ A allora:

lim f(z) =400 ( risp. — 00);

T—T0

(b) Se A non é limitato, allora:

lim f(z) =+o0 ( risp. —o0).

llz]|—o0

Allora f ammette minimo (risp. f ammette massimo). Notiamo che se A ¢ limitato e
chiuso le (a) e (b) sono automaticamente verificate (in entrambe le versione) e quindi si
riottiene il teorema di Weierstrass.

Dimostrazione. Facciamo il caso del minimo. Per il Lemma (1.5.10) possiamo prendere
una successione (z,) di punti di A tale che: f(z,) — m = ingf(x). Notiamo che
ze

m < 400 (perché m < f(x) < 400 per un qualunque = € A). Dico che (z,) € limitata.
Se non lo fosse, dato k intero troverei un elemento z,, della successione per cui ||z, | >
k. Dunque troverei un’estratta (z,,) tale che ||z, | — oco. Ma allora per la (b) avrei
f(zn,) = +o00. Pero essendo un’estratta deve ancora valere che f(z,,) — m < +oo da
cui un assurdo. Dunque (z,) ¢ limitata. Per Bolzano Weierstrass esiste una (z,,) che
converge a un punto Z. Se Z non fosse in A potrei usare la (a) e ottenere f(x,,) — +oo.
Ma per lo stesso motivo detto sopra dovrebbe essere f(z,,) — m < 4oo che ¢ di nuovo
impossibile. Dunque z € A. A questo punto per la continuita si ha f(z,, — f((z) e,
come nella dimostrazionedi Weierstrass si ricava f(Z) = m, cioe Z € punto di minimo per

fsu A. O

1.5.14 Teorema (continuita dell'inversa). Sia A C RY un insieme limitato e chiuso in
RY e sia f: A— RM una funzione continua e iniettiva. Posto B := f(A) (che ¢ anche
lui chiuso e limitato per quanto visto prima) ¢ ben definita f~' : B — A. Allora f~' ¢
continua.

Dimostrazione. Fissiamo vy in B e dimostriamo che f~! ¢ continua in y,. Se ¥ ¢ isolato
in B non c¢’e nulla da dimostrare, se no bisogna far vedere che

lim £~ (y) = yo.

Y—Yo
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Ragionando per successioni basta far vedere che se y,, € B, y, — yo € B allora f~(y,) —
fYyo). Indichiamo x, := f~'(y,), X0 := f'(yo) e supponiamo per assurdo che non
valga x,, — X¢. Negando la definizione di limite si vede che esistono € > 0 e una estratta
(xy, ) tali che ||x,, — Xo|| > ¢. Essendo A chiuso e limitato, pur di passare a un’ulteriore
sottosuccessione, possiamo supporre che x,, — Z per un opportuno punto & € A, che
deve verificare ||Z — X¢|| > € e dunque & # xo. Applicando f e usando la continuita si ha
Yn, = f(Xn,) — f(Z). Peraltro essendo (y,, ) estratta da (y,) che converge a yo = f(xo)
se ne ricava f(Z) = f(xq). Questo & assurdo perché f & iniettiva. O

1.6 Continuita delle funzioni lineari

In questo paragrafo X denota uno spazio normato con norma || || e X; denota uno spazio
normato con norma || ||;.

1.6.1 Proposizione. Sia L : X — X; un’applicazione lineare. Allora sono equivalenti:
(a) L é continua in O;
(b) L é continua in X;
(c) esiste una costante M tale che

ILx|, < M|x||  Vx € X,.

Dimostrazione. (a) = (¢) Se L & continua in 0, allora per la definizione di limite:

JR > 0 tale che ||[Lx — LO||; = ||Lx|; <1 Vx € B(0, R).

R
Preso un generico x € X con x # 0, si ha X B(0, R), e quindi:

()

Ne segue (¢) con M = 1/R ( se x = 0 la disuguaglianza a destra ¢ ovvia ).
(c) = (b) Se vale (c) si ha:

1
<1l=||L < = )
= | XIh_RIIXH

||Lx1 — Lxo||1 = || L(x1 — X2)|[1 < M||x1 — %3] VX1, Xy € X.

Ne segue che Lx — Lx( se X — X, cioe la continuita di L.
(b) = (¢) E ovvia. O

1.6.2 Definizione. Se L : X — X; ¢ lineare e continua, possiamo definire la norma di L
ponendo

|IL|| :=inf{M € R:||Lx]|; < M||x| Vxe X}
Tale norma e finita per quanto appena visto. Si verifica facilmente che le proprieta della
norma sono verificate.

1.6.3 Osservazione. Supponiamo che dim(X) = N e sia & = {ey,...,ey} una base per
X. Ricordiamo che || || ¢ la norma in X. Definiamo || ||, in RY ponendo:
N

Zviei se v=(vp,...,uy) €RY.

i=1

[Vl := [lorer 4 - - + vnenl| =

Allora si verifica facilmente che || ||, ¢ una norma in RY.
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1.6.4 Osservazione. Se || || € una norma in X si ha:
lIxal] = lIx2ll| < [lx1 —xof|  Vxi, %2 € X.
Infatti per la disuguaglianza triangolare
%1l = [lx1 = %o 4+ Xa| < [Jx1 — X[ + [[x2f] = [xa]] = [[x2]] < [lx1 — x|

e scambiando i due punti tra loro si ha anche [|xa] — ||x1]] < ||x2 — x1|| = [|x1 — x2|| da
cui segue la disuguaglianza con il modulo.

1.6.5 Teorema. Nello spazio vettoriale RN tutte le norme sono equivalenti tra loro.

Dimostrazione. Mostriamo che se || || ¢ una norma in RY allora || || ¢ equivalente alla
norma euclidea || ||o. Prima di tutto notiamo che, se x = (zy,....zy) € RV, si ha:

N N N
<D lmllél < ([ D lwal?y | D el = Ix]l2
i=1 =1 =1

[l =

N
E T;€;
i=1

(si & usato Schwartz). Definiamo p : RY — R ponendo p(x) := ||z||. Si ha:
p(x1) = p(x2)| < [lx1 = X2l < Mx1 —Xaf2 Vxi, %2 € R, (1.8)

dunque p & continua in RY rispetto all'usuale norma euclidea. Dato che la sfera unitaria
S:={x € RY:|x|]» = 1} & chiusa e limitato, per Weierstrass, p ha massimo e minimo su
S. ci sono dunque x1,Xs € S tali che:

C1 = p(x1) < p(x) < p(x2) =: Cy vx € 8.

E chiaro che C; > 0. Se x € RV possiamo usare la disuguaglianza sopra per x/||x||, € S
— per la definizione di p e per 'omegeneita della norma si ricava la tesi:

Cillx|ls < [Ix]| < Collx]lz  ¥x € RY.
L]

1.6.6 Teorema. Se X e X; hanno dimensione finita allora ogni applicazione lineare L :
X — X; é continua.

Dimostrazione. Siano & = {ey,...,ey} una base per X e #' = {el,...,€},} una base
per X;. Per I'Osservazione (1.6.3) possiamo considerare la norma || ||, in RY e la norma
| []«.1 in RM definite da:

(@1, zn) o= |lzier + - +anvenll, (W1, ym)llen == lviel + -+ ynely s
Inoltre possiamo considerare la matrice A € M (M, N) che rappresenta L:
[Lx] 5 = Alx]2 Vx € X.

Sappiamo che:
IAVIar < | Allaenlvlly - Yv eRY

dove || ||v e || |lar denotano le norme euclideee in RY e RM rispettivamnente e || ||arn
¢ la norma nelle matrici M x N, che & finita come visto in (1.4.3). D’altra parte per il
Teorema (1.6.5) possiamo trovare delle costanti 0 < C; < Cy e 0 < C > (Y tali che:

Cilvlls < Ivlly < Collvlle Yv eRY GVl < IVl < Cofv']a W €RY.
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Da tutto questo si deriva che:

| Alla,nCo
[AV|.1 < —a

———
=M

|| ]|« vv € RV,

che, per tutte le definizioni fatte, si traduce in
ILx[ < x| vxeX
(si prende v = [x]|4). Questo prova che L & continua. O

1.6.7 Osservazione. Abbiamo introdotto il simbolo £L(RY,RM) per indicare le applicazioni
lineari da RY a R™. In generale si usa il simbolo £(X,X;) per indicare le applicazioni
lineari e continue da X in X;. Nel caso di X = RY ¢ X; = R™ non ¢ necessario chiedere
la continuita perché questa segue automaticamente dalla linearita.

L’insieme L£(X,X;) e chiaramente uno spazio lineare ed ¢ anche uno spazio normato
rispetto alla norma per le applicazioni lineari continue introdotta prima.

1.6.8 Esempio. Consideriamo X := {f : [0,1] — R: f ¢ continua}. Se f, g € X poniamo:

(f.9) = / f@)g@)de  |f] = / f(@)2dz = TR,

E facile vedere che (-,-) & un prodotto scalare e che ||-|| & la relativa norma. Dunque X &
uno spazio normato (con la norma detta sopra). Definiamo L : X — R ponendo:
Lf = f(0)

E immediato verificare che L & lineare. Se prendiamo in X la successione (f,) con f,
definite da: f,(x) := e ", abbiamo che Lf, = f,(0) = 1, mentre:

1 e~ 2nz r=1 1
||fn||2:/0 emdx:l } _Lasem oo

—2n =0

Allora si ha f,, — 0 in X, ma 1 = Lf, non tende a L0 = 0. Dunque L non & continua.

1.7 Completezza

1.7.1 Definizione (successioni di Cauchy). Sia X uno spazio normato e sia (z,) una
successione in X. Si dice che (x,,) ha la proprieta di Cauchy o che (x,) é di Cauchy, se

Ve > 0 3n € N tale che Vn,m > n si ha ||z, — z,|| < e

(i punti della successione si avvicinano tra loro al crescere degli indici).

1.7.2 Osservazione. Se x,, — x in X, di sicuro (x,,) € di Cauchy — lo si vede dalla definizione
dato che ||z, — || < ||z — || + [|[£m — x||. 11 viceversa puo essere falso. Per esempio in
X = Q ci sono successioni di Cauchy che non hanno limite — basta prendere una successione
di razionali (g,) che in R tenda a v/2 (questa non ha limite in Q).

1.7.3 Proposizione. Se una successione (x,) ¢ di Cauchy, allora & limitata.
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Dimostrazione. Applicando la definizione sopra con ¢ = 1 si trova n tale che per ogni
n,m > n risulta ||z, — x,,|| < 1. In particolare per n > n:
[zl = llzn — 25 + zall < [lzn — zall + zal] <1+ ||zal].
Ne segue che preso un n arbitrario:
2]l < max([|z]], [|z2l], - .- [lea-ll, 1 + llzal).
m

1.7.4 Definizione (completezza). Si dice che uno spazio normato X & completo se ogni
successione di Cauchy converge a un punto z € X.

1.7.5 Teorema. Lo spazio RN ¢ completo.

Dimostrazione. Facciamo vedere che R & completo. Sia data una successione di numeri
reali (z,,) che sia di Cauchy. Dato che (z,) ¢ limitata esiste un sottosuccessione (z,, ) ed
esiste z € R per cui z,, — z. Sia ora € > 0 e scegliamo n come dalla proprieta di Cauchy.
Dato che nj, — 400 (ng NON z,,, ) si ha che n; > n per k abbastanza grande. Dunque se
n > n e k e grande abbiamo:

0 — | < 2.

Facendo tendere k — oo si ha z,, — x da cui:
|lzn —2zl| <e  VYn>n

che (essendo € > 0 arbitrario) ¢ la definizione di z,, — x. Questo dimostra il caso N = 1.
Nel caso generale basta notare che se (x,) ¢ di Cauchy in R, ogni componente (z;,,)

¢ di Cauchy in R (per ¢ =1,..., N), come ¢ facile verificare. Dunque esistono z1,...,zy
tali che z;, — x; per i = 1,...,N. Posto x := (xy,...,2y) si ha allora x,, - x ¢ la
dimostrazione e conclusa. O

La completezza gioca un ruolo chiave in moltissime questioni. Ne riportiamo due.

1.7.6 Definizione (serie assolutamente convergenti). Data una successione (x,) in uno
spazio normato X si definisce la serie degli x,, come la successione S, delle somme parziali,
definite da:

Sn ::x1+~~'+xn:Zxk.
k=1

Si dice che la serie degli x,, é convergente o anche che la successione (x,,) é sommabile, se
la successione (.S,) ammette limite S in X. Se questo accade il punto S si chiama somma

oo
della serie degli x,, e lo so indica con Z Zn. In realta, con abuso di linguaggio, spesso si

n=1
)

indica con 5 x,, anche la serie (oltreche la sua somma) cioe la successione (.S,,).
n=1

Si dice che la serie degli x, e assolutamente convergente o anche che la successione
o0

() € assolutamente sommabile, se la serie di numeri reali positivi E ||z, || € convergente.

n=1
Si noti che quest’ultima serie, essendo a termini positivi puo solo convergere o divergere

a 400 e che a questa serie si possono applicare i criteri queli quello del confronto.

1.7.7 Teorema. Se lo spazio X e completo ogni serie assolutamente convergente € con-
vergente.
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Dimostrazione. Sia (z,) una successione e siano

Sn ::l‘1+"'+$n> Oy = H.CElH—i-“‘”an

o0 (o] o0
le somme parziali di E x, edi E ||, rispettivamente. Supponiamo che E x, converga

n=1 n=1 n=1
[e.e]
assolutamente cioe che E ||| converga. Questo significa che (o,,) converge per cui ¢ di
n=1

Cauchy. Dunque dato £ > 0 esiste n € N tale che
lop —om| <€ Vn, m > n.

(c’e il valore assoluto perché siamo in R). Se allora n > m > 7 si ha:

n m n n
10 = Sull = | D e =D anl| = || D an| < D Jluull =
k=1 k=1 k=m+1 k=m-+1
n m
=D Ml =D llawll = low — om| < e
k=1 k=1
oo
Dunque (S,,) ¢ di Cauchy. Per la completezza di X (.S,) ha limite cioe la serie an
—1
converge. " 0

Un altro risultato legato alla completezza ¢ il Teorema delle Contrazioni.

1.7.8 Definizione (contrazioni). Chiamiamo contrazione un’applicazione f : A — A,
dove A C X, tale che

1f(2) = fWl <elle =yl Va,y € A

per un’opportuna costante a < 1. Notiamo che una contrazione e sicuramente continua.

1.7.9 Teorema (delle contrazioni). Se X é completo ogni contrazione f definita su un
insieme A chiuso ha un punto fisso T € A, cioe un punto tale che

f(z) ==z

Dimostrazione. Prendiamo un punto (a caso) o € A e definiamo ricorsivamente una
successione (x,,) ponendo:
Tni1 = [(zn) Vn > 1

(dunque z7 = f(xg), 2 = f(x1) = f(f(x0)) e cosi via). Preso n € N, si ha:

lans1 =2l = 1F(za) = Flan-n)l] < allan =20 <
< oz2||xn_1 — ZTpoa| < - <@z — x| = | f(zo) — o]

Pitt in generale se n > m € N:

n—1
Z(Uﬂkﬂ — )
k=m

n—1 n—1
< ke =l < ak|lf(wo) — wol| <
k=m k=m

[0 — @ml| =
< | f(wo) = xoll D o = [ (wo) — wolla™ > ¥ = || f(x0) — o 1a_m
k=m k=0
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La disuguaglianza sopra implica che (z,) ¢ di Cauchy, perché se ¢ > 0 basta fissare n in
n+1
modo che || f(zo) — x| ]

< e per avere ||z, — x| < € per n,m > n. Dato che X

¢ completo esiste £ € X tale che z,, — Z. Dato che A & chiuso z € A. Dato che (z,41)
¢ un’estratta da (x,) si ha anche z,,,; — T e per la continuita di f vale f(x,) — f(Z).
Andando al limite nella relazione x,1 = f(z,) otteniamo la tesi:

T = f(Z).

Concludiamo mostrando un esempio di spazio vettoriale non completo.

1.7.10 Esempio (x). Consideriamo lo spazio X delle funioni continue su [0, 1] con la
norma introdotta nell’Esempio (1.6.8). Consideriamo le funzioni f, : [0,1] — R definite
da:

0 se0 <z < % — %,
fo) = Sno-3)+h wi-<oshed
1 se s+ <<l
Si verifica facilmente che le f,, sono continue (f,, € X). Siano m < n interi. Notiamo che:

Ne segue:

27 2m

o= folf = [ Gale) = o = [* 7 (fule) = ule)Pdo < -

Se ne ricava che (f,,) & una successione di Cauchy. In effetti dato € > 0 si puo prendere
n := 1/4€%, di modo che, quando n > m > 7 si ha:

1 1
| fn — me2 < im < 17 =’ e frn — fmll < e

Se X fosse completo esisterebbe f € X tale che f,, — f. Dico che:

@ 0<f<i, () /02f<x>dx=o, (©) /1/2(1—f(93))d:v=0-

Le proprieta (a), (b) e (¢), per quanto intuitive non sono evidenti. Vediamo come si
dimostra la (a). Per questo definiamo la funzione ausiliaria g : [0,1] — R ponendo:

flx)y—1 sel< f(x),
g1) =0 s 0 < f(x) <

—flz)  se f(x) 0.
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Si vede facilmente dalla definizione che g > 0 e che g ¢ continua (se f lo ¢). Inoltre:

g9(x) < [f(x) = fulz)] Vo el0,1].

Infatti se 0 < f( ) < 1si ha g(x) =0, dunque la tesi e vera. Se invece f(z) > 1 si ha
g(x) = f(z) =1 < f(x) = fulz) = |f(2) = ful)] (dato che f, < 1). Analogamente se

f(z) <0siha g(r) = —f(z) < fulz) — f(z) = [f(x) = fu(z)| (dato che f, > 0). Allora
per ogni n € N:

os/ dx</ (@) = fal@)dz = (1L 1f = ful) < TLIS = full = 1 — ful

(qui stiamo usando la disuguaglianza di Schwartz per il prodotto scalare introdotto in
(1.6.8) tra la funzione identicamente eguale a 1 e la funzione |f — f,|; la norma della

funzione 1 vale ‘/fo 12dz = 1). Dato che || f — f,|| = 0l'unica possilita ¢ che fo r)dr =

0. Ma allora, essendo g continua, deve essere g(x) = 0 per ogni x € [0, 0]. Per la deﬁnlzlone
di g ne segue 0 < f < 1. Mostriamo che vale (b). Se n € N si ha:

1/2

1/2
0 < f()dfc—/ () — fula)) do +

0

1/2

1/2
fulw) do < /0 (o) = fula)] do+

0

1/2 1/2
[ @i [ 1@ - neas [ ag2de< iy -

1/2—1/2n 1/2—1/2n

Ragionando come nella dimostrazione di (a) si conclude che fol/ ? f(z) dz = 0. In maniera
naloga si dimostra (c).

Da (a), (b) e (¢) (e dalla continuita di f) si ricava facilmente che f dovrebbe essere
nulla su [0,1/2[ ed eguale a uno su |1/2,1]. Questo ¢ chiaramente impossibile se f &
continua e dunque non puo esistere una tale f.



Capitolo 2

Curve e integrali curvilinei

2.1 Curve

2.1.1 Definizione. Sia A ¢ RM. Chiamiamo curva in A una applicazione v : I — A
dove I ¢ un intervallo in R.

Nel caso (tipico) in cui I = [a,b] con a,b € R, a <,b diremo che P = ~(a) ¢ il primo
estremo di v e Q = ~(b) e il secondo estremo di -, oppure che v congiunge P a Q.
Diremo che v ¢ chiusa (in A) se y(a) = ~(b).

Se 7 & una curva chiamiamo sostegno di v 'immagine di «, cioe v(I) = {~(t):t € I}.

Mettiamo in evidenza che per definire una curva non basta dare il sostegno S = ~(I)
ma si deve anche precisare la “legge del moto” con cui il punto ~(t) percorre S. Per
esempio gli estremi della curva dipendono da questa legge. Se infatti v : [0,27] — R ¢
definita da ~(t) := (sin(¢), sin(¢)), allora v ha come estremi «(0) = vy(27) = 0, dunque ¢
una curva chiusa. Il sostegno di v ¢ {(x,z): —1 <2 < 1}. Peraltro se v,(t) = (¢,t), per
t € [—1,1], allora 4, ha lo stesso sostegno di v ma gli estremi di 7y, sono (—1,—1) e (1,1).

Notiamo anche che ~(t) induce un “verso” sul sostegno. In effetti le due curve (chiuse):

~(t) := (cos(t), sin(t)), ~,(t) := (cos(t), — sin(t)) t €10, 27]

hanno entrambre come sostegno la circonferenza S := {x* + y*> = 1}, ma la prima “per-
corre S in verso antiorario” mentre la seconda “percorre S in verso orario”.

2.1.2 Definizione. Essendo le curve delle funzioni di variabile reale ha senso dire che
una curva <y ¢ continua, derivabile, k volte derivabile. Indicheremo

FO(t) = (W), @) (€RY)

la derivata i-esima di v nel punto t. Al solito ¥ =, v/ =~ 4" = ~2),

Diremo che una curva ¢ di classe CFsulochevy € Ck(I)sev : I — RM ha derivate fino
all'ordine k in I e tali derivate vV si prolungano con continuita a tutto I. Se v € C*(I)
per ogni intero k diremo che « & di classe C* su I o che v € C*®(I). Un altro modo
equivalente per definire la classe C*([a,b]) ¢ di dire che ~ & derivabile k volte in ]a, b[ e
che, per ogni i tra 0 e k esistono:

D) = 1 @t @D = 1i @ (t).
7)== Lm0, (7)) = lim ()
N.B. : le notazioni a™ e b~ sono suggestive per ricordare che si arriva ad a da destra e a

b da sinistra, ma non definiscono a™ e b~ individualmente. Se c¢’¢ solo 'intervallo [a, b] si
pud tranquillamente usare v (a) invece di v (a*), e lo stesso per b.

41
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Diremo che v : [ — RM & C* a tratti su I se v € C°(I) e si possono trovare un numero
finito di punti t; <ty < --- < tg in [ tali che posto ty := —o0, tx 1 := 400 si abbia:

v € C*([tj, tia] N ).

Se 4 & CF a tratti su I, allora le derivate v()(¢) esistono per tutte le ¢ diverse da ty, ..., tx,
mentre se ¢ ¢ uno di questi punti esistono comunque la derivata sinistra v (t7) e la
derivata destra v/ (t*), definite come sopra (fanno eccezione il primo punto a = inf I, se
a € I, in cui non esiste v (a~) e il punto b =sup I, se b € I, in cui non esiste v?(b7)).

Diciamo che ~ & regolare se v € C*(I) e v'(t) # 0 per ogni t € I. Diciamo che
~ & regolare a tratti se se v € C°(I) e si possono trovare un numero finito di punti
t1 <ty < --- <tk come prima tali che = sia regolare su ogni [¢;,t;41] N 1.

2.1.8 Osservazione. 1l motivo per cui si chiede 4’ # 0 per definire la regolarita si intuisce
dal seguente esempio. Prendiamo ~(t) = (t2,¢3) per t € [-1,1]. E chiaro che v €
C*([—1,1]). Se pero si disegna il sostegno S di « si trova

S = {(x,x3/2) <z < 1}U{(x,—x3/2) 0<z<1

-~

Vv
=:51 =:52

\——

e si vede che i due insiemi S; e S5 formano una “cuspide” nel punto 0 in cui si intersecano.
Si puo vedere che nessuna ~ regolare puo avere S come sostegno; e invece possibile ottenere
S come sostegno di una curva regolare a tratti: basta prendere

. (t) = (|t],sen(®)[t]?) —1<t<1;

la 7y, & CH([0,1]) ed & C'([~1,0]), ma v'(0F) = (1,0) # v1(07) = (~1,0).

2.1.4 Proposizione. Siamo I un intervallo, to € I, v,~v,7, : I — RM delle curve
derivabili in ty e f: I — R una funzione derivabile in ty. Allora e vero quanto seque.

o v, + vy € derivabile in tg e (v, +7y) (to) = ¥ (to) + ¥5(to)-

o f~ é deriwabile in ty e (f7) (to) = f'(to)v(to) + f(to) (to). Se f(t) = ¢ é costante
si ricava () (to) = ey (to).
® V1o ¢ derivabile into e (1 - ¥2) (fo) = Y1(to) - ¥2(to) +71(to) - ¥5(to)-

2.1.5 Osservazione. Dalla formula sulla derivata del prodotto scalare segue che, se v :
I — RM ¢ derivabile e se xo € RM | allora

d

(1) = x0) - (7(8) = x0) = 2(3(t) = x0) - ¥ (1).

d

_ t) — 2 _

L lhy(t) ol
Se ne deduce che, se ||7y(t) — x| & costante, allora 4’(t) & sempre ortogonale a (y(t) — Xg).

2.1.6 Proposizione. Sia v : [a,b] — RM una curva di classe C'. Allora

<t<b

me—vaS(mwwwﬂQm—u\ Vit € [a,b]. (2.1

Dimostmzione Se t; € [a b] e definiamo p : [a,b] — R ponendo p(t) := ||v(t) — ~v(t1)]-
Dato che p(t) = v/||[v(t) —~(t1)]|? (usando la derivata della norma al quadrato) si ha:

)= 20020 70 _ 60 =5t
PO = I = @ ) YO T
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Usando Schwartz se ne ricava che [p'(t)| < ||¥/(¢)||. Prendiamo ty € [a,b] con ty # t; e
applichiamo Lagrange alla funzione p:

= [P'(§)] < max [p'(£)] < max |v(t)]|.

a<z<b a<z<b

‘p(tZ) —p(t1)
to — 11

(¢ e il punto intermedio tra ¢; e ty ottenuto dal teorema di Lagrange e si e usata la
disuguaglianza sopra). Ne segue la tesi poiché |p(t2) —p(t1)| = p(te) = ||v(t2) —y(t1)]|. O

2.1.7 Osservazione. Il Teorema di Lagrange NON si puo estendere alle curve: non e vero
infatti che, se 7 : [a,b] — RM & derivabile in [a, ] si trova £ tra a e b per cui

v(b) —~(a)

e (32

Un controesempio ¢ dato dall’elica ~ : [0,27] — R? definita da

~(t) := (cos(t),sin(t),t) = ~'(t) = (—sin(t), cos(t), 1).

Si vede infatti che
~(27) — ~v(0)
27 — 0

mentre in nessun punto ¢ la 4/(¢) ha mai nulle entrambe le prime due componenti.

=(0,0,1),

2.1.8 Definizione. Date due curve v : I — RM e ~, : I, — RM diciamo che ~, & una
riparametrizzata di vy, o che v, si ottiene da v mediante un cambio di parametro, se esiste
una funzione ¢ : I} — I tale che ¢ & continua, bigettiva e v,(s) = ~(¢(s)) per ogni
s € I . Se questo avviene diciamo che ¢ (ot = ¢(s) ) € la riparametrizzazione o il cambio
di parametro che fa passare da v a ;. E chiaro che in questa situazione = e «y; hanno lo
stesso sostegno.

2.1.9 Osservazione. Le due curve dell’Osservazione (2.1.3) sono una riparametrizzata
dell’altra. Infatti se ¢(s) = sgn(t)+/|s| per s € [—1, 1], allora v, (s) = v(¢(s)).

2.1.10 Definizione. Sia A un sottoinsieme di RM (senza particolari proprieta). Diremo
che un vettore v € RM ¢ tangente ad A in un punto xg € A se esiste € > 0 ed esiste una
curva v :] — g,e[— A di classe C! tale che v(0) = x¢, v/ (x¢) = v.

2.1.11 Osservazione. Notiamo che il vettore nullo e sempre tangente a qualunque insieme
A in un qualunque suo punto xg, dato che si puo sempre considerare la curva costante
~(t) = xg, che ha ovviamente derivata nulla. Inoltre se v ¢ tangente ad A in x, allora
anche A\v e tangente ad A in xg, per ogni A € R. Se A\ = 0 questo e chiaro per quanto
appena detto, altrimenti supponiamo A\ # 0 e prendiamo ~ :] — &,[— A curva C' con
~(0) = x¢ € 4/ (x0) = v. Poniamo 1 := ¢/|\| e ¢ :]—¢1,e1[—] —¢, e[ definita da p(s) := As.
¢ ¢ un cambio di parametro (che mantiene il verso se A > 0, mentre lo scambia se A < 0) e
¥, =0 ha le proprieta v, 1] — 21,21 4, 7,(0) = X0, 71() = ¢'(5)7'(As) = 7(0) =
Av. Dunque Av e tangente ad A in xq.

Non ¢ invece vero in generale che vy, vy tangenti ad A in xy implica v; + v, tangente
ad A in x¢. Per esempio se A := {(z,y):2* — y? = 0}, cio¢ se A & 'unione delle due rette
{r =y} e {x = —y} allora i vettori (1,1) e (1,—1) sono tangenti ad A nell’origine, ma il
vettore (0,2) = (1,1)+(—1,1) non lo . Per quest’ultima proprieta ci vuole una maggiore
“regolarita” di A.
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2.2 Integrali curvilinei di prima specie

2.2.1 Definizione. (integrale curvilineo di primo tipo) Sia v : [a,b] — A C RM una
curva di classe C! e sia f : A — R una funzione continua. Chiamiamo integrale di f lungo

4 il numero
/fds —/ Fv ) )l dt.

Si pud anche scrivere [ f(x)ds per esprimere la definizione di f (anche se non & una
¥
. . . N 1. . 1 . . N Cl ..
notazione rigorosa). Si puo generalizzare questa nozione al caso in cui v & C' a tratti:

/fds—Z/ FAEI @) de.

dove a =ty < t; < --- <t = b sono tali che v € C*([t;_1,t;]) peri=1,..., K.

2.2.2 Definizione. Sia~ : [a,b] =+ A C RM una curva di classe C'. Chiamiamo lunghezza
di v 'integrale su ~ della funzione f(z) =

)= [0 | o)t

2.2.3 Proposizione. Se v : [a,b] = A C RM ~, : [a1,b1] — [a,b] sono curve C' e se
¢ : [ar,b1] = [a,b] € un cambio di parametro di classe C' tale che v, =~ o ¢, allora per
qualunque funzione continua f: A — R si ha:

[yfds:[hfds.

Lo stesso risultato vale se v ¢ C! a tratti.

Dimostrazione. Usando il cambio di variabile ¢ = ¢(s) nell’integrale si ha:

b1 b1
/ fds= [ f)lvils)llds= [ flye(s))e ()Y (e(s)ll ds =

| /f Dl ()] dt = /fds

La generalizzazione al caso C! a tratti ¢ immediata. O]

2.2.4 Proposizione. Se v : [a,b] = A CRM ¢ curva di classe C' (a tratti), se f,g: A —
R sono due funzioni continue e se \, u € R, allora:

/y()\f+ug)ds:)\/7fds+u/7gds

2.2.5 Definizione (curva opposta). Sia v : [a,b] — RM una curva. Definiamo la curva
opposta di y come 7 : [a,b] — RM definita da
() =~ (a+b—1) Vt € [a, b].

E chiaro che 4 ¢ una particolare riparametrizzata di ~ e e che gli estremi delle due curve
si scambiano tra loro. La curva 5 “percorre il sostegno in verso opposto” a quello di ~.
Per quanto visto sopra, se f e continua definita sul sostegno di -~ , si ha:

Lfds:Lfds
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2.2.6 Definizione. (incollamento di curve) Siano ~, : [a,b] — R™ e ~, : [ay,b;] — RM
due curve. Diciamo che v, e 7, sono consecutive se b = a; e v,(b) = v5(a1). Se vy, e v,
sono consecutive defininiamo la curva v = =, V 7, ponendo:

v.(t) set € a,b],

vilab] = RY () = {72(15) se t € [ay, by].

2.2.7 Proposizione. Se v, e v, sono due curve di classe C' (o C' a tratti) consecutive,
allora per ogni funzione continua f (definita sul sostegno di v, V ~,) si ha:

[hv‘ygfds:[hfds+[72fds.

2.2.8 Osservazione. Se guardiamo le definizione vediamo che una curva v ¢ C! a tratti se
e solo se esistono vy, ...y curve di classe C! consecutive e tali che v = v, V -+ V v.

2.2.9 Osservazione. Nella definizione di incollamento non ¢ cosi importante che b = a;
dato che possiamo sempre usare una translazione come cambio di parametro in modo che
questa proprieta sia vera. E allora sempre possibile incollare una curva = : [a,b] — R
con la sua opposta: v V 7 ottenendo una curva chiusa.

In generale l'intervallo [ su cui ¢ definita una curva « ¢ abbastanza arbitrario (almeno
ai fini dell’integrale su 7). Si potrebbe decidere che ogni curva definita su un intervallo
chiuso e limitato sia in realta definita su [0,1]. Un’altra alternativa sarebbe di scegliere
la parametrizzazione in modo che ||v/(¢)|| = 1.

2.2.10 Proposizione. Sia v : [a,b] = A C RM wuna curva regolare di classe C* e sia
L = U(v). Allora esiste una riparametrizzazione ¢ : [0, L] — [a,b] di classe C* tale
che v, == ~ o ¢ ha la proprieta ||v¥,(s)|| = 1 per ogni s € [0,L]. In questo modo il
parametro s € [0, L] rappresenta la lunghezza del tratto di ~y, tra 0 ed s: si dice che 7y, ¢é
parametrizzata in lunghezza d’arco.

Dimostrazione. Definiamo L : [a,b] — [0, L] ponendo:

I(t) = / ()]l dr.

E chiaro che I(a) = 0, I[(b) = L, [ & derivabile e I'(t) = ||[¥/(t)|| > 0 (la curva & regolare!).
Dunque [ ¢ bigettiva e la sua inversa ¢ := [~! & una funzione bigettiva da [0, L] in [a, b],
derivabile e si ha (derivata della funzione inversa):
1 1
/
¢'(s) = =
U(e(s)) v (es)l

Se definiamo -y, := = o ¢ abbiamo =, : [0, L] — R™ e per ogni s € [0, L]:

Vs € [0, L]

74(5) = () =7 () 6) = TP = (9] = 1

2.2.11 Esempio. Siano dati xo,x; € RM. La curva v : [0, 1] — RM definita da:
Y(t) :==tx; + (1 —t)xo =x0 + t(x1 —x0)  t€][0,1],

descrive il segmento tra xp e x;. La sua lunghezza vale ||x; — x|, infatti

1 1
fy) = / Iy dt = / 1 — xoll d = [1x1 — o]
0 0
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2.2.12 Proposizione. Sia 4 : [a,b] — RM~1 ¢ definiamo v : [a,b] — RM ponendo

7(t) = (t,’?(t)) = (tvﬁ/l(t)v st ”?M—l(t)) :

La curva ~y si dice grafico di 4. Si ha allora x(t) := (1,4'(t)) = (1L, %(t), ..., %1 (1)),

da. cui || (1) = v/1+ [F @] Dunque
b
/ fds— / AW @ d.

In particolare
b
() = [ VIFTFOF i

1l caso piu semplice e quello in cui M = 2, dunque 5 € una funzione scalare che possiamo
indicare con g : [a,b] — R (invece che con %). Allora v(t) = (t,9(t)) e

[ris= [ ftoITIF@R® )= [ VIFTTOP i

2.2.13 Esempio (lunghezza di un arco di parabola). Prendiamo la curva v : [0, L] — R
definita da ~(t) := (¢,t?), che ¢ il grafico della funzione g tale che g(x) = z*. Allora:

L IV1+ L2 inh(2L
((y) = / VI+ A2 dt = ; +MCSH12( )
0

2.2.14 Esempio. Anche l'elica che abbiamo gia incontrato ~(t) = (cos(t),sin(¢),t) € un
grafico (rispetto alla coordinata z), dove 4(t) = (cos(t),sin(¢)). Piu in generale si puo
prendere 4 : [0, L] — R? con A(t) := (cos(wt),sin(wt)) con w > 0 e v(t) = (A(t),t), di

L
modo che ¥/(t) = w(—sin(t), cos(t) dacui [|[¥' (1) =wel(y) = [V1+w?dt = LV1 + w?.
0

2.2.15 Proposizione. Se v : [a,b] =+ A CRM ¢ una curva, A ¢ chiuso e limitato e C' e
f:A— R é continua, allora:
/fds
~

2.2.16 Definizione. Si puo estendere 'integrale curvilineo a funzioni vettoriali. Se = :
[a,b] = A C RM & una curva di classe C' e se f : A — RY ¢ una funzione (a valori
vettoriali) continua, allora:

[yfds:L(fl,...,fN)ds:: (lflds,...,Ldes).

In sostanza si integra “componente per componente”.

< max[f(x)[¢(7)-

2.2.17 Proposizione. Se v : [a,b] = A C RM ¢ una curva di classe C* e se f: A — RV

e continua, allora:
y

< / 11l ds (2.2)
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2.2.18 Esempio. Sia ~ : [a,b] — R? una curva C' che descrive un filo nello spazio e sia
o = o(z,y, z una funzione reale positiva definita sul sostegno di 7y che descrive la densita
di ogni punto del filo. Allora:

M(~v) = / ods
¥
e la massa del filo. Inoltre il punto

o f.ya(xayaz)(%%z) ds fvo(x)xds
P=(2,9,%) := f_y o(z,y,z)ds - ‘YJ<X) ds

—

(a numeratore c’¢ 'integrale su « della funzione vettoriale f(x) := o(x)x, dove x =
(x,y, z)) rappresenta il centro di massa del filo. Nel caso o = 1 il punto

1 1
B(v) ::ml(:c,y,z)ds:mlxds

e detto centro geometrico (spesso baricentro ) del filo.

2.3 Lunghezza geometrica di una curva

2.3.1 Definizione. Ricordiamo che, dato un intervallo [a, b] in R si chiama suddivisione di
[a, b] un insieme finito di punti o = (¢;);—0,.x con a =ty < t; < --- <ty = b. Indichiamo
con X(a,b) I'inseme di tutte le suddivisioni di [a, b].

2.3.2 Definizione. Sia v : I — RM una curva. Data una suddivisione (;);—o
poniamo

k
U(vy,0) = Z I7v(t;) = (=)l = [v(t) — v(to) || + - + 7 () — ¥ (te-r)]|

e chiamiamo lunghezza geometrica di 4 il numero (eventualmente +oo):

la(vy) = esg(pb)ﬁ(% o). (2.3)

Se {g(y) < +oo diciamo che v & rettificabile.

2.8.3 Osservazione. Dalla definizione si vede che, se v : [a,b] — R allora:

[v(b) = v(a)|| < La(v).

Inoltre se xg,x; € RM e y(t) = tx; + (1 — t)xo = X + t(xo — X1) (segmento tra xq e
x1), allora lg(7y) = ||[x1 — %o||. Infatti se o & una qualunque suddivisione di [0, 1], allora
l(y,0) = ||x1 — X%¢|| (dato che, essendo i punti v(¢;) tutti allineati, vale I'eguaglianza nella
disuguaglianza triangolare) — passando al sup si ha la tesi.

Dunque, tra le curve che congiungono due punti, il segmento ha lunghezza minima.

2.3.4 Proposizione. Se v, : [a1,b1] — RM ¢ una riparametrizzata di v : [a,b] — RM,
allora lg(v,) = la(7).



48 CAPITOLO 2. CURVE E INTEGRALI CURVILINEI

Dimostrazione. Sia ¢ : [a1,b] — [a,b], continua, bigettiva e tale che v, = v,,. Allora per
ogni o1 = {79, ..., 7%} suddivisione di [ay, 1] i punti ¢; := ¢(7;) formano una suddivisione
o = ¢(o1) di [a,b] (notiamo che ¢, essendo continua e bigettiva, deve essere strettamente
crescente per cui i punti ¢; sono ancora ordinati, eventualmente in verso opposto, e in
particolare tg = a e t;, = b oppure tg = b e ty = a). Allora:

Vo € X(a1,b1) l(yy,01) =Ly, 0(01)) <la(y) = Llalv) < Lla().

D’altra parte si possono scambiare i ruoli di & e «; (anche ¢! & continua e bigettiva)
ottenendo la disuguaglianza opposta. O

2.3.5 Proposizione. Se v, e v, sono consecutive, allora lg(y,V vs) = La(vy) + La(7s)
(con lovvia convenzione sugli infiniti).

Dimostrazione. Siano 7y : [a;,b;] — R™ e 7, : [ag,by] — RM e supponiamo b; = as,

Y1(b1) = ¥2(az).
Se oy ¢ una suddivisione di [a, b1] e o9 € una suddivisione di [as, bs], allora o := o1 U0y
(ottenuta mettendo insieme tutti i punti) & una suddivisione di [aq, by] e vale

la(Y1 VYe) 2 (v Ve, 0) =Ly, 01) + (73, 02).

Prendendo gli estremi superiori in oy e 0y si ottiene:

la(v1V v2) = la(v1) + la(s)-

Viceversa data o sudddivisione di [aj,bs] prendiamo ¢’ := o U {b;} (aggiungiamo a o
il punto b; = ag). Definiamo inoltre oy prendendo tutti i punti di ¢’ minori o eguali a
by = as e 09 prendendo tutti i punti di o’ maggiori o eguali a b; = as; in questo modo oy
¢ una suddivisione di [a1, b1] e 09 & una suddivisione di [as, bs]. Si ha allora:

6(’71 V’YQaU) < €<’71 \/’7270/) = g('Ylao'l) + 5(72,02) < £G<’71) +€G(’7’2>-

Prendendo 'estremo superiore in o:

la(y, V '72) < gG('Yl) + EG(’V2)-
da cui la tesi. O

2.8.6 Osservazione. Sia vy : I — RM una curva. Per ogni T € [a, b] consideriamo la curva
~r : la,T] — RM definita come la restrizione di v all’intervallo [a,T] e chiamiamo A
la restrizione a [T, b]. Dalla Proposizione precedente segue che (g(v,) < le(7y) per ogni
T € [a,b]. Infatti v = v, VA e dunque lo(y) = la(vr) + La(F) > lo(vy). Quindi
Iapplicazione T' — {lg(~y) =: I(T) & crescente e per cui ammette limite destro [(T) e
limite sinistro [(7~) in ogni 7' di [a,b]. Questi due limiti possono essere diversi: se per
esempio 7 : [0, 1] — R? & definita da:

1
(t,0) SeO§t§§,
v(t) = 1
(¢, 1) Se§<t§1,
allora si puo dimostrare che
1
T se 0<T < 5
UT) == Lllvyr) = 1
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Infatti se T < 1/2 la 7y, € un segmento tra (0,0) e (7',0) che ha dunque lunghezza T
Supponiamo allora T €]1/2,1] e consideriamo 4 : [1/2,T] — R? definita da 4,(1/2) =
(T,0) e 4p(t) = (¢,1) se t €]1/2,T]. Voglio calcolare g(vr): per questo considero una
suddivisione ¢ = {tg, t1,...,tx} di [1/2,T] e calcolo:

((Ar,6) = |4 (t1) — A(to H+ZH'7 —A(tic) | = V1+ (= 1/22+ (T — 1)

(perché i punti v(t1), ¥(t2), . .. v(t) sono tutti allineati). B facile vedere che 'espressione
scritta a destra e decrescente in ¢; per cui il suo estremo superiore coincide con il limite
destro per t; — (1/2)" chefa 1+T7—1/2 = 1/2+T. Usando l'additivita dell’incollamento:
la(vr) = Lla(V1p2) +la(yr) =1/2+1/2+T =1+T, per ogni T > 1/2.

Allora 1/2 =1((1/2)7) < 1((1/2)") = 3/2.
Questo esempio mostra anche che curve discontinue possono avere lunghezza finita.

2.3.7 Esempio. Vediamo che esistono curve continue con lunghezza infinita.
Definiamo = : [0, 77!] — R? ponendo:

~(t) = (t,tcos(1/t)) 0<t<a"',  ~(0):=(0,0).

E chiaro che 5 & continua in [0,7] (se ¢ — 0 si ha che t — 0 e cos(1/t) & limitatata).
Consideriamo la successione (t,) = (=) per n > 1; allora y(t,) = (tn,tn(—1)"). Se
0n=1{0,tn,ty_1,...,t1}, allora o, ¢ una suddivisione di [0,771] e

(tig1 — (tig1 +1;)% >

1 1
t; ti| = : — | >
;| At Z(<z+1>w+m)

i=1 =1

Uy, 00) = |7 ()] + Z .,

Dato che £ () € il sup di 4(+, o) si ha:

n—1 00

1 1 1 1
éG(’)’)Zﬁ(’Y,Un)E;ZE VneN=lo(y) > =Y ~ = +oo.

™ n
=1 n=1

>

*‘WU[\VA\/{\?/ A o

I1 seguente teorema dice che la definizione geometrica di lunghezza di una curva =y coin-
cide con l'integrale curvilineo su « della funzione 1, cioe con la definizione di lunghezza
introdotta nel paragrafo precedente (quando quest’ultima ha senso). Questo ci autoriz-
zera a togliere l'indice G dal simbolo {g(7) dato che non c¢’¢ ambiguita nello scrivere
semplicemente £(-y).
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2.3.8 Teorema. Sia v : [a,b] — RM una curva regolare. Allora ~ ¢ rettificabile e

&ww=€W%=/!wvmdt

Dimostrazione. La dimostrazione non e semplice e viene omessa. O

2.3.9 Lemma. Sia v : [a,b] = R una curva continua di lunghezza finita. Se T € |a, b]
indichiamo con ~yr la restrizione di v all’intervallo [a,T]. Allora esiste T con a <T <b

per cui b (vyr) > La(y)/2.

Dimostrazione. Prima di fare la dimostrazione notiamo che il risultato e falso se v non e
continua. Per vederlo consideriamo 7 : [0, 1] — R? ¢ definita da

{mﬂ) se0<t<1
2

1) = (0,2) set=1

(siamo imitando I'esempio di (2.3.6)). Allora si ha ¢;(y) = 3 mentre {g(vyr) < 1 per ogni
T €]0,1].

Dimostriamo il lemma. Per definizione di lunghezza si trova una suddivisione o di
la,b] per cui lg(y,0) > 3lg(y)/4. Se o ¢ fatta dai punti a = tp < t; < -+ <t = b
possiamo trovare un punto 7' con tx_y < T < t; = b tale che |[|[v(T) — v(b)|| < la(v)/4
(usando la continuita di 7). Indichiamo con & la suddivisione ottenuta aggiungendo 7" a
o e con o* la suddivisione di [a, T| ottenuta da & togliendo ¢, = b. Allora:

telr) = Lolvr. o) = to(7.8) — [7(T) = 4] >
or.0) ~ IN(T) (B = () — 1la() = 3Le().
0

2.3.10 Proposizione. Se v : [a,b] — RM ¢ continua e rettificabile, allora

lim ¢ =/
Tgllf)l_ a(r) a(7)

(stiamo sempre indicando con yr la restrizione di vy su [a,T)]).

Dimostrazione. Dato che {g(yr) & crescente, esiste il limite

Li= lim folrr) = supba(rr) < lalr).
T—b T<b

Se fosse L < £g(7) posto & == {g(y) — L > 0 avremmo:
la(Vry) = le(v) = la(yr) =6 VT € [a,b].

Ma allora, usando il Lemma (2.3.9), potremmo costruire una successione (a,) con la
seguente regola:

ap = a, Unt1 €lay, b tale che Lo (V]ian,ani1)) = 6/2

(@n41 si puo costruire dato che 4G (7V|a,5) = ). Ma allora, per ogni k intero:

k

£G<7) > gG(’yl[lZO,ak]) = ZKG(PV

i=1

[ai_l,ai]>

k
> =
_25

da cui £g(y) = 400, contro 'ipotesi che v fosse rettificabile. O
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2.3.11 Corollario. Se 7 : [a,b] — RM ¢ continua su [a,b] ed ¢ C*(|a,b]), allora:

o) = [ 1ol a

dove l’integrale ¢ da intendersi in senso improprio e va considerato +00 se non converge.

Dimostrazione. Sia M €|a,b[. Allora:
lc(V|a,nm) = lim le(Vann) » La(Ylpey) = m La(V]arg)-
a—a B—b

Infatti se uno dei due limiti e infinito allora, per monotonia, la corrispondente porzione
di curva ha lunghezza infinita, altrimenti su usa la Proposizione (2.3.10). Per il Teorema
(2.3.8) si ha:

M

B
ailoan) = [ IO, teGlua) = [ V1O

[0}

e quindi

M B
o) = Jim [ VIO et = lim [0
a—a o B—b M

che ci da la tesi. O

2.4 Integrali curvilinei di seconda specie

2.4.1 Definizione (Campi). Chiameremo campo vettoriale una applicazione f :Q — RV,
dove Q & un aperto di RV.

2.4.2 Definizione (integrale curvilineo di seconda specie). Sia f : 0 — RN un campo
continuo e sia v : [a,b] —  una curva di classe C!. Definiamo l'integrale di f lungo ~y
come:

/7f' ds':= /ab Flv() - ~'(t) dt.

Possiamo estendere questa nozione nel caso di v C* a tratti: se v =, V -+ V4, con v
di classe C! consecutive, allora:

Af-d@:é[yjf-dg

2.4.8 Osservazione. Se v & una curva costante (y(f) = xo per ogni t), allora [ f53=0
ad

(per qualunque f)

2.4.4 Definizione. Se v : [a,b] — Q C RY, ~, : [a1,b01] — [a,b] sono curve C' e se
¢ : [a1,b1] — [a,b] & un cambio di parametro di classe C! tale che v, = v o ¢ diremo che
~ e v, hanno lo stesso verso se ¢’ > 0, mentre diremo che ~ e v, hanno verso opposto
se ¢/ < 0. Notiamo che ¢’ non puo cambiare segno essendo ¢ bigettiva. Notiamo anche
che ¢’ > 0 se e solo se p(a;) =a e p(by) =b (¢ <0 seesolosep(a) =bepl)=a).
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2.4.5 Proposizione. Se v : [a,b] — Q C RY, ~, : [ay,b)] — A sono curve C' e se
¢ : [ay, bi] = [a,b] & un cambio di parametro di classe C' tale che v, = vy o ¢ e, ha lo
stesso verso di 7y, allora per ogni campo continuo f : Q — RY si ha:

[/f-d§_/7 f-ds.

1

Nel caso di verso opposto i due integrali sono opposti. Lo stesso risultato vale se v ¢ C?

a tratti. In particolare:
/f-d§=—/f-d§.
v ~y

Dimostrazione. Usando il cambio di variabile ¢ = ¢(s) nell'integrale si ha:

b b1
u/fﬁz/ w&»%@wzf (7)) - ()17 (i (s)) ds =

e(b1) .
| fawy v =+ [ Fas
p(a1) o

a seconda che ¢’ > 0 0 ¢/ < 0. La generalizzazione al caso C! a tratti ¢ immediata. [

2.4.6 Proposizione. Se v : [a,b] — Q C RN ¢ curva di classe C* (a tratti), se f,§: Q —
RN sono due campi continui e se X\, u € R, allora:

/()\eru!?)'d§:A/f-d§+u/g’-d§.
ad Y Y

2.4.7 Proposizione. Se v, e v, sono due curve di classe C* (o C' a tratti) consecutive
in un aperto €, allora per ogni campo continuo f : 2 — RN si ha:

/w%f ‘hf ds+/fds

2.4.8 Proposizione. Sia f: Q — RY un campo continuo e sia v : [a,b] — Q una curva

di classe Ct. Allora
§/||ﬂ|dS-
v

Fov(®) -~/ (1)) de <

[ 1o @l = [ 17

]

f.ds
y

vou< [

Dimostrazione. Si ha:

Lf-ds

2.5 Un altro approccio: curve come sottoinsiemi

In questo paragrafo consideriamo una nozione alternativa in cui chiameremo curva un
sottoinsieme di RY (invece di una funzione). Per motivi di brevitd useremo sempre il
termine “curva’”, anche se a rigore dovremmo usare un termine diverso, per distinguere le
nuove definizioni da quelle dei paragrafi precedenti.

Cominciamo con un risultato che ci da una condizione per cui due curve differiscono
per un cambio di parametro.
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2.5.1 Lemma. Siano 7 : [a,b] — RN ey : [a1,b1] = RY continue e tali che:
e 7 ¢ iniettiva su [a,b], v & di classe C*(Ja,b]), 7/(t) # O per ogni t €a, b,
e vy ¢ iniettiva su [a1,b], 71 di classe C*(Jay,b1]), v1(s) # O per ogni s €]ay, by],
e v(la,b]) = v ([a1, b1]); in altri termini v e y; hanno lo stesso sostegno.

Allora esiste ¢ : [a1,b;] — [a,b] continua e bigettiva tale che v1 = v o ¢. Inoltre ¢ ¢
bigettiva tra Jay,bi| e ]a,b] ed ¢ di classe C'(Ja,b]) e ¢'(s) # 0 per ogni s €lay, by|.

Dimostrazione. (%) Indichiamo con C' il sostegno comune delle due curve. Definiamo
¢ := v Loy, (usando il fatto che 7y e ; sono bigettive dai rispettivi intervalli di definizione
a C'). La funzione & continua dato che, per il Teorema (1.5.14) v~! & continua. Dato che
© ¢ bigettiva e continua tra due intervalli, ¢ deve essere strettamente monotona, dunque
¢ manda Jay, by[ in Ja, b. Inoltre I'inversa ¢~ = 7, ' -~ & continua. Prendiamo sy €lay, b;|
e siano ty := p(sg), Py := 71 (s0). Per quanto appena detto ty €]a, b[ e per la definizione
7' (to)
1/ (o)
definita da 7(P) := Py + (P — Fp) - v 0. Chiaramente 7(P) ¢ la proiezione ortogonale di
P sulla retta {P) +tv:t € R}. Dico che:

e definiamo la mappa 7 : RV — RV

di ¢ si ha Py = y(to). Indichiamo con v :=

P—7n(P
L IP—a(p)]

=0 2.4
P—Py,PeC ||P — B (2.4)

Dato che v & continua, la (2.4) equivale a:

@ =)
e @ - Rl

(usando il cambio di variabile P = 7(t)). Questo & vero perché:

H Y(t) = y(to) — (7(t) = (ko)) - 00

(@) =7y @)I _ t—to 17 (to) = 7'(to) - 0.0
17 (t) = Bl 17/ (o)
t — to
e 'ultima quantita e zero dato che:
/ N / Vl(t()) Vl(t()) /
7' (to) - 00 =" (to) - =7'(to).
17 ()l [1 (to)

Dunque (2.4) & vera. Ne segue:

iy 1) =7l

s=so ||m(s) — Bl
da cui segue:

‘ 71(s) = 71(s0) — (1(s) = 7(s0)) - 00 _ [171(s) = 7 ()l ’ 7(s) = 71(s0) 0
5§ = 80 [71(s) — Foll 5§ = 80

Ma allora:

0 — lim 7108) = 71(50) = (11(8) = 71(50)) - 00 _ i (s0) = 7. (s0) - 0.

$—80 s — Sg
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Se guardiamo come ¢ definta v, vediamo che:

, , s0) - Y (t
~1(80) = Ao (o) dove A\g := M.
17 (to)

Notiamo che Ay # 0, dato che v{(sg) # 0. Allora da:

_(e(s) = v(elso) At —(to)
slggo o(s) —o(s0) tlg% Ct—ty V(o)
e da
i P8) = #(s0) 7(e(s) = v(plso) _ . (els) = 7(e(s0)

=7/(s0) = N (¢
550 S — So QO(S) — QO(SO) 5350 s — S Y (50> 7Y ( 0)

si ricava, usando la 3. della Proposizione (1.3.6), che:
H(so) = Tim 2 =20 5y
5$—50 S — Sp

Dunque ¢ ¢ derivabile. Dalla relazione v;(s) = ¢'(s)7 (¢(s)), usando la continuita di v/,
v, e ¢ e usando ancora la 3. di (1.3.6) si ricava che ¢’ & continua in |a, b|. O

2.5.2 Definizione. Sia C C RY. Diciamo che C ¢ una curva semplice se esistono un
intervallo [a,b] e una v : [a,b] — RY tale che:

1. y(la, b)) = C.

2. v @ iniettiva (dunque & bigettiva da [a,b] in C).
3. 7 & continua su [a,b] ed & C! su ]a, b|.

4. 4/(t) # 0 per ogni t in |a, b].

Diremo in questo caso che v ¢ una parametrizzazione per C. In particolare v ¢ una curva
nel senso dei paragrafi precedenti e C' ¢ il sostegno di 7.

A causa del Lemma (2.5.1) se v e 7y sono due parametrizzazioni per C, allora si
ottengono 'una dall’altra mediante un cambio di parametro ¢. Questo fa si che le seguenti
nozioni abbiano senso.

Chiamiamo estremi di C' i due punti y(a) e vy(b). Questa nozione non dipende da 7y
perche se 7y : [a1,b;] — C & un’altra parametrizzazione, allora y; = v o ¢, con ¢ come in
(2.5.1). In particolare ¢ e iniettiva da {ai,b;} in {a,b} e dunque vale una delle due:

Y1(a1) = v(a), 71(b1) = v(b) oppure Y1(ar) = v(b), 71(b1) = 7(a).

In ogni caso 7, individua gli stessi estremi di .

Indicheremo con ¥(C) l'insieme dei due punti estremi. In qualche senso X(C) ¢ il
“bordo di C' visto come insieme unidimensionale”, da non confondere con OC' che, con le
ipotesi fatte, ¢ destinato a coincidere con C'.

Se P € C'\ X(C), definiamo la retta tangente a C' in P come:

To(P) :={\(t): X\ € R} dove t €]a, b] & tale che P = ~(t)

Anche la retta tangente non dipende dalla parametrizzazione: se y; e ¢ sono come sopra
ese s:= @ 1(t) allora P = v(s) e

{pmi(s):p € Ry = {ug'(s)y'(t): p € R} = {\/(t): A € R}.
Te(P) ¢ una retta per l'origine, a volte si chiama retta tangente a C' in P l'insieme

R=Ro(P):= P+ To(P) = {P+ M (t): A €R}
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2.5.3 Definizione. Sia C' una curva semplice in RY e sia f : ¢ — R una funzione
continua. Definiamo [’integrale di prima specie di f su C' come:

Lﬁh:/f@@ﬂﬂmwt

dove 7 : [a,b] — C ¢ una parametrizzazione. Notiamo che 'integrale a destra ¢ (in
generale) un integrale improprio dato che nell’integrando il termine ||7/(¢)]| & continuo
solo su ]a,b[. Dunque se f > 0 l'integrale si puo considerare, con valore eventualmente
400, se invece f non ha segno costante l'integrale potrebbe non esistere. Naturalmente
se v ¢ C*([a, b]) lintegrale esiste finito.

Notiamo infine che la definizione & ben posta in quanto non dipende dalla parametriz-
zazione, a causa della Proposizione (2.2.3).

In particolare chiamiamo lunghezza si C' 'integrale su C' della funzione uno:

am:Aﬁzfmmww

Come detto sopra la lunghezza di C' pud anche essere infinita (nel caso che l'integrale di
destra diverga).

2.5.4 Definizione. Chiameremo curva semplice orientata (o curva semplice con un verso)
una coppia (C, ) dove C' & una curva semplice e ¢ : C'\ 3(C) — RN & un campo di vettori
continuo tale che:

[o(P)|=1 , o(P)eTu(P) VYPeC\3(C).

E abbastanza chiaro che ogni curva semplice ammette solo due possibili versi ottenuti
come segue: si prende una parametrizzazione v : [a,b] — C e per ogni P € C'\ £(C) si
definisce 0(P) in uno dei due modi seguenti:

oy A0 B0
B) = o B20]

dove t €la,b| ¢ tale che P = 7(t). Nel caso in cui valga la prima delle due eguaglianze
diremo che v € una parametrizzazione concorde con 0.

La presenza di v, che si puo pensare come il “verso” di C, permette di ordinare gli
estremi di C'. Diremo infatti che A € 3(C) ¢ il I’estremo sinistro di C' (o il primo estremo)
e B € 3(C) e lestremo destro di C' (o il secondo estremo) se esiste una parametrizzazione
v : [a,b] = C tale che:

oppure 0(P) :=

Wa)=A, B =B,  b(y(t) = vt la, b

2.5.5 Definizione. Sia (C,?) una curva semplice orientata e sia f: C — R una campo
vettoriale continuo. Definiamo [integrale di seconda specie di f su C come:

/(c,@)f'dg:/Cf'ﬁdS:/abf(v(t))-v’(t)dt

dove v : [a,b] — C' & una parametrizzazione concorde con 0. Anche questo integrale & ben
definito a causa della Proposizione (2.4.5).

Anche questo integrale ¢ (in generale) un integrale improprio, a meno che non s possa
trovare una parametrizzazione v : [a,b] — C di classe C'([a, b]).
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2.5.6 Definizione. Sia C' C RY. Diciamo che C ¢ una curva regolare a tratti se esistono
Ch,...C% curve semplici tali che

. C=CiUCU---UC,eCiNCiy1 #0i=1,...,k—1 (C si ottiene “incollando” k
curve semplici);

2.se1# j€{l,...,k} si ha C;NC; C E(C;) NE(C;) (“lincollamento avviene agli
estremi”);

3. se i, j, h sono diversi tra loro, allora C; N C; N Cj, = () (non ci sono “punti tripli”).

Se valgono le proprieta sopra diremo che C1, ..., € una decomposizione di C.

Si vede ottenere abbastanza facilmente che, se Cf,...,C; ¢ una decomposizione di
O, esistono k + 1 punti Py, Py,..., P, in RY tali che P,,..., P, sono tra loro distinti e
¥(C;) = {P;—1, P;}. Inoltre ci sono due possibilita:

(CL) PO%PZ 22177k ) <b) POZPIC

Se vale la (a) diciamo che C' ha come estremi Py e Py e scriviamo X(C) = {Fy, Py }; se
vale la (b) diciamo che C' ¢ una curva chiusa e che L(C) = () (C non ha estremi). Si
puo dimostrare che la definizione di 3(C) non dipende dalla decomposizione utilizzata
per descrivere C' e quindi ¥(C') & ben definito.

Sia C' una curva regolare a tratti e sia P € C. Diciamo che P é un punto regolare
di C' se esiste una decomposizione Ci,...,Cy per C tale che P € C; \ X(C}), per un i
tra 1 e k. Se P non ¢ regolare diciamo che P ¢ un punto singolare di C. Indichiamo con
¥*(C) l'insieme dei punti singolari di C'. Notiamo che ¥(C') C ¥*(C). Se 3(C) = ¥*(C)
dico che C' ¢ una curva regolare. Possiamo pensare ai punti di ¥*(C) diversi dagli estremi
come “agli spigoli” di C'.

Se C' & una curva regolare a trattie P ¢ 3*(C') € ben definita la retta tangente a C'in P,
che indichiamo al solito con T¢(P). Si puo infatti prendere una decomposizione C, . .., Cy
di C tale che P € C; \ X(C;), per un indice ¢ tra 1 e k e definire T¢(C) = T, (P). Si
puo dimostrare che questa definizione ¢ ben posta in quanto cambiando decomposizione
il risultato non cambia.

Chiameremo curva regolare a tratti orientata una coppia (C,0) dove C' & una cur-

va regolare a tratti e © & un campo di vettori definito in C' \ {P, Py,..., Py}, dove
Py, Py, ..., P, € C, tali che esistono (Cy,0),...(Ck, x) curve orientate con:
CiU---Cy & una decomposizione di C' e, se i =1,...,k, si ha:

P,_y & estremo sinistro di C;, P; ¢ estremo destro di C;, 0; = 7|,

(notiamo che per parlare di estremo destro o sinistro abbiamo bisogno del verso ©). Diremo
in questo caso che (Cy,01)...,(Cy, ¥x) & una decomposizione per (C,0).

2.5.7 Definizione. Se (' &€ una curva regolare a tratti e se f : C' — R e una funzione
continua, allora si definisce l'integrale di prima specie di f su C' come:

/Cfds::g/@fds

dove (1, ..., € una decomposizione per C.
Se (C,©) & una curva regolare a tratti orientata e se f : C' — RY & un campo di vettori
continuo, allora si definisce 'integrale di seconda specie di f su (C,0) come:
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dove (C1,01) ..., (Ck, ) € una decomposizione per (C,v).

E sottinteso che, data la natura impropria degli integrali sopra, perché I'integrale di
sinistra esista bisogna che esistano tutti gli integrali nella sommatoria a destra. Nel caso
dell’integrale di prima specie, se f > 0 si conviene che gli integrali esistano potendo essere
+00 (quando uno degli integrali nella sommatoria ¢ divergente). Come al solito si chiama
lunghezza di C' l'integrale della funzione 1 su C.

Queste definizioni sono ben poste dato che si puo dimostrare che, cambiando la
decomposizione, il risultato non cambia.
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Capitolo 3

Calcolo differenziale

3.1 Derivate parziali e differenziale

In questo paragrafo introdurremo le basi del calcolo differenziale in piu variabili. Ci
ambientiamo, almeno inizialmente in spazi vettoriali normati, per avere delle nozioni il
pitl possibile flessibili. Successivamente passeremo a RY.

Consideriamo dunque due spazi normati X, X;, e indichiamo con || ||, || || le rispettive
norme. Siano () un sottoinsieme aperto di X e f : 2 — X; una funzione.

3.1.1 Definizione (derivata direzionale). Sia xo € Q e sia Vv € X. Diciamo che f ¢
derivabile lungo la direzione V se esiste il limite:

, o f(xo + V) — £(x0)
f'(x0) (V) := 1138 ;

(e Xy).

Il vettore f'(xq)(V), che sta in X, si chiama derivata direzionale di £ lungo v ( o nella
direzione V). Detto in un altro modo f'(x¢)(V) ¢ la derivata in ¢t = 0 della funzione di una
variabile ¢(t) := f(x¢ + tV) (cioe della restrizione di f sulla retta per xy con direzione v

(se Vv #0).

3.1.2 Definizione. Nel caso in cui X = RY chiamiamo derivata parziale i-esima di f in
Xp il limite (se esiste):

of o . 1 f(ﬂ?l,...,x[)’i—i-h,...,l']\[)—f(l'l,...,l'()’i,...?flj]\/')
oz, (x0) = £1,(x0) = Dif (x0) := lim P
cioe la derivata in « = x; della funzione x — f(xy,...,2,... 2n). E facile vedere che:
of
oz, (x0) = f'(x0)(&:),

dove é; sono i versori della base canonica di R .

3.1.3 Osservazione. L’esistenza delle derivate direzionali, anche rispetto a ogni v € RV,
non ¢ di per sé garanzia di regolarita per la funzione f. Sia f : R? — R definita da:

Ty
ZEZ + y2

f(l'7y) = se (:an) 7 (0’0)7 f(0,0) = 0.

Questa funzione non e continua come gia visto; pero:

of of
%(070) - 07 a_y(()?O) - 07

99



60 CAPITOLO 3. CALCOLO DIFFERENZIALE

(le restrizioni di f all’asse z e all’asse y sono identicamente nulle). Si noti che nelle
direzioni diverse da é; ed é; la derivata direzionale non esiste. Infatti se Vv = (v,, v,), con

vy #0ewv, #0siha

Vg Uy

2 2
vy + Uy

o(t) :== f(tug, tv,) = #0  mentre  ¢(0):= £(0,0) =0,

dunque ¢ non e derivabile on ¢t = 0. Se invece prendiamo

fz,y) = % se (z,y) #(0,0),  f(0,0):=0,

2
Y

2 1 42947
vy + vy,

tv,v

abbiamo ¢(t) := f(tv,, tv,) = da cui, con semplice calcoli:

2
1/(0,0)(vg, vy) = Z—y, se vy #0;  f(0,0)(vg, vy) =0, se v, =0.

x
Dunque in questo caso le derivate direzionali in (0,0) esistono per ogni direzione Vv =
(v, vy); anche in questo caso sappiamo pero che f non e continua in zero. Notiamo che
in questo secondo esempio l'espressione di f/(0,0)(V) non ¢ lineare in v (come si evince
dai calcoli sopra). Se consideriamo un terzo caso:

3

flay)i= g se () £ (0,0), f(0,0):=0

e calcoliamo le derivate direzionali rispetto a v = (v,, v,) # (0,0). Troviamo:

f(hvg, hvy) — f(0,0) htvgv D, o
h ~ h(h22 + hSuS) w2 + oS '

(se v, # 0 conta h a numeratore — se v, = 0 la quantita vale 0 per ogni A # 0). Dunque
f(0,0)(¥) = 0 per ogni V; anche questa funzione perd non & continua come si vede
restrigendola sulla curva y(t) := (¢,¢*). In questo caso peraltro f’(0,0)(V) ¢ lineare in V.

3.1.4 Definizione (differenziabilita). Diremo che f & differenziabile in xq € ) se esiste
una applicazione lineare L : X — X; tale che L ¢ continua e:

lim f(x) — f(x¢) — L(x — %)

X330 I = xo|

- 0. (3.1)

Una tale L viene detta differenziale di f in x¢. A rigore dovremmo dire “un” differenziale
perché per quanto ne sappiamo potrebbero esserci piu di un L con queste proprieta.
Vedremo subito che L € unico: questo ci autorizza a indicare con df (z) il differenziale di
f in x¢, cioe I'unico L per cui vale la (3.1).

3.1.5 Osservazione. Se X e X; hanno dimensione finita, la linearita di L implica automa-
ticamente la continuita di L. D’ora in poi supponiamo X e X; abbiano dimensione
finita e quindi possiamo non chiedere che L sia continua (perché lo ¢ automaticamente).

3.1.6 Proposizione (differenziale e derivate direzionali). Supponiamo che f sia differen-
ziabile in xo e che L sia un differenziale. Allora per ogni vettore v € X esiste la derivata
direzionale £'(x0)(V) e vale

f'(x0)(V) = Lv.



3.1. DERIVATE PARZIALI E DIFFERENZIALE 61

Dimostrazione. Se v = 0 la tesi & ovvia. Suppongo Vv # 0. Dalla (3.1), restringendo il
limite alla curva ~(t) = x¢ + tV, si ha:

f(Xo -+ t\_;) — f(XQ) — L(XO + tv — Xo) f(XO -+ t\_;) — f(XQ) — tL(\_;)

lim — = lim - = 0.
t=0 %0 + 2V — 0| =0 il
che si vede facilmente essere equivalente a:
f tv) —f
lim (xo + t¥) (x0) =LV
t—0 t
Questo prova la tesi. O

3.1.7 Osservazione (unicita del differenziale). Dalla precedente proposizione si ricava che
il differenziale & unico (e dunque si puo usare la notazione df(x)). Se infatti ci fossero
due differenziali L e L; avremmo:

Lv = L1V Vv e X.

Ma questo significa esattamente che le due applicazioni lineari L ed L; coincidono.
Dunque la definizione di differenziale si potrebbe anche dare chiedendo che:

e csiste la derivata direzionale f'(x0)(V) per ogni v € X;

o f/(x0)(AV]+ puva) = M'(x0)(V1) + pf’(%0) (Vo) per ogni vy, Vo € X, per ogni A, 1 € R;

e si ha )
i L) = £(0) — F(x0)(x —%0) _ (3.2)
X% % — o
Nel caso di X = RY questo ¢ anche equivalente a chiedere:
of
e esiste la derivata parziale a(XO) perognii=1,...,N;
T
e posto Lv := Z axl (dove v; sono le componenti di V) si ha:
f(x)—f — L(x —
lim L) = f%0) = Lix=x0) _ (3.3)
X=%0 % — x|

3.1.8 Teorema. Se f ¢ differenziabile in xq, allora e continua in Xg.

Dimostrazione. Dalla definizione di differenziale si ottiene:

H — f(xo) — df (x0)(x — %o)

[ = ol

<1 perxé€ B(xop,p)
1

pur di prendere p > 0 sufficientemente piccolo. Allora:
() — £(x0) — df(x0)(x = x0) |, < [l = x| per x € Blxo, p)

e quindi:
1£(x) = £(x0)ll; < ([[df(x0)[| + 1)[lx —x0]| per x € B(xq, p).

Se ne ricava che f(x) — f(xg) per x — xo. O
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3.1.9 Osservazione. L’esistenza del differenziale in x( si puo esprimere:

f(x) = f(x0) + df (x0)(x — %0) + R(x, X0)

R
dove il “resto” R(x,xg) ¢ o(||x — xo||), cioe lim R(x, 7o) = 0. In altri termini “local-

oty [[X — Xo|
mente” f(x) si comporta come la funzione affine 7 (x) := f(xg) + df (xp)(x — )

3.1.10 Definizione (iperpiano tangente). Se f ¢ differenziabile in x, chiamiamo iperpiano
tangente al grafico di f I'insieme

II:={(x,y) € Xx Xy:y =f(x0) + df(x0)(x — x0)},

ciot il grafico della funzione 7 (x) introdotta sopra. Nel caso X = R, X; = R (funzione a
valori reali) II ¢ effettivamente un iperpiano di dimensione N in RV *L.

Da ora in poi, se non detto altrimenti, supponiamo X = RY e X; = RM per N, M € N.

3.1.11 Definizione (matrice jacobiana). Supponiamo che f sia differenziabile in x,. Al-
lora esiste una matrice M x N, che indichiamo con Jg(xo), che rappresenta df (xo) (rispetto
alle basi canoniche By in RY e By, in RM —nota che v = [V perché v € RY):

df (x0)(¥) = Je(x0) ¥ W% € RY.

Nella scrittura a destra si intende il prodotto tra matrici — per questo d’ora in poi
scriveremo i vettori di R come colonne).

f
Swmmmwawls¢3Aﬂ1Sjgwwﬁwmm=4ﬂ@@@»=(8<m0 -

o,
gxf; (xp), dunque:
0 0 0
D) L) o i)
Jr(x0) = : : :
0 0 0
D) D) o i)

La matrice Jg(xg) si chiama matrice jacobiana di f nel punto xy. Per indicare la matrice
0
jacobiana di f in xy useremo anche le notazioni

@ :a(flaan>

8X(XO) O(x1,...,zN) (x0).

3.1.12 Osservazione. B facile verificare che f ¢ differenziabile in un punto xg se e solo se
ognuna delle sue componenti f;, i = 1,..., M e differenziabile in xy. Se cio accade la
matrice Jacobiana di f in x( ha come righe le matrici Jacobiane delle f; (che sono 1 x N).

3.1.13 Definizione (gradiente). Se f : 2 — R ¢ differenziabile in x¢ chiamiamo gradiente
il vettore:

of

8_:1:1(XO>

9 (x 9
Vi) = | 200 | = ) = L

of

%(Xo)
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Il gradiente permette di rappresentare il differenziale df (xo) mediante il prodotto scalare
(canonico): df (xg)V = V f(xg) - V. Possiamo allora riscrivere la differenziabilita come:

f(x) = f(x0) + Vf(x0) - (x = %0) + o(|lx — x0])

3.1.14 Osservazione. Supponiamo f : € — R differenziabile in xq e V f(x() # 0. Poniamo

. Vf(xo) all
0= TV fo)] Allora |0 =1e

F0)(0) = T xa) 0 = V) [ = 90|
Peraltro, usando Schwartz, se ||V|| = 1 si ha:

f'(x0)(¥) = Vf(x0) - V < [V (x)[[[I¥]] = IV f (o)l

Dunque il gradiente individua la direzione ¥ rispetto a cui la derivata direzionale ¢ massima
(tra i vettori di norma 1) e la sua norma ¢ proprio il valore massimo di tali derivate
direzionali:

- o V f(x0)
IV f(x0)[l = max f (x0)(V) = f'(x0) (W) '

3.1.15 Osservazione (curve). Consideriamo il caso in cui la dimensione in partenza sia
N = 1. Consideriamo dunque una curva ~ : I — RM™_ I intervallo aperto e ¢y, € I. Allora
la differenziabilita di v in ¢y equivale a dire che esiste un vettore w € RM tale che:
() = y(to) — W(t — o) () = y(to) — W(t — o) () — (o)

—-0& — 0« lim
|t—t0| t— 1o t—to t—1g

=W.

Dunque nel caso N =1 la differenziabilita equivale alla derivabilita. Piu precisamente -y
¢ differenziabile in ¢y se e solo se 7y & derivabile in ¢y e dy(tg)t = +'(to)t per ogni t € R.

3.1.16 Esempio (x). Sia X = {f:[0,1] = R: f & continua }. E chiaro che X & uno
spazio lineare. Definiamo un prodotto scalare in X ponendo

ﬂg:Af@mwM

(si verifica facilmente che ’espressione sopra e bilineare, simmetrica e positiva). Con
questo prodotto scalare risulta definita la norma:

= Af@””

Fissiamo una ag € X e consideriamo la seguente funzione F': X — R:

ﬂﬁ:Aamwmwm

F' & una funzione che ha come argomento delle funzioni (spesso si dice che F' ¢ un funzio-
nale). Ha senso chiederci se F' & differenziabile in un punto f, € X. Fissiamo una funzione
0 € X e vediamo se esiste la derivata direzionale F'(fy)(9). Si ha:

F(fo+ h(]i) — F(fo) _ %/0 ao(z) [(fo(@) + hd(2))* = fo(x)*] do =

%/0 ao(z) [2hfo(z)d(z) + h*0(2)*] dz = 2/0 ao(x) fo(z)d(x) de + h/o ao(z)6(z)? dx.
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Facendo tendere h a zero si ottiene:
1
F(R)0) =2 [ anla) o(w)3(2) do = 2anfo) -5
0

E chiaro che § — 2(aqfy) - 6 & lineare e (per Schwartz) continuo. Inoltre:

‘Hﬁ—F%%JWMU—ﬁ)

1F = fol
Jy ao(@) [ (@) = fo(@)? = 2fo(@) (f(2) — fo(x))] dz| _
17— fol
fh @@~ fol@Pde| @) SR dr
1 = foll = o<es1' If = fol
max [ao(2)[||f — fol| =2 0.

0<z<1

Ne segue che F' ¢ differenziabile in fj e il differenziale dF(fy) ¢ definito da:

dF(fo)d = 2/0 ao(x) fo(z)d(x) dx = (2ao fo) - 0.

La formula sopra dice anche che il gradiente di F in fy & w := 2a¢fy (w € X!).

Questo esempio e alla base di molte applicazioni avanzate. In realta ci sono alcuni
problemi dovuti al fatto che lo spazio X, con la norma indotta dal prodotto scalare sopra
indicato, non é completo.

3.1.17 Teorema (del differenziale totale). Siano Q@ C RY wun aperto, xo € RN e sia

of
f: Q — RM. Supponiamo che esistano le derivate parziali a—(x), g =1,....N, per
Lj
tutte le x di 2 (basterebbero le x di un opportuno disco B(xq, p)). Se tutte queste derivate
parziali sono continue in Xq allora £ € differenziabile in xq.

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione nel caso N = 2, M = 1. Cambiamo un po’ la
notazione indicando con (z,y) e (xo, o) 1 vari punti. Quello che dobbiamo dimostrare é:

of of
f(@,y) — f(zo,90) — 5= (w0, o) (. — 20) — == (0, Y0) (¥ — ¥o)
. ox oy
lim =0
(2.9)—(z0.90) Iz = 20,y — w0
Prendiamo (z,y) abbastanza vicino a (zg, o) in modo che il rettangolo di base [zg, z] e
altezza [y, y| sia contenuto in € (che & aperto). Allora (vedi anche la figura):

of
f(@,90) — f(20,90) = %(5(55)73/0)@ — Zo)
per un opportuno &(z, yo) compreso tra zo e x: si € usato il teorema di Lagrange rispetto
alla variabile x tenendo y = yo fissa. Analogamente

Fley) — fla.mo) = g—iw, 0, 9)( — o)

con n(z,y) compreso tra yo e y. Sommando le due relazioni otteniamo:

) = Fan ) = 5 o) = 20) = 5 0, ) = )
A= [CEENEm] i}

(g_i(g(x’ %), Y0) — g—i(xo, y0)> (x — x0) + (g—:];(x,??(x, y)) — g_]yf(%a yo)) (Y — yo)

I(z — 20,y — w0
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Applicando Schwartz:

Alr.y)| < \/ (Gt a0 = F o))+ (G wnte. ) - G o)

e quest’ultima quantita tende a zero per ipotesi, quando (x,y) — (zo, o), dato che:

S(:B?y()) — Zo, 77(55734) — Yo se (l',y) — ('IanO)‘

A
) P
n(z,y) Quzy
Yo
PO P, sYo
Zo E(ﬁ, yU) Z g

O

3.1.18 Teorema (calculus). Siano Q un aperto di RN e xq € RY. Valgono i sequenti
risultati.

o Sef,g:Q — RM sono differenziabili in xo e \, i € R, anche \Mf+pug ¢ differenziabile
in Xg e si ha d(Mf + pg)(xo) = Mdf(xo) + pdg(xo). In termini di matrici jacobiane:
Iae+pg(X0) = AJe(Xo) + p1Jg(x0) oppure

e Sef:Q—R,g:Q— RM sono differenziabili in xo, anche fg ¢ differenziabile in
Xg € si ha d(fg)(xo)V = (df (x0)V) g(x0) + f(x0)(dg(z0)V). In termini di matrici
jacobiane: Jrg(x0) = Jr(%0) @8(x0) + f(20)Jg(X0) (intendiamo qui che (VROW);; =
vjw; dove v élx New éMx1, equindivew éMxN). Se M =1 siha (la
formula pit comprensibile) V(fg)(xo) = g(x0)V f(x0) + f(x0)Vg(X0)-

o Sef g:Q — RM sono differenziabili in xo, anche f-g ¢ differenziabile in xo e si ha
d(f-g)(x0)(V) = df (x0)(V)-g(x0)+£(x0)-dg(x0) (V). In termini di matrici jacobiane:
Jrg(x0) = g(%0)T Je(x0) + £(x0)” Jg(x0) € in termini di gradienti: V(f - g)(xq) =
Je(x0)" 8(%0) + Jg(x0)" £(x0)

Dimostrazione. Dimostriamo solo la formula sul prodotto scalare (le altre sono simili).
Dalle ipotesi sappiamo che:

f(xo + V) =f(x0) + df(x0)V + Re(V), g(x0+ V) = g(x0) + dg(x0)V + Rg(V),

dove Ro(v R.(¥
lim —f( v) =0, lim gEV)
v—0 ”V“ v—0 ||V||

Facendo il prodotto scalare:

£(xo + ¥) - g(x0 + ¥) = (F(x0) + dE(x0)7 + Re(¥)) - (&(x0) + dg(x0)¥ + Rg(¥)) =
f(x0) - 8(x0) + £(x0) - dg(x0)V + df (x0)V - g(x0) + df (x0)V - dg(x0)V+

Re(V) - (8(x0) + dg(x0)V + Rg(V)) + (f(x0) + df (x0)V + Re(V)) - Rg(V) =

f(x0) - g(x0) + £(x0) - dg(x0)V + df (x0)V - g(x0) + R(V),
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dove in R(V) tiene conto di tutti i termini dopo i primi tre e si vede che

tim BV _ .

voo ||V

Dunque d(f-g)(xo)V = df (x0)V-g(Xo) +f(x0) - dg(xo)V = g(x0) - df (x0)V +£(x0) - dg(zo) V.
In termini di matrici Jacobiane:

Jf.g<X0)\_; = g(Xo)T Jf(Xo)V + f(Xg)T Jg(Xg)\77
da cui l'espressione di Jg.g(x0). Per il gradiente basta passare ai trasposti. [

3.1.19 Teorema (di composizione). Se f : Q — RM ¢ differenziabile in xo € €, se
g : O — RE ¢ differenziabile in yo = f(xo) € Q1, Q1 aperto in RM | allora gof : Q — RE
¢ differenziabile in xo e si ha d(gof)(xo) = dg(yo)odf(xo). In termini di matrici jacobiane
lo jacobiano della composizione é il prodotto degli jacobiani: Jgor(xo) = Jg(yo0)Js(X0):

d(gof) _ Og of
Ox (x0) = @(YO) ) &(Xo)‘

Dimostrazione. Per ipotesi si ha:

g(y) = g(yo) +dg(yo)(y — yo) + Re(y, yo)ly — voll,
f(x) = f(x0) + df (x0)(x — X0) + Re(x, %) ||x — x0]|-

dove
lim Re(x,%¢) =0, lim Rg(y,yo0) =0.

X—X0 Y—Yo

Combinando le due e usando y = f(x), yo = f(x¢):
g(f(x)) = f(g(x0)) + dg(yo) (df (x0) (x = %0) + Re(x, X0 )[|x = x0]|)+

Rg (£(x), f(x0))l|df (x0)(x — x0) + Re(x,%0) [[x — %0[[| =
f(g(x0)) + dg(yo)df (xo)(x — x0) + R(x, %)

dove:
R(x,x0) = dg(yo)Re(x, o) [|x —xol|+Rg (£(x), f(x0))||df (x0) (x —x0) + Re (x, %0 ) [ x = %o ||

e quindi:
IR(x, %) || < <||dg(yO)||||Rf(Xa Xo) ||+ [Rg(£(x), £(x0)) || (1df (x0) ||+ [ Re (x, Xo)H))HX—XoH

R(x, %)

da cui si vede che
[[x — xo|

— 0 e quindi la tesi ¢ dimostrata. O
3.1.20 Osservazione. La formula di composizione ¢ particolarmente espressiva in termini
dei differenziali ( o delle matrici jacobiane ). Possiamo tradurre questa formula in termini
di derivate parziali. Dato che:

(Jgof(X0)>z’,j - p (Jg(yo))i,k (Jf(XO))k,j = ; g@i (YO)g—SJ:_’;( o),
si ha: N
agi(;i(jX)) (%o) = Z g;]; (yO)g—Z(Xo) i1=1,...,K, =1,...,N, (3.4)

(che non ¢ una formula immediatamente intuitiva).
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3.1.21 Osservazione. Supponiamo che f : 2 — R sia differenziabile e che ~ : [a,b] — 2
sia una curva derivabile. Allora applicando la formula sulla derivata della composizione:

Srove)] =5 FI ) = st () 35

Supponiamo che - sia una curva di livello e cioe che f sia costante su~: f(vy(t)) =C € R
per ogni t € [a,b]. Allora (fo~) =0, da cui Vf ¢ ortogonale alle curve di livello.

3.1.22 Esempio. Sia p > 1 e consideriamo g,(x) := ||x||?, definita per x € R¥. Se p > 1
la g, ¢ differenziabile in ogni x e si ha:

99
ox

(ricordiamo che il gradiente ¢ il trasposto dello Jacobiano). Nel caso p = 1 il risultato &
vero per le x # 0 (e Vgi(x) = x/||x]|).
P

(x) =plx[IP*xT & Vg(x) =plx|Fx  ¥x

N 2 ag D N g_l
Infatti g,(x) = (Z acf) da cui a—p(x) =3 (Z xf) 2z; = p||x||P~2z;. Questa
i=1 i i=1
espressione e continua (nelle x # 0 quando p = 1) e quindi la tesi segue dal teorema
del differenziale totale. Prendiamo ora f : Q — RM differenziabile e sia h(x) := ||f(x)]|?.

Allora h ¢ diffenziabile in ogni x (tale che f(x) # 0 se p = 1) e si ha:

Oh, . Ogpof) . Jgp of p—2 T ﬁ X
oo (w) = 22D () = D (5(0) 5 ) = RO )T+ S )

che (passando al trasposto) ci dice:

Vhix) = plE 1P (500 ) (36)

Notiamo che per p = 2 si ritrova V(f - f)(x) = V||f||*(x) = 2J¢(x)f(x).

3.1.23 Esempio. Se f(z,y) = 2?4+ 4y>. Per C' € R consideriamo “'insieme di livello”
{f=C}t={(z,y): f(z,y) = C}. Allora:

0 se C' <0,
{f:C}: {0} SGCZO,
ellisse di semiassi vC e \/76 se C' > 0.

Prendiamo C' > 0. Una curva che viaggia in {f = C} ¢ data da:

y(E) = (COS(i),%SiH(i)) 0<t<om

Tale ~ e derivabile e
1
~'(t) = (— sin(t), 5 cos(t)) :

Possiamo interpretare /() come un vettore tangente alla v e quindi a { f = C'} nel punto

~(t). Questo ci dice che, se (z,y) € {f = C} allora il vettore V(z,y) = <—2y, g) e
tangente a {f = C} nel punto (x,y). Calcoliamo il gradiente di f. Si ha:

Vf(x,y) = (2z,8y).

Se ora calcoliamo V f(z,y) - V(z,y) troviamo effettivamente 2z(—2y) + 8y(x/2) = 0.
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3.1.24 Definizione (connessione). Diciamo che I'aperto €2 & connesso se per ogni coppia
di punti x; e x5 in Q esiste una curva continua in €2 che li congiunge: esiste v : [a, b] — €,
~ continua, y(a) = x; e ¥(b) = xs.

Si puo dimostrare la seguente proprieta.

3.1.25 Proposizione. Se () ¢ connesso allora per ogni coppia di punti X, e Xy in ) esiste
una curva C* in Q0 che li congiunge: esiste v : [a,b] — Q, v ¢ derivabile, v' ¢ continua,
v(a) = x; e y(b) = xa.

3.1.26 Teorema. Supponiamo che §2 sia connesso e che f : Q — R abbia gradiente
identicamente nullo: V f(x) =0 Vx € Q. Allora f ¢é costante in §).

Dimostrazione. Fissiamo xq in 2. Dato un qualunque altro punto x consideriamo -y :
la,b] = Q di classe C! che congiunga X a x. Si ha

(1) = VI(0) A (@) =0 ¥t a]

Dunque, per i risultati in una variabile, f(~(¢)) € costante su [a, b]. In particolare:

f(x) = f(v(0)) = f(v(a)) = f(x0).

Dato che questo vale per ogni x in €2 si ha la tesi. O

Anche se non c’entra con la differenziabilita concludiamo con 'equivalente multidi-
mensionale del teorema degli zeri (che e legato alla connessione)

3.1.27 Teorema (Teorema degli Zeri). Se 2 é un aperto connesso, x1,x3 € Qe f: Q —R
¢ una funzione continua tale che f(x1) <0, f(x2) > 0, allora esiste un punto x € ) tale
che f(x) = 0. Si puo in realta dire di pit. Poniamo Z = {x € Q}: allora per ogni curva
continua 7y : [a,b] — Q con y(a) = x; ey(b) = x3 deve esistere t €|a, b| tale che y(t) € Z.

Dimostrazione. Se v ¢ come sopra, posto ¢ := f o~ si ha che ¢ : [a,b] — R & continua,
v(a) <0 e p(b) > 0. Applicando il Teorema degli Zeri unidimensionale si trova ¢ € [a, b]
tale che ¢(t) = 0, cioe v(t) € Z. O

3.2 Derivate seconde e successive

Consideriamo sempre 2 C RY aperto xg € Qe f: Q — RV,
Ricordiamo che £(RY,RM) indica le applicazioni lineari da RN a R™ e che in L(RY,RY)
e definita la norma ||L|| := sup ||Lx]|.
[[x[=1
3.2.1 Definizione (derivate direzionali seconde). Siano v,w € RY. Diciamo che f ¢
derivabile due volte nel punto x¢ lungo (w,v) se esiste f'(x)(v) per le x vicine a xq e se
gv(x) := f’(x)(v) & derivabile a sua volta in xq nella direzione w. Poniamo:

" o _ i Flwo £+ hw)(v) — £/(x0) (V)
£ (o) (w, v) := gy (o) (w) = lim .

detto derivata direzionale seconda lungo (w,v).

Analogamente a quanto fatto per le derivate parziali prime introduciamo derivate
parziali di secondo ordine. Sei =1,...,M e j = 1,..., N chiamiamo derivata parziale
seconda in xo rispetto a x; e x; la derivata parziale rispetto a x;, in x = xo, della derivata

: e o°f 0 of S :
parziale di f rispetto a x; : m(xo) o (x0). E facile verificare che
;02 i T
O*f

Gugs, (0) = £'(x0)(80,€,).
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3.2.2 Definizione (differenziale secondo). Se supponiamo f differenziabile in tutto
risulta definita I'applicazione: df : Q@ — L(RY,RM). Dato che L(RY,RM) & uno spazio
normato ha senso considerare le derivate direzionali e il differenziale di df nel punto xq. Se
d(df)(xg) esiste lo chiamiamo differenziale secondo di f in %o e lo indichiamo con d*f(x).
Quando esiste il differenziale secondo diremo che f ¢ due volte differenziabile in xg.

Dunque d?f(xg) : RY — L(RY,RM) ed ¢ lineare (cioe d*f(xq) € L(RY,L(RY,RM)).
Allora dati v, w € RY ha senso calcolare (df)(x¢)(v) € L(RY,RM) e applicarlo a un w. 11
risultato e lineare sia in v che in w per cui il differenziale secondo in un punto xq si puo
pensare come un’applicazione bilineare scrivendo:

d*f(x0)(w, v) = (d*f(x0) (V) (W).
3.2.3 Proposizione. Se f : Q) — RM ¢ differenziabile due volte in X, € Q, si ha:
£ (x0) (W, v) = d*f(x0) (W, V). (3.7)

Dimostrazione. () Dato un vettore v.€ RV, la derivata direzionale di df in xq lungo v,
cioe (df)'(xo)(v) ¢ un oggetto in L(RY,RM) e per ogni w si ha:

((dFY (x0)(v)) (w) = lim (df(XO ) - df(xO)) (w) =

t—0 t
- df (xo + tv)(w) — df (x¢)(W) lim f(xg +tv)(w) — f'(x0) (W)
t—0 t t—0 t

i

=f"(w,v).
Dunque applicando le proprieta del differenziale:

d*f (x0) (W, v) = (d(df) (x0) (v)) (W) = ((df)(x0)(v)) (W) = £"(x0) (W, V) Vv, w €RY.
In definitiva abbiamo trovato la formula (3.7) O

Il seguente teorema e conseguenza del Teorema del differenziale totale.

3.2.4 Teorema (del differenziale totale per le derivate seconde). Se le derivate seconde
0*f
8%6@

allora £ € due volte differenziabile in xq e vale la formula:

(x) (i, = 1,...,N) esistono per tutte le x vicine a Xg e sono conlinue in X,

N
o1 al'zal‘]

d*f(x0)(w,v) = £"(x0) (W, V) =

7

(Xo)wﬂ)j \V/W,V S RN.

3.2.5 Definizione. Indichiamo con C*(2) I'insieme delle funzioni aventi derivate seconde
continue in tutto Q. Chiaramente le funzioni in C?(Q2) ammettono differenziale primo e
secondo continui in 2.

3.2.6 Esempio. Prendiamo la funzione f : R?> — R definita da:
ry(z® — y°)

= se (z, 0,0).

fay) = iy (z,y) # (0,0)

0 se (2,) = (0,0).

Con qualche calcolo si vede che, per (z,y) # (0,0) si ha:

y(o' +40*y* —y*)  9f

(2,y) = x(xt — 42?y? — y*)
CETT T |

(.Z‘2 + y2>2

a_(x7y) =
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mentre ¢ chiaro che le derivate parziali in zero sono entrambe nulle. Si puo anche verificare
che le derivate parziali prime sono continue in ogni punto.

Prendiamo due vettori v = <Z‘T> e w = (Z}J‘T> e vediamo se esiste la derivata di-
y y
rezionale f”(0,0)(V,w). Se (x,y) # (0,0), per quanto detto sopra sappiamo che f &

differenziabile e che:

P (@) = Vo) = (e + 3 @), =

y(z* + 4a?y* — y*) z(zt — 4a?y® — y*)

(22 + 42)2 Wy + (22 + 2)2 Wy

Inoltre, sempre per quanto detto prima, si ha f’(0,0)(«w) = 0. Dato ¢t € R consideriamo
o(t) == f'(tV) (). Se t # 0, per i calcoli sopra, si ha:

g (v — 4020, — vy) )
v

(v2 + 05)2

vy, (v + 4v2? — ot
@(t)zt(y(r Ty y)wx_'_

(V2 +v2)?
ed ¢ chiaro che la formula vale anche in ¢ = 0. Dunque:

v, (vy + 40 — vy)

(Z+ 0P

vy (v — 4v20] — vy)

W,.
(v2 + UZ)Q Y

f7(0,0)(v, @) = ¢'(0) = w, +

Questo mostra che f non e differenziabile due volte nell’origine, dato che f”(0,0)(v, W)

non ¢ bilineare in (¥, w) (dato che non ¢ lineare in ). Dalla formula sopra:

0 0 0 0

759,700 = f"(0,0)(é1, &) =1, ayas] 00 = f"(0,0)(é2, 1) = —1.

Quindi cambiando ’ordine di derivazione il risultato cambia.

3.2.7 Teorema (di Schwartz). Se f ammette derivate parziali seconde per tutte le x vicine
a Xg e queste sono continue in Xq allora:

0t (x0) = O*f (o)
8£L‘i8$j Xo0) = 6%8901 %o

i,j=1,...,N,

dunque le derivate seconde miste non dipendono dall’ordine con cui si fanno le derivate.

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione nel caso N = 2. Consideriamo la funzione
(definita in un intorno di (o, yo):

Az, y) = f(x,y) — f(z0,y) — f(z,90) + f(Z0,%0).

Se poniamo anche ®,(y) = f(x,y) — f(zo,y) (dove z ¢ considerato un parametro)
possiamo scrivere:

Alz,y) = P2(y) — Pu(yo) = P4 (n)(y — %0)
per un opportuno n = n(z,y) tra yo e y (uso Lagrange). Calcolando @/ :

Az, y) = <g—(x,n) - g—]yc(:rom)) (y = 50) = a%?

y(fﬂ])(w —20)(Y — W)
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0
per un opportuno £ = &(x,y) tra zo e x (riapplico Lagrange a = +— a—f(x,n)) Questo

procedimento si puo ripetere invertendo x e y (cominciando con lo scrivere A(z,y) =
U, (x) — U, (x) dove ¥, (z) = f(z,y) — f(z,yo) e facendo gli stessi calcoli). Si trova:

A@wﬁﬂ%@&fnﬂwﬂm@—xw

con ¢ = ¢'(x,y) compreso tra zg e x e n’ = n'(x,y) compreso tra yo e y. Eguagliando e
semplificando (x — ) (y — yo) troviamo:

oof, . 0df,,
8_x8_y(£’n) = a—y%(ﬁ 1)

A questo punto facciamo tendere (z,y) — (g, %o): notiamo che i punti passano al limite:

(&(z,y),n(z,y) = (xo,90); (&' (x,9), 0 (2, 9)) = (20, v0)

(per come sono stati costruiti) e allora, per la continuita delle derivate seconde:

0 of 0 Jf oaof,, |, 0 af
%a—y(fan) — @a_y(%’%)’ a—y%(f ') = a—y%(%,%)
0 Jf 0 of

Dato che 'eguaglianza passa al limite: g 3y —(z0,Y0) = a—y%(xo, Yo)-

3.2.8 Definizione (matrice Hessiana). Sia f: Q — R di classe C*(€2). Poniamo

PT ) 2 ) o 22 )

81'16371 0 8x18x2 0 81‘18$N 0

O’ f D’ f D’ f

01901, (x0) 0x20x5 (xo) - 0x20% N (xo)
H¢(xp) :=

P P P

drnOz1 ) OrnOzs OrNOTN

La matrice quadrata N x N cosl introdotta si chiama matrice Hessiana o Hessiano di f
nel punto xg ed ¢ una matrice simmetrica. Si ha:

f"(x0)(w,v) =wTHs(x0)v  Vv,w€R". (3.8)
: y : 4 . 0’ f " A :
Infatti per definizione di H; si ha é] Hy(x¢) é; = 5D (x0) = f"(x0)(é,€). Scrivendo
;0T
N N
V=) vé,w=) w;é&;, per la bilinearita di (v,w) — f”(x¢)(v,w) si ha la (3.8).
- =

Il fatto di prendere f a valori reali fa si che gli elementi di questa matrice siano numeri
reali (se f fosse a valori in RM gli elementi di Hg(xq) sarebbero vettori di RM). Questo
caso si puo comunque recuperare ragionando sulle singole componenti di f.

3.2.9 Definizione (derivate successive). La costruzione fatta per le derivate seconde si
puo iterare definendo le derivate direzionali (parziali) n-esime e i differenziali n-esimi.
Senza entrare troppo nei dettagli possiamo dire che, dati vy, vs, ..., Vv, possiamo definire
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£(")(x0)(v1, V2, . .., v,) derivando f nella direzione v, poi f’(v,,) nella direzione v,,_1, poi
f"(vp—1,v,) nella direzione v,,_5 e cosl via. Nel caso i cui le direzioni siano scelte tra i
vettori della base canonica abbiamo le derivate parziali:

of
8%18@2 s 8@”

(Xo) = f(n)(XQ)(éil, éiz, e 7ézn)
Se le derivate partiali esistono nell’intorno di xq e sono continue in xq allora:
£ (x0)(vy, Va, ..., Vi) = d"E(x0) (V1, Va, ..., Vy) Vvi, Vo, ..., v, €RY

dove il differenziale n-esimo di f in xo € un’applicazione n-lineare simmetrica: d"f(xg) :

RY x RM x ... x RN — R ¢ lineare rispetto a ogni variabile e se 1,7 = 1,...,n:
n fattori
d"f(x0)(Vi, .oy Viy ooy, Vo, V) =AM (X0) (VI oo Ve Vi, V).

3.2.10 Definizione. Definiamo 'insieme C™(£2;R™) come l'insieme delle funzioni f :
Q0 — RM che hanno derivate partiali fino all'n-sima continue in . Se M = 1 scriviamo
semplicemente C"(Q2). Se f € C*(Q;RM) diremo che f ¢ di classe C" su 2.

Introduciamo anche C"(£; RM) come l'insieme delle funzioni f di classe C"(Q;RM) le
cui derivate partiali fino all'n-sima si estendono a delle funzioni continue su tutto 2.
Anche qui conveniamo che C*(Q) := C"(%;R). Per esempio f(r) = /z & in C*(]0,1]) ma
non in C*([0, 1]).

Ricordiamo anche che, se A C RY C°(A;RM) indica le funzioni continue da A a valori
in RM (C°(A) := C°(A;R)).

8.2.11 Osservazione. Notiamo che, se f € C"(2;RM), I'espressione

of (x0)
8%1‘18132'2 tee (9@-” o0

si scrive di solito mettendo in ordine crescente le direzioni di derivazione e raggruppando
quelle rispetto alla medesima direzione, cioe:

ot

X dove mi+---+my=n
aleany---axxN< 0) L tmy

(con la convenzione che se m; = 0 non c’¢ la derivata nella direzione i-esima). Per esempio:
: : o't o ot
invece di —————  si scrive

020x0ydx 0x20y0z’

3.2.12 Osservazione. Se f € C*(;RM), xg € Qe vy,...,v, € RV, allora:

N N N onf
f(n) <)(0)(\/17 V27 P 7V’n) — Z Z e Z al, ax — ax (XO)Ul,’hUQ,iQ e Un,in (39)
i1 11 79 in

i1=1142=1

Infatti se i v; sono vettori della base la formula la formula e vera — nel caso generale si
usa la n-linearita.

3.2.13 Notazione. Conveniamo di scrivere £ (xg)(v") per indicare f™ (xo)(v,v,..., V).
Se per esempio M =1 en = 2 si ha:

J"(x0)(v?) = vT Hy(xo) v

che ¢ una forma quadratica.
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3.2.14 Osservazione. Dati xg € Q e v € RN, posto ¢y (t) := £(xo + tv) si ha:

eI (1) = £ (x0 + tv) (V7).

In particolare £ (x,)(v") = gog,n)(O). Lo mostriamo nel caso n = 2. Notiamo che:

(0 + tv)(v) = lim f((xo +tv) + hv) — f(x¢ + tv) _

h—0 h
lim fxo + (t+h)v) — f(xo +1v) lim o(t + h])l —o(t) _ )

h—0 h h—0

Ripetendo lo stesso ragionamento:

" (xg + tv)(v?) := f"(xo + tv)(v,v) = lim f'((xo +tv) + hv) — £'(x0 + tv) _

h—0 h
! —f ’ A
i Lo+ G+ h)v) —Fxo+tv) . @E+h) —¢'t) _ 1)
h—0 h h—0 h

3.2.15 Definizione. Chiamiamo multiindice di ordine N (o N-multiindice) una N-upla
di interi v = (o, g, . .., i) con a, > 0. Sia o un N-multiindice. Chiamiamo lunghezza
o modulo di « il numero |a e fattoriale di a il numero a! definiti da:

la] == a1 +as+ -+ ay, al == aqlag! - apy!.
Dato un vettore v di RV definiamo anche la potenza a-esima di v:
@ a1 ,,002

— anN
A" - — /Ul 'UQ "'UN

Se infine n = |a| e se f & una funzione di classe C" definiamo la derivata a-esima di f:

D.f - ot

= a1 a2 QN
axl 8{1:2 M a(EN

(convenendo che quando «; = 0 non ¢’¢ dz; a denominatore).

3.2.16 Osservazione. La notazione con i multiindici permette di esprimere in maniera
concisa molte formule complicate (vedremo fra poco la formula di Taylor in piu variabili).
Un esempio e la generalizzazione della formula del binomio di Newton. Se N,k € N,
x = (x1,...,zx) € RV si ha:

k a ' k! a
(144 ay) = ;xl :Zax.

(naturalmente ne omettiamo la dimostrazione). L’espressione |—|| si chiama coefficiente
al

n
) altro non ¢ che il multinomiale

multinomiale associato a «. Notiamo che il binomiale (
m

associato ad a = (m,n —m).

3.2.17 Proposizione. Se f € C"(;RM), xo € Q e v € RY si ha:

n!
£ (xp)v" = ) —Daf (x0)v*. (3.10)

|a|=n
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Idea di dimostrazione. Si usa la formula (3.9) con v; = vo = -+ = v;, = v e si usa il
calcolo combinatorio per raggruppare i termini eguali nella sommatoria di destra. Vediamo
come funziona la cosa nel caso della derivata terza con M =1, N = 3. La (3.9) ci dice:

3
0*f (xo) P f(x0) 0 f(x0)
Z Z O0x;0x,;0xy, ity = 0:5181:18%0101”1 + 01201101, Va1t

9 f(x0) 0 f (%0) 9 f(xo0)
01101901, 01901907, 0x30190x,
9 f (xo) 0 f (x0) 9 f(x0)
0x20x301, 0x30x301 021011072

9 f(x0) 0 f (x0) 9 f(xo0)
013021072 0x10290%2 01902202

3 3 3
s 4 g S S st

9 f(x0) 0 f (x0) 9 f(xo0)
01902103 0x30x10x3 011022013

a3JC(X0) 83f(x0) 83f(x0)

0110213013

833'381‘281‘3 893289338:)33

0 f(xo)
013011011
0 f (x0)
0x10x301,
9 f(xo
* ama;;azcl””l”? *
0 f (x0)
013019015
9 f(xo)
0x10x30x,
0 f(xo)
8$20$28$3

V31U + + V1V2U1 + VU1 + V3VoU1+

VU3V + VU3V + V3V3V1 + V1V1V2+

V3V1V2 —+ V1UV2V9 + U2U2U2+

V1V1V3 + VU1V + V3V1V3 + V1V2V3+

VU3 + U3UV3 +

0 f (x0)
&Ugaxg@mg
0% f(x0)
8x%8w2

Pf(x0)
011023 s 3

VU303 + VoU3U3+

V3V3V3 =

P f(xo) 5, 0°f(x0) 3 4 0 f (o)
or? ! or 2 ox3
9 f (xo)
0x30x3

9 f(x0)
(’h%@mg
9 f (%)

(%)
2
Ox90x3

63f(x0) 2
81‘181‘% U1U2+
9 f(xq)

01102903

vg +3 vag +3 U%Ug + 3

+3

vgvg +3 1132) +6 V1V9U3
Si vede che il risultato si puo ottenere dalla formula dato che i possibili 3-multiindici «
con |a| = 3 sono:

(3,0,0), (0,3,0),(0,0,3) (2_" _ 1)
31
(2, 1, O), (2, 0, 1), (1, 2, 0), (O, 2, 1), (1, 0, 2), (0, 1, 2) <a = 3)

(1,1,1) <3!

a:

)

3.3 Formula di Taylor

In questo paragrafo supponiamo sempre f : Q — R dove Q & un aperto di RY e xq € Q.

3.3.1 Definizione (insiemi convessi). Si dice che un insieme A C RY & convesso se:
Vxg,x1 € A, Vt € [0,1]

si ha: tx;+ (1 —t)xo € A.

Notiamo che la curva t — tx; + (1 — )Xo = xg +t(x1 — Xg), cheint =0 valexpeint =1
vale x1, descrive il segmento tra Xy e x;. Dunque un insieme A & convesso quando A ha
la proprieta di contenere tutti i segmenti aventi come estremi due punti di A.
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3.3.2 Lemma. Sia ) un aperto convesso e siano Xq,X € ). Ha senso allora definire
o(t) = f(xo + t(x —x0)) Vie]l—e, 1+¢]
per € > 0 sufficientemente piccolo. Se f € C™(52), allora ¢ € C"(] —e,1+¢[) e si ha:
k!
") (t) = O (x0 + t(x — %0))(x — X0)* = > —Daf (x0 +1(x = %0))(x = x9)"  (3.11)
o=k

Dimostrazione. Per la convessita si ha che () := x¢ + t(x — xo) € Q2 se t € [0,1]. Dato
che © ¢ aperto questa proprieta rimane valida anche per —e <t <lel <t <1+¢, se
e > 0 e abbastanza piccolo. Dunque @ ¢ definita su ] —e,1 + €.

Per 1'Osservazione (3.2.14) o®)(¢) = f®) (y(t)((x — x¢)*¥), cioe la prima eguaglianza in
(3.11). La seconda eguaglianza segue dalla (3.10). O

3.3.3 Definizione (Polinomio di Taylor). Sia f di classe C"(2). Dato x¢ € 2 definiamo
il polinomio di Taylor di ordine n per f rispetto al punto Xq

Praso) = 3 V) x = x0) = 30 30 S0 fx - ). (312)
k=0 k=0 |a|= i & !

Conveniamo che Py, (x) = Pf,0(x) (se X = 0 non scriviamo xp). Se f ¢ chiara dal
contesto scriviamo semplicemente P, x,(x) 0 P, (x).

3.8.4 Osservazione. Se n = 2 abbiamo:

PQ,XO(X) = f(XO) + vf(XO) : (X - Xo) + %(X — Xo)T Hf(Xo) (X — Xo)-

3.3.5 Teorema (formula di Taylor con resto di Lagrange). Siano 2 convesso, xg € € e
f e C™(Q). Allora per ogni x € Q) esiste ty €]0,1[ tale che, se &, ., = txx+ (1 —tx)x0
(xx, ¢ “trax exq”), si ha:

1 n n
f(X) = Pfﬂl,xo(x> + (n + 1)|f( +1)(£x,xo)<x - XU) =
1 «
Pf,n,xo(x> + Z aDaf(Ex,xo)(X - XO) (313)
|a|=n+1 ’
Dimostrazione. Consideriamo ¢(t) := f(x¢ + t(x — X¢)) definita su I :=] —¢,1 + €[, per

e > 0 sufficientemente piccolo. A causa del Lemma (3.3.2) la ¢ ¢ di classe C"*1(I) per cui
possiamo applicare la formula Taylor unidimensionale:

no (k) (n+1)
_ eM(0) @ (72) n+1
t) = E o t* + (1) t Vte I dove T, €]0,1].

Mettendo t = 1 e utilizzando la formula (3.11) otteniamo la tesi (con tyx := 7):

(1) = 2": P) ()
\;(,/) prt k! (n+1)!
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3.3.6 Osservazione. Conveniamo di chiamare resto di Taylor di ordine n (per f in xo)
’espressione:

Rf,n,xo (X) = f(X) - PfﬂLXo (X)

con le stesse convenzioni di notazione adottate per Pk, x,. Il teorema precedente dice che:

1
(n+ 1)!

Rfnx,(X) = FO (€ ) (x —x0)™ per &, interno al segmento tra X, e .

3.3.7 Teorema (di Taylor con resto di Peano). Siano Q un aperto di RN, xg € Q e f di
classe C"(§2). Allora

llm Rf7n7x0 (X) —
x| — x|

Possiamo esprimere questo fatto dicendo che Ry, x,(x) = o(||x — xo||") e scrivere
F(x) = Ppnxo (%) + of[lx = xo[["). (3.14)

Dimostrazione. Possiamo prendere p > 0 tale che B(xg,p) C €. Dato che B(xg,p) ¢
convesso possiamo utilizzare il teorema precedente al passo n — 1 ottenendo:

(n) _ n n o n (n) ) _ "
Rnfl,xo(x>:f (£x7x071!(X Xo) :f( )(X(J):;!( Xo) +(f (Exxo) fn! (x0))(x — xq)

che equivale a:

R (3) = (O Eny) = 1 20)) (= 0)"

da cui
RGOl _ 1 e
- 2 20 < — max n L) — n x Vn
ot = ml s 176 = S )V
ed ¢ chiaro che il termine a destra tende a zero se x — xg (= & — Xp). 0

3.3.8 Osservazione. La proprieta del resto secondo Peano si puo esprimere:

Rf}me (X) = O-fm,xo (X) ||X — X “n dove XILIIQO O-fyn,xo (X) =0.

3.4 Massimi e minimi liberi

3.4.1 Definizione (massimi e minimi relativi). Sia f : A — R dove A C RY. Si dice che
un punto xo di A & un punto di massimo (minimo) relativo per f se esiste p > 0 tale che

fx) < f(xo) (f(¥) = f(x0)) VX € B(xo,p) N A
Se cio avviene si dice che f(xg) € un massimo (minimo) relativo per f.

3.4.2 Teorema (di Fermat). Sia f : Q@ — R con Q aperto e sia xo un punto di 2 (che
quindi é interno a ). Se xq €& punto di massimo o minimo relativo per f e se f é
differenziabile in x¢ allora xo € un critico (o stazionario) per f cioé:

Vf(xo) = 0.
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Dimostrazione. Se Xy € un punto di massimo relativo interno a {2 si ottiene facilmente
dalle definizioni che

dp > 0 tale che B(x¢,p) C Qe f(x) < f(x0) Vx € B(Xo,p).

Sia v € RY con v # 0. Allora z¢ + tv € B(xg, p) purché |t| < ey := p/||v].
Da tutto questo segue:

@(t) :== f(xo + tv) e definita per — ey, <t < & e ha massimo per ¢ = 0.
Ne segue ¢'(0) = 0. Ma (per definizione) ¢'(t) = f'(x0)(v) = V f(x0) - v e quindi
Vf(x)-v  V¥veRY
Prendendo v = V f(xg) si trova ||V f(x0)||? = 0 da cui V f(xg) = 0. O

3.4.3 Teorema (analisi dei punti critici). Sia f di classe C*(Q2) e supponiamo che xq € Q
sia un punto critico per f. Allora:

1. se Hy(x¢) € strettamente definita positiva (negativa), allora xo € di minimo (massi-
mo) relativo per f;

2. se Hy(x) é definita positiva (negativa) per le x in un intorno di X, allora xo é di
minimo (massimo) relativo per f;

3. se H(x¢) € indefinita, allora xo non é né punto di massimo relativo né punto di
minimo relativo per f.

Dimostrazione. Usando la formula di Taylor con resto di Peano (nota che V f(x¢) = 0):
F(x) = f(x0) + (x = x0)7 Hy (o) (x — %0) + 0(x) | x — %0
dove 0(x) = 0f2x,(x) = 0 per x — xo. Se Hs(x() € strettamente positiva si ha:
VI Hy(x) v > v||v|? vv € RY
per una opportuna v > 0. Ne segue:
F(x) = f(x0) + (v + o (x))|x — x|

Dato che v+o(x) — v > 0 per x — X esiste un disco B(xq, p) C 2 tale che v+o(x) > v/2
per le x in B(xo, p). Dunque:

) 2 fxo) + Slx = x> ¥x € Blxo.p).

Abbiamo dimostrato la prima proprieta (per il massimo si fa nello stesso modo).
Se Hy & (solo) positiva in un intorno B(xy, p) possiamo usare la formula con il resto
di Lagrande in B(xg, p) (che ¢ convesso):

f(x) = f(x0) + (x = x0)T Hy (&) (x =%0) > f(x0)  Vx € B(x,p)

dove & si trova sul segmento tra xg e x e quindi & € B(xo, p), da cul H¢(&) > 0.
Se infine Hy(xg) ¢ indefinita possiamo trovare due direzioni v; e vy in RY tali che:

f(x0)vi=v] Hf(x0) vi >0, f"(x0)vs = v} Hs(x) v < 0.
Dato che f'(xq)vi = f/'(x0)va = 0 se ne ricava che esiste € > 0 tale che:
f(xo +tvy) > f(x0) per 0 < [t] < g, f(xo 4+ tva) < f(x0) per 0 < |t]| < e.

Se ¢io e vero xp non e né di massimo né di minimo. O
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3.5 Differenziabilita dell’inversa e funzioni implicite

3.5.1 Lemma. Sia Q C RY un aperto convesso e sia ® € C*(;RY) e supponiamo che
| Jo(x)|| < L per ogni x € Q. Allora:

|P(x2) — P(x1)]| < L||xa — x1]| VX1, Xy € Q.
Dimostrazione. Siano x1,Xs € €. Per la formula di Taylor secondo Lagrange:
P(x2) — P(x1) = Jo(§)(x2 — x1)
dove £ si trova sul segmento tra x; e x5. Passando alle norme:
[P (2) = D(x1)[| < [[Ja(E)]] Ix2 = x| < L[xz = x|
O

3.5.2 Teorema (di inversione locale). Sia Q aperto di RN e sia £ € C'(;RY). Siaxo € Q
tale che det(Jg(x0)) # 0, cioé tale che il differenziale df(xq) sia invertibile.

Allora esiste p > 0 tale che f é iniettiva in B(Xo, p), l'insieme 0y := f(B(Xo,p)) € un
aperto di RN, la funzione inversa £=1 : Q; — B(xq, p) (a rigore linversa della restrizione
£ B(xo,p); Che & ben definita su ) é di classe CH(Q1;RY)) e vale:

Jea(y) = R (y) ™t Yy e,
che si puo scrivere anche:
Jr1(f(x) = Je(x)™0 VxeQ.
Dimostrazione. Prendiamo pg > 0 tale che B(xg, pp) C € e:

1
IId — J¢(x0) ' e (%) < 3 Vx € B(xo, o) (3.15)

(cid ¢ possibile perché Jp : Q@ — L(RY,RY) & continua e Jp(x9) ' Jp(xo) = Id). Se
x € B(xg, po) poniamo:
P(x) :=x — Jr(x0) H(x)

Dato che Jg(x) = Id — Je(xo) ' J¢(x), dalla (3.15) e dal Lemma (3.5.1):

~—

[@(x2) = (x| < Sllx2 = x| V1, %5 € B(Xo, po)-

N —

Ne segue che, per ogni x1,xs € B(xg, po) si ha:
[ 76(x0) = (£(x1) — £(32)) | = [[(31 = %2) — (®(x1) — D(x2))| >
1 1
[x1 = xof| = [[(x1) — P(x2)]| = [Ix1 — %2 — 5HX1 — Xa = §||X1 — Xa.

D’altra parte |[J(xo) ™ (£(x1) — £(x2))[| < [[Je(x0) |1 (31) — £(x2)]| da cui:

I£6x0) — (o) | = =]

—_— v eB . 3.16
= 275 (o) 1| X1, X2 (X0, po) ( )

In particolare f ¢ iniettiva in B(xg, p) e quindi ¢ definita £~ : £(B(xo, po)) — B(X0, po) e:
—_———

-0

174 (y1) = £ (y2) | < 20 Je(x0) " llys = y2ll - Vyi,y2 € (3.17)
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da cui f=! ¢ continua. Rimane da mostrare che €, & aperto e la differenziabilita di £1.
Prendiamo y € € e sia x := £7!(y) l'unico punto in B(xo, po) tale che f(x) = y.
p

Scegliamo p > 0 tale che B(x, p) C B(xq, po) € poniamo p; := ——————.
2| Je(x0) =]

Dato y’ € B(y, p1) definiamo la mappa ®, : B(x, p) — R" ponendo:

Dy (x) = X' = Jy(x0) (EX) —y) (= B() + Jrxo)Y) (X € Blxp)).
Dato che @,/ differisce da ® per una costante, si ha ancora:

1
1@y (x2) — Sy (x1)l] < 532 —xa]| - V1, %2 € Blx, p).

Notiamo che @, (x) = x. Se allora x’ € B(x, p)

[@y(x') — x| = [[@y/(xX) — ©y(x)[| < [|Py/(x) — Py () [| + [y (x) — Py (x)]| <
1 - 1 _ PP
< S |X = x| e (x0) Y =yl < o+ [ Te(x0) i <5+ 5 = p.
PR \CAPEA ) 2 2
<p <p1

Dunque ®,/(x’) € contenuto in B(x,p) C B(x,p) per tutte le x' di B(x,p); in altri

termini @y : B(x, p) — B(x,p). Siamo dunque nelle condizioni di applicare il Teorema

delle Contrazioni e ottenere che esiste un punto x’ in B(x, p) tale che:
Oy (x) =X & Je(x0) (E(x) —¥) =0 & f(x) ="

Riassumendo abbiamo dimostrato che, dato y in €, esiste p; > 0 tale che ogni y’ €
B(y, p1) appartiene a f <B(x, p)) C f(B(x0, po)) = Q1. Questo significa che ©; ¢ aperto.

Dimostriamo che £~ ¢ differenziabile. Innanzitutto notiamo che J;(x) & invertibile
per ogni x in B(xg, pp). Questo si potrebbe dedurre dalla (3.15), ma lo si pud comunque
ottenere pur di prendere py abbastanza piccolo (dato che x — det(Jg(x)) ¢ continua).

Siay € e sia x :=f~!(y) € B(xo, po). Per la differenziabilita di f in x:

f(x') — f(x) = Je(x)(x' — x) + o(x)||x" — x|| vx' € Q.
dove o(x’) — 0 per X' — x. Prendiamo y’ € ©; e poniamo x' = f~!(y’):
Y =y = REE ) — £ ) + o E Y DIE ) — £ )]
Applichiamo J¢(x)™! a entrambi i lati:

Je(x) Y —y) =£(Y) — £ () + Je(x

- J

SN~—
L
Q
—~
i
—
—
l<\
N~—
N~—
i
—
—~
(<\
N~—
7
—
—~
<
SN~—

Poniamo o1(y’) := —R(y’)/|ly’ — y||. Usando la (3.17):

1 G0) "l (£ (y ) 1211 e (o) Ty —

Iy =¥l = Lot (y))l

lon () <

con L = 2||Je(x) ||| Je(x0) Y. Sey’ =y siha f~1(y") — £ (y) = x da cui oy(y’) — 0.
Abbiamo dunque:

) =) + )Y —y) )Y -yl vy €,

con 01(y’) = 0 per y’ =y e quindi f~! ¢ differenziabile in y e Je-1(y) = Je(x) 1. ]
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3.5.3 Notazione. Sia data una funzione g : QO — R con Q aperto di RV e supponiamo
g differenziabile. Conveniamo di indicare (x,y) i punti di R¥** dove x € RV e y € RM.
Ricordiamo che

Diy) o ey)
5 axl ) ) ’ al'N )
g . .
a_(xa y) = : :
X
o0 (x,y), - O (x,y)
axl J ? ? axN )
e lo “Jacobiano parziale” di g rispetto a z1,...,xy (che & una matrice M x N) e
Ig dg1
7 \X ) ) X,
; Ry s p(xy)
g ) .
%(& y) = : :
Oon (x,y), - 0o (x,y)
8y1 ) ) ) ayM b
¢ lo “Jacobiano parziale” di g rispetto a y1,...,yy (che € una matrice M x M).

3.5.4 Teorema (delle funzioni implicite). Siano N, M interi, sia @ C RNTM aperto e sia
g € CH(;RM). Supponiamo che (xq,yo) € Q verifichi g(xo,yo) = 0 e che si abbia:

et (G xova)) 0.

Allora esistono p > 0, un aperto W in RN con xy € W e una funzione £ : W — RM tali
che che B((x9,¥0),p) C Q e:

{(X7y) S B((X07YO)7p) :g<X7 Y> - 0} = {(X, y) X € W?Y - f(X)} :

Inoltre £ ¢ differenziabile in W e si ha:

Je(x) = %(X) =— (g—i(x7f(x)))_ g—i(x,f(x)) Vx e W. (3.18)

Dimostrazione. Definiamo la funzione ® : Q — RY*M ponendo:
o(x,y) = (x,8(x,¥))
Si ha che ®(xg,y0) = (%0,0) e

Idy, On, s

<] 5 == s =
CD(X Y) 8(x, Y) (X Y) %(Xo YO) —g(Xo YO)
aX ) Y ay Y
(Idy indica la matrice identica N x N, Oy s ¢ la matrice nulla N x M). Per la struttura
0 0
di Jg si ha det (—(XO, y0)> = det (—g(xo, yo)) =# 0. Per il Teorema di Inversione
I(x,y) dy

Locale esiste py > 0 tale che ® ¢ iniettiva su B := Bgnv+m((Xo,¥0), po) € 'immagine ; :=
®(B) ¢ un aperto di RN+ sul qual & ben definita la funzione inversa ¥ = &' : Q; — B.
Notiamo che (x¢,0) = ®(x0,yo) € 1. Scriviamo ¥ = (¥, U,y). Dato che:

(na E) = (D<\I](777 E)) = ‘b(‘lﬁ("?, £)7 \112(777 €)) = (\Dl('rh s)a g(qﬁ("?, £)> \112(777 E))
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(se (n,&) € Q) otteniamo:

Ui(m,&) =mn, gn,¥Y(n§)) =€ V(n & e

Poniamo W := {x € RV:(x,0) € 1 }. W & aperto in quanto W = 7-1(;), dove 7 :
RNTM — RN ¢ 1a proiezione: 7(x,y) = (z,0), che ¢ chiaramente continua. Inoltre xo € W
dato che ®(xg,y0) = (7, 0). Defininiamo f : W — R™ ponendo f(x) := W5(x,0) per ogni
x € W. Per quanto sopra si ha:

g(x,f(x)) = g(x,¥2(x,0)) =0  VxeW.
Viceversa se (x,y) € B e g(x,y) = 0, allora:
(x,0) = B(x,y) € 1 e U(x,0) = (x,y) = x € W e y = Us(x,0) = £(x).

Dunque abbiamo caratterizzato {(x,y):g(x.y) = 0} N B((Xo,¥0), po) come grafico della
funzione f definita su W. Per quanto riguarda la differenziabilita di f basta usare le regole
di calcolo. Prima di tutto:

Idy, On, -

J\I/(”%E) = J@(\I](nvé))_l = =

W), GEEn.€)

Idy, On, v

. (Jll(”%g) J12(17a£))
\Jai(m,§) J2n§))’

(Bawme) Bume, (Ewme)

Notiamo ora che f = 75 0 U o & dove m5(x,y) =y (proiezione su RM) ¢ o(x) = (x,0). E
facile vedere che

Jra(6¥) = Oun Idu) () = Gﬁ@

da cui, usando la formula di composizione:

0 = O 1) () ) (a1 = ol

og ~og _ [og ~!og
- (FEwmon) FEwexo) - - (FEute)) Eote),

]

3.5.5 Osservazione (caso M = 1). Sia  un aperto in RV*! e sia G € C(2, R). Poniamo:
M :={(x,y) € Q:G(x,y) = 0} .

Supponiamo che:

oG

(X0, 40) € M, a—y(xo,yo) # 0.

Allora esistono p > 0, € > 0 e una funzione f : B(xg, p) — R di classe C' tali che:

M0 (B(xo, ) x]yo — &, 40 +€[) = {(x, f(x%)) : x € B(x0,p)} -
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3.5.6 Osservazione (caso N, M = 1). Sia 2 un aperto in R? e sia G € C(, R). Poniamo:
M :={(z,y) € Q:G(z,y) = 0}.

Supponiamo che:

oG

(w0,90) € M, a—y(xo,yo) £0.

Allora esistono d > 0, € > 0 e una funzione f :]xq — d, %o + 6[— RY di classe C! tali che:
M 0 (Jwo = 0,0 + 0[Xyo — €, 90 + £[) = {x, f(2)) : x €]wo — b, 20 + I} .

Notiamo che ~(z) := (z, (x)) ¢ una curva in R%e che

oG
, / %(% f(z))
y(@) = (L) = [ 122 | 2 0,0)
a—y(% f(z))
dunque vicino a (zg,yo) 'insieme M ¢ descritto da una curva regolare.
9.5.7 Osservazione. E abbastanza chiaro che, se Q € RN™M x; = (z1,...,2n41) ¢ un
punto di 2, e g € C(Q; RM) con g(xg) = 0, e se un sottoinsieme di M variabili x;,, ..., z;,,
0
trale N+ M xq,...,xn.p € tale che lo “jacobiano parziale g (x0)” & inver-

8(@-1 ce 81‘”\4)
tibile, allora, vicino a X, l'insieme M := {x € 2:g(x) = 0} si descrive come il grafico di

una funzione f definita sulle rimanenti N variabili z;,...,x;, a valori nelle z; , ..., x;,.

oG
In particolare nel caso M = 1 basta che una derivata G_(XO) #0 (itraleN+1)
x

i
per poter affermare che esiste una funzione f definita nelle z; con j # 7 a valori reali, tale
che, vicino a xg

{9(X> = 0} = {(xla B axi—lvf(xh ceey L1, Tig 1,y - - - ,$N+1),Ii+1, <o a:L‘N—&-l)} .

3.6 Massimi e minimi vincolati
Al solito 2 ¢ un aperto di RY e fissiamo anche M < N.

3.6.1 Definizione. Chiamiamo wincolo regolare (bilatero) di codimensione M in € un
insieme V' C ) tale che esiste g : 2 — RM™di classe C' con le proprieta:

V={xeQ:gx) =0}, rank (Jg(x)) =M VxeV (3.19)

(ricordiamo che il rango di una matrice A ¢ il massimo n per cui esiste un minore n x n di
A con determinante non nullo — notiamo anche che I'ipotesi sopra significa che le M righe
di Jg(x) sono linearmente indipendenti). Se V' & un vincolo regolare di codimensione M
in €2 possiamo chiamare dimensione di V' il numero intero N — M.

Se 2 = RY diciamo semplicemente che V & un vincolo regolare di codimensione M.

3.6.2 Esempio. L’insieme V := {z% + 3? + 22 = 1,2 = y} & un vincolo regolare di codi-
mensione due. Infatti possiamo considerare:

24y +22-1
g(z,y, ) :—( Y

r—y
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(per tutte le (z,y,z) in R?). Chiaramente V = {g(x,y, z) = 0}. Inoltre:
(2 2y 2z
Jg($7yvz)_ (1 —1 O)

1 -1
determinante —2(x+y) = —4y = —4y per (z,y,z) € V. Dunque, se (z,y,2)) € Vex #0

. . - D 2 2
Questa matrice ha sempre rango due nei punti di V. Infatti il minore < T2 ha

Jg(z,y, z) rango due. Se x = 0 anche y = 0 da cui z # 0 e in tal caso il minore (Zf 202)

ha determinante —2z # 0. Si vede abbastanza facilmente che V' e descritto dalla curva
regolare v(t) := (‘/75 cos(t), ‘/75 cos(t),sin(t)) per t € [0, 27].

3.6.3 Osservazione. Un vincolo regolare di codimensione M si puo sempre vedere co-
me intersezione di M vincoli regolari di codimensione 1. Infatti se g ¢ tale che V =
{x:g(x) = 0} allora:

V=Vin---NnVy doveV;:={x:gi(x) =0},

e dove ¢1(x), ..., ga(x) sono le componenti di g(x). E chiaro che ogni V; & regolare perche
se fosse Vg;(x) = 0 la riga i-esima di Jg(x) sarebbe identicamente nulla e quindi ogni
minore M X M avrebbe una riga nulla da cui rank(.Jg)(x) < M, contro l'ipotesi (3.19).
Non ¢ pero vero il viceversa perché non e detto che insiemi regolari di codimensione 1
abbiano sempre intersezione regolare: per esempio

I'iperboloide V := {22 +1=2a*+ y2} e il piano P := {z =1}

sono regolari perché Vg,;(x) ¢ il trasposto della riga i-esima di jg(x) e se Vg;(x) = 0 si
avrebbe det(Jg(x)) = 0. Pero la loro intersezione ¢ data da:

VAP={z=1z=y}n{r=1,2=—y}

cioe dall’unione di due rette che si intersecano in (1,0,0) che non puo essere regolare
dato che non vale la tesi del teorema delle funzioni implicite:

In effetti 'ipotesi su Jg in (3.19) equivale a dire che le righe di Jg(x) sono linearmente
indipendenti per ogni x € V, che ¢ lo stesso che: gli M vettori Vg;(x),..., Vg (x)
sono linearmente indipendenti. Geometricamente questo significa che i V; si “in-
tersecano trasversalmente”. Nell’esempio sopra invece l'iperboloide V' e il piano P sono

“tangenti” nel punto (1,0, 0).

Vediamo ora che i vincoli regolari ammettono uno “spazio tangente” e uno “spazio
normale” in ogni loro punto. Ricordiamo che sono state introdotte le direzioni tangenti a
un insieme generico nella Definizione (2.1.10)

3.6.4 Teorema. Sia V un vincolo regolare di codimensione M in Q C RN e siag:Q —
RM wna funzione per cui valgano le (3.19). Allora se v.€ RN si ha:

V é tangente a V in Xo < Jg(xo)V = 0. (3.20)

Dimostrazione. Dimostriamo “=". Se V e tangente a V in xq esiste € > 0 ed esiste una
curva v : [—¢,e] — V, di classe C!, con 4(0) = x¢ e ¥/(0) = v. Ma allora g(y(t) = 0
per ogni t € [—¢,¢| e questo implica Jg(v(t))y'(t) = 0. Prendendo ¢t = 0 si ottiene
Jg<X0)\_f) =0.
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Dimostriamo “«”. Scriviamo i punti x di RY come (x/,x”) con x’ € RN "M ¢ x” € RM,

0 S
A meno di riordinare le variabili possiamo supporre che det ( 85’ (x0) | # 0. Sia V tale

che Jg(x9)¥V = 0 e scriviamo anche v = (V, V") con V' € R¥"M™ ¢ v/ € RM. Dato che

og og

Jg(x0) = (g(xo); @(xo)), la condizione su V si puo scrivere come:

08, o, 08 i o\ 08,
&(Xo)v + %" (XU)V =0 =4 vV = — (8}(// (Xo)) &(Xo)v

& (x0) che abbiamo in ipotesi). Usando il Teorema delle Fun-

aXl/

zioni Implicite possiamo trovare p > 0, p; > 0 e una funzione f : Bryv-um(xp,p) —
Bgru (X, p1), di classe C!, tale che:

(usando I'invertibilita di

V N (Bryv-m(Xg, p) X Bru(xg,p1)) = {x € Q:xX € Bryv-um(xg,p), x" =f(x')}.
Prendiamo € > 0 in modo che ¢[|[V'|| < p e definiamo una curva + in RY ponendo:
y(t) = (xp + tV', f(xg + tV)) teR.

Per le proprieta di f ¢ chiaro che, se |t| < e, si ha y(t) € V e 4(0) = (xq,f(x5)) =
(x5, %) = Xo. Inoltre:

7ww4WAmwwﬁ»=<w—Q§kmﬁyggwwwwo

(abbiamo usato la formula (3.18)). Se ¢ = 0 otteniamo:

g ! g
V@ZGrQMW>&MW}WNFV

Abbiamo dimostrato che v € una direzione tangente. O

3.6.5 Definizione. Dato un vincolo regolare di codimensione M in Q C RY, per ogni
Xo € V indichiamo:

Ty(xg) := {\7 € RY: ¥ & tangente a V in XO} . Ny(xq) := Ty (xo)*

che sono detti rispettivamente spazio tangente e spazio normale a V in xy. La peculiarita
rispetto a un insieme V' generico ¢ che questi insiemi sono dei sottospazi lineari di RV (tra
loro complementart).

Quello che segue e un risultato di algebra lineare. Notiamo che invece di una matrice
M x N si potrebbe considerare un’applicazione lineare L : X — X; con dim(X) = N e
dim(X;) = M. Ricordiamo che se A € M(M, N) sono definiti il nucleo e l'immagine:

Ker(A) := {V: AV =0} , Rank(4) := AR") = {w e RY:3v € R con AV =w}.
Ricordiamo anche che la trasposta AT di una matrice e caratterizzata dalla proprieta:
(ATw) - v =w - (AV) YW, V.
3.6.6 Lemma. Sia A una matrice M x N. Allora:

Ker(A)* = Rank(AT). (3.21)
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Dimostrazione. Dimostriamo che Rank(AT) C Ker(A4)*. Sia w € Rank(AT), allora w =
ATV per un opportuno V. Dato v, € Ker(A) si ha:

Dunque w € Ker(A)+. Viceversa dimostriamo che Ker(A)* C Rank(AT). Prendiamo un
w tale che -V, = 0 per tutti i vy € Ker(A). Definiamo la funzione ¢ : RM — R ponendo:

P(X) = [ATX = W[ = [ATX|? = 2(ATX) - & + |W]|* = (AATX) - X = 2(AW) - X + ||
Notiamo che AAT & una matrice M x M simmetrica. E chiaro che ¢ ¢ differenziabile e
V(X)) = 24ATX — 24w = 2A(ATX — W).

Inoltre AAT ¢ semidefinita positiva (dato che (AATA) - X = ||ATX|?). Per il Teorema
Spettrale esiste una decomposizione R = X+t @ X, con Xt e X, ortogonali, Xo = Ker(AAT)

e AAT definita positiva su X*. Dunque per ogni X € RM posso scrivere (in maniera
univoca) X = AT + Xy dove Ay € X*, Xg € Xg e AT - Xg = 0. Allora

P(X) = AATXT + Xo) - (AT + Xg) — 2(4AW) - (AT + Xo) + |W]? =

AATXT) - (A + Xg) — 2(AW) - AT = 2(ATXg) - W + | W] =
AAT(XT) - XF 4 (AATXY) - X — 2(AW) - AT —2(ATXg) - W + | W] =
AATXT) - X = 2(AW) - X 4 [[W]° > 2| XF])° = | AW [ XF[] + [
dove si & sfruttato il fatto che w - (ATXg) = 0 perché A(ATXy) = AATXg = 0 e dove € > 0
¢ il pitt piccolo autovalore positivo di AAT. Questo mostra che ¢(X) dipende solo da A™
e che .
lim o(AT) = +o0.
[AF]|—o00

Da Weierstrass si deduce allora che ¢ ammette minimo in un X* € Xt che dunque ¢
stazionario per ; questo significa:

AATXN —W)=0 < (ATX —W) € Ker(A).
Ma allora W - (ATA* — W) = 0; ne segue:
P(X*) = (AT = W) - (ATX = W) = (ATA* —W) - (ATX) = (A(ATA" —w) - (ATA*) - X* = 0.
Abbiamo dimostrato |ATA* — w||2 = 0, da cui w = ATA* ¢ dunque w € Rank(AT). [

3.6.7 Proposizione. Se V' ¢ un vincolo regolare di codimensione M e xq € V', lo spazio
normale a V' in Xy si caratterizza come:

Nv(Xo) = Rank (Jg(Xo)T) = {/\1V91(X0) —+ 4 /\MVgM<X0) . /\1, s ,)\M - R} (322)
dove g = (g1, ,gm) € legata a 'V dalla (3.19).

Dimostrazione. La prima eguaglianza segue dalla definizione Ny (xq) := Ty (xo)*, dalla
proprieta (3.20) e dalla (3.21). Per quanto riguarda la seconda basta notare che

Jg(x0)T = (Va1,....Vgu)
e quindi
Rank(Jy(x)7) = {Jg(XO)TX;X c RM} = (Vg (x0) + -+ AiVaar i A, Aw € R}
]
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3.6.8 Osservazione. Ricordiamo che dati vy, ..., vy € RV, siindica con span(vy, ..., vy)
il sottospazio generato da vy, ..., vy,. Il risultato precedente stabilisce dunque che:

Ny (xo) = span (Vgi1(xo), - - -, Vgu(Xo)) -

3.6.9 Teorema (dei moltiplicatori di Lagrange). Siano Q un aperto di RN e V' un vincolo
regolare di codimensione M in Q, individuato da una funzione g € C*(€; RM) werificante
la (3.19). Sia f € C*(;R) e sia xg € V' un punto di massimo o minimo relativo per f
ristretta a V. Allora esistono M numeri reali N\, ..., Ay tali che

Vf(X0> = )\1V91 (Xo) 4+ 4 /\MVQM(X()) (323)

(g =(g1,.--,9m)). I numeri Ay,... Ay sono detti moltiplicatori di Lagrange.
In altre parole (in virtd della Proposizione (3.6.7)), se X é di massimo o minimo locale
per f su 'V, allora V f(xq) € Ny (Xo).

Dimostrazione. Sia Vv una direzione tangente a V in x. Allora esiste una curva = :
[—e,e] = V, per € > 0 opportuno, tale che v(0) = x¢ ¢ 4'(0) = V.

Definiamo ¢ : [—¢,e] — R ponendo ¢(t) := f(7(¢)); dato che x( ¢ di massimo (minimo)
locale per f in V si ha che 0 ¢ di massimo (minimo) locale in | — €, e[. Dunque ¢'(0) = 0.

Ma ¢'(t) = Vf(y(t)) - v'(t) e quindi
0=Vf(v(0) v(0) =V f(xo) - V.

Per l'arbitrarieta di v se ne ricava che V f(xg) ¢ ortogonale a ogni direzione tangente a V'
in xo, cioe Vf(x9) € Ny(x¢). Per la Proposizione (3.6.7) si ha la tesi. O

3.6.10 Osservazione. Supponiamo che V' sia un vincolo regolare di codimensione M in €2
aperto di RY e sia g, g € C*(2; RM due funzioni verificanti (3.19). Allorasei=1,..., M,
applicando il teorema precedente con f = g; (che & costante su V') si ha:

M

Vii(x) =) Ai(x)Vgi(x)  VxeV

J=1

per opportuni )\; ; (dipendenti da x). Dunque Vg;(x) € span(Vg(x),..., Vgu(x)) per
t=1,..., M. Scambiando g e g si ottiene:

span(V g (x), ..., Vau(x)) = span(Vg; (x), ..., Vgu(x)).

Dunque il sottospazio span(Vg;(x),..., Vg (x)) non dipende dalla g utilizzata per de-
scrivere V' ma solo da V. Questo era gia implicito nell’enunciato del Teorema (3.6.4), dato
che nella definizione delle direzioni tangenti (e quindi delle normali) non si usa la g.

Notiamo che nell caso g scalare, cioe M = 1, lo spazio normale & dato da Ny (x) =
{A\Vyg(x): ) € R}.

3.6.11 Definizione. Sia V un vincolo regolare di codimensione M in  aperto di RV
e sia f € C1(Q). Un punto xo € V di dice punto critico vincolato per f su V  se
Vf(xo) € Ny(xp), cioe se esistono Aj,..., Ay in R tali che valga (3.23) (dove g ¢ una
funzione per cui vale (3.19)).

Il Teorema dei Moltiplicatori stabilisce dunque che i punti di massimo o minimo relativo
per f su V sono punti critici vincolati per f su V.

Finora abbiamo considerato vincoli definiti mediante delle “condizioni di eguaglianza”.
Possiamo anche considerare delle “condizioni di diseguaglianza”.
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3.6.12 Definizione. Diremo che V e un wvincolo regolare unilatero in €2 se esiste una
funzione g : 2 — R di classe C*(f2) tale che

V={xeQ:g(x) <0}, Vg(x) #0 Vx e con g(x)=0. (3.24)

8.6.18 Osservazione. Se V & come sopra, allora doV = {x € Q:g(x) =0} (se Q@ = RV
oV = {xe€Q:g(x)=0}). Questo si puo dedurre dal fatto che {x € Q:g(x) =0} ¢
localmente I’epigrafico della “funzione implicita” che ¢ continua (vedi la (1.5.8)).

Notiamo che un vincolo unilatero ¢ necessariamente di codimensione 1 dato che le
disuguaglianze hanno senso solo in R.

3.6.14 Teorema. Sia Q) un aperto di RY. Sia V' un vincolo regolare unilatero individuato
dauna g:Q — R esiaxgeV. Sia f:Q— R una funzione di classe C1(Q).
Se xq¢ € punto di massimo o minimo relativo per f su V allora esiste X\ € R tale che:

V f(x0) = Ag(x0), g(x0) < 0= A=0.

Dimostrazione. Se g(xp) < 0, allora x¢ € interno a V', dunque X ¢ un punto stazionario
libero, cioe V f(x9) = 0. Se g(x¢) = 0, allora x¢ ¢ (in particolare) un punto di massimo
(minimo) relativo per f su Vy = 0oV = {x € Q:g(x) = 0}. Per il teorema dei moltipli-
catori (applicato a V;) esiste A € R tale che V f(x¢) = Ag(X¢). In entrambi i casi vale la
tesi. [

Vediamo ora (senza dimostralo) il caso generale in cui sono presenti sia condizioni di
eguaglianza che condizioni di disuguaglianza.

3.6.15 Teorema. Sia Q un aperto di RN. Siano M > 0 e K > 0 due interi e siano
g1, 9m € hy, ... hg delle funzioni C*(S;R) (se M = 0 non c’¢ nessuna g, se K =0
non c¢’é nessuna h). Consideriamo:

Vi={xeQ:gx)=0,i=1,...,M ehj(x) <0,j=1,...,K}
(le g; danno “vincoli di equaglianza”, le h; “vincoli di disequaglianza”). Supponiamo che:

sexg €V eseh; (x0) == hj,(x0) =0 allora (3.25)
Vg1(x0), ..., Vgu(xo), Vhj, (x0), ..., Vh;,(x0) sono linearmente indipendenti. '

Nell’ipotesi “di regolarita” (o trasversalita ) scritta sopra sono cowolte tutte le g; e solo
le h; che si annullano in x¢; notiamo che (3.25) implica M + R < N.
Consideriamo una f € CY(Q) e supponiamo che x¢ in'V sia un punto di massimo ( di

minimo ) relativo per f su'V. Allora esistono Ay, ..., Ay € i, ..., ug in R tali che:
M K
Vf(XQ) = Z )\lvgl<X0) + Z/Lthj(Xo), wi = 0 se h]’(Xo) < 0. (326)
i=1 j=1
Questo equivale a dire che, dette hj,, ..., hj, le h; tali che hj(xg) = 0 (eventualmente

nessuna e allora R =0) si ha:
Vf(Xo) = )\1V91(X0) + -+ )\MVQM(XO) + /Jthjl (Xo) + -+ ,LLRthR(Xo).

Inoltre:
i >0 nel caso del massimo 1 <0 nel caso del minimo (3.27)
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3.6.16 Osservazione (Lagrangiana). Introduciamo la funzione lagrangiana associata a f
e ai vincoli (g;), (h;), definita da:

L(x, A, ., 6 Z)\lgz Zuj ) +67),

che dipende oltre che da x € () dalle variabili ausiliarie A = (A1, ..., Ay), o= (p1, - - -, flg)
ed=(01,...,0x) (dunque L & definita su  x RM x RE x RE),
Allora (xq, A, pt, 8) € critico per L se e solo se xq € V, vale la (3.26) e 67 = —h;(xo)
Se ne ricava che i massimi/minimi per f su V sono “la componente x” dei punti critici
(liberi) di L (e si ha l'informazione sul segno dei p; (3.27)).

Dimostrazione. Si ha:

oL of L g oy
&(Xa )‘7“75> - a_X(X) - ;)\z Ox (X) - j;:uja_x(x)a
oL

a_A<X7 )\,/.L,(S) = (gl(x>7 s 7gM<X))7

oL

@(Xa )‘711’75) = (h1<X) + 5%7 s 7hK(X> + 6%{) )

oL

85( A, 0) = (2101, - -+, 20K 0K ) -

Supponiamo che (xg, g, g, 09) sia critico per L. Allora:

M K
VF(x0) =Y X0iVgi(x0) + Y 110, Vh;(x0),

=1 =1
0=g1(x0) = - = gum(Xo),

0= hi(xo) + 875 = -+ = hi(X0) + &
0= 200,100 = -+ = 20,k 00,k-

La prima riga ci da la parte sinistra della (3.26). La seconda riga implica che x¢ verifica i
vincoli di eguaglianza, la terza che x verifica i vincoli di diseguaglianza; inoltre h;(xg) = 0
se e solo se 6; = 0. Ma allora dalla quarta riga si ottiene p; = 0 per tutti quegli indici j
per cui h(xp) < 0; abbiamo in sostanza dimostrato la tesi. O

3.7 Domini regolari

Introduciamo in questo paragrafo una classe di insiemi aperti “regolari” che saranno utili
nel seguito.

3.7.1 Definizione (domini regolari). Sia D C R" un insieme chiuso. Diremo che D & un
dominio regolare se esistono un aperto Q in RY, con D C e una funzione g : Q — R di

classe C1(RY) tale che
D={xeQ:g(x) <0}, Vg(x) #0 Vvx €R"Y con g(x) = 0. (3.28)

Come abbiamo gia osservato si ha allora

lo):{xeRN:g(x)<0}, D = {x € Q:g(x) =0} =D, D=D.
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In sostanza D & chiusura di un vincolo regolare unilatero su RV e la sua frontiera & un
vincolo regolare di codimensione 1. Inoltre

Nop(x) ={AVyg(x): X € R} Vx € 09
Per ogni x € 0D possiamo anche definire la normale unitaria uscente da €):

Vyg(x)
V(x|

che ¢ un vettore di norma 1 in Nyq(x). Si puo vedere che v non dipende dalla scelta
di g. Infatti da quanto gia visto si ha che se § ¢ un’altra funzione che verifica le (3.28)
allora Vg = AVg con A € R, A # 0. Ma per la prima delle (3.28) deve essere A > 0 e
quindi i normalizzati dei due gradienti devono concidere. Rimarchiamo che la possibilita
di definire univocamente © dipende dal fatto che {g(x) = 0} ¢ la frontiera di D e quindi
sulla retta normale e possibile individuare un verso entrante e un verso uscente da D.

V(x) = ————

3.7.2 Esempio. La palla chiusa D := {z? 4+ y* + 2? < 1} ¢ un dominio regolare. Infatti
posto g(z,y, z) = x* + y* + 2% — 1 si ha:

2x
D= {(r.0.2) glr,0.2) <0} o Volryz)= (2] #0 seglry2) =0
2z
La frontiera di D ¢ S := {2* + y? + 2% = 1} che ¢ un vincolo regolare di codimensione

uno (in R?* dunque S ha dimensione 2).

3.7.8 Osservazione. Non tutti gli aperti sono parti interne di domini regolari. Se per
esempio consideriamo 2 := {0 < [|x|| < 1} (la palla unitaria privata dell’origine) vediamo
che 2 ¢ aperto, ma la sua frontiera ¢ costituita dalla sfera S := {||x|| =1} unita al
singoletto {0}. Questo non ¢ un vincolo regolare di codimensione 1 (lo si deduce dal
teorema delle funzioni implicite, applicato vicino a 0) e quindi non puo esistere D regolare
con D = Q (perché se esistesse 9D = 99).

3.7.4 Definizione (domini regolari a tratti). Sia D un chiuso di RY. Diremo che D ¢
un dominio regolare a tratti se esistono 2 C RY apertocon D C Qe gi,...,gx : 2 =R
funzioni C'(2) tali che D = {x € Q:g1(x) <0,...,9x(x) <0} e vale:

se Xg € Qe se g, (x0) =+ = g;p(X0) = 0 allora (3.20)
Vgj (X0), ..., Vgj,(Xo0) sono linearmente indipendenti. '

Stavolta si ha:

0D = {x € RV :g1(x) = 0} U--- U {x € R": gc(x) = 0}

=5, =Sk

mentre )
D={xeQ:¢91(x)<0...,9x(x) <0}

Dunque la frontiera di €2 ¢ fatta dalle K “toppe” S;, j =1,..., K, definite sopra. In
ogni S; si puo individuare un “interno”:

Si={x€Q:g;(x) =0,gi(x) >0 peri#j}.

Ognuno degli S} & un vincolo regolare di codimensione 1 (relativamente all’aperto (2, :=
{x € RN:g;(x) <0 Vi j}) per cui nei punti x € S; & ben definita il versore normale
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uscente mediante U(x) := Hg?—g;” Dunque nei punti della frontiera di D che si trovano
in S7U---US% la normale ¢ b]en definita. I rimanenti punti della frontiera sono quelli in
cui pitt di una g; si annulla e in questi punti non ¢ in generale possibile definire la normale.

Se siamo in R?® potremmo classificare questi punti come “spigoli” se due condizioni
condizioni di vincolo si annullano o “vertici” se se ne annullano tre (piu di tre non &
possibile a causa della (3.29)).

Si potrebbe dimostrare in generale che questi punti sono “pochi” (in un senso oppor-
tuno) tra i punti di frontiera, e che quindi, se 2 & regolare a tratti, “in quasi tutti i suoi

punti di frontiera” esiste la normale uscente.

3.7.5 Esempio. L’aperto Q := {(z,y,2) € R®:22 +y* + 22 < 1,2 > 0} ¢ un vincolo re-
golare a tratti (“I’emisfero nord”). € risulta infatti definito mediante le due funzioni

gl($,y72) = $2+y2+22_17 92($7y72):_z'

Si vede facilmente che i gradienti

2x 0
Vgl(xvya Z) = 2y ) V92(557y7 Z) = 0
2z -1

sono non nulli dove le rispettive ¢ si annullano e sono linearmente indipendenti dove
entrambe le g fanno zero (cio¢ in {(x,y,0): 2%+ y*> = 1}). Dunque la condizione (3.29)
sono verificate. Notiamo che la frontiera di €2 si puo dividere in tre pezzi:

=+ P+ =12>0},8 ={2=0,2"+y"<1},5%:={2=0,2"+y* = 1}.
I primi due sono la “parte regolare” della frontiera su cui e definita la normale:
x 0

1
su Sy, v(r,y,z) =1 0 | sus]

v(r,y,z) = )
( ) Vai+yr+ 22\, 1

mentre in Sy (“I'equatore”) €2 ha uno spigolo.
Vediamo in altro esempio ponendo:

Q= {x2+y2+22 < 1,3320,220}.
In questo caso abbiamo tre “funzioni di vincolo”:
gl<m7y72) = $2+y2—|—22—1, gg(x,y,z) = =T, 93(x7y72) =z

i cui gradienti sono:

2x -1 0
vyl(x7y7 Z) = 2y ) Vg?(x7ya Z) = 0 ) VQB(%?J,Z) = 0
2z 0 —1

Con un po’ di pazienza si vede che l'ipotesi (3.29) e verificata. In questo caso la frontiera
di ; ha tre “pezzi regolari”

1= {x2+y2+z2:1,x>0,z>0},
pi={r=02"+y*<1,2>0}, S}:={2=0,2"+y*<l,z>0},
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su cui e definita la normale uscente (normalizzando i gradienti scritti sopra) e una “parte
singolare” S°, che a sua volta si potrebbe suddividere in

Sti={r=02"+y*=12>0}U{z=0,"+2"=12>0}U{z=0,2=0,1> <1}

( che ¢ costituita da tre “spigoli” ) piu l'insieme ( dei due “vertici” )
Sy:={r=0,2=0,9"=1} ={(0,1,0),(0,-1,0)} .

Un altro esempio ¢ il cubo aperto:

Q= {((z,y,2): [z <1, Jy[ < L,[2] <1}

che come ci si puo aspettare ha sei facce regolari su cui e definita la normale, dodici spigoli
e otto vertici.

Il seguente risultato che riguarda il caso N = 2 ci sara utile piu avanti quando
introdurremo le superfici.

3.7.6 Proposizione. Supponiamo che D sia un dominio regolare (regolare a tratti) di R?.
Supponiamo anche che D limitato. Allora esiste un numero finito di curve =, : |a;, b;] —
R?, i=1,...,k tali che:

e ogni vy, € chiusa e regolare (regolare a tratti);
o i sostegni v,([a;, b;]) delle v, sono disgiunti tra loro e ogni 7y, é iniettiva in |a;, b;|;
e 0D ¢ l'unione dei sostegni delle v;: 0D = ~([a1,b1]) U - U~y ([ak, bk]);

e se Py € 0D e se Py = v,(to) con ty € [a;,b;] (7y; regolare in ty), allora il vettore
v(Py) normale uscente a D in Py e il vettore tangente v'(ty) si possono trasportare
con un movimento rigido nei vettori €, €s: intuitivamente ogni curva v, “percorre
0D tenendo D alla sinistra”.

Esprimeremo quanto scritto sopra dicendo che la frontiera di D si descrive coerentemente
con la normale uscente a {2 mediante le curve v,,..., 7.

Non dimostriamo la proposizione. E chiaro comunque dal teorema del Dini, che per
ogni punto (regolare) Py di 9D esiste un intorno U di Fy tale che 9D N Py & descritto da
una curva (il cui verso si puo scegliere in maniera da rispettare l'ultima condizione). Il
resto della dimostrazione consistera nel passare dal locale al globale (qui conta che D sia
limitato).
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Capitolo 4

Calcolo integrale

4.1 Misura degli insiemi e integrazione

Vogliamo introdurre la nozione di integrale per funzioni di piu variabili. Questa nozione
¢ legata al problema piu generale di definire una “misura” (area, volume ecc.) per i
sottoinsiemi di RY.

Le idee guida per costruire la misura sono abbastanza intuitive; per esempio in R?: 1)
si definisce I'area dei rettangoli come prodotto base per altezza, 2) si definisce 'area di un
“plurirettangolo” P, cioe I'unione di rettangoli disgiunti, come la somma delle aree di tutti
i rettangoli che compongono P, 3) si “approssima” un insieme generico E mediante dei
plurirettangoli P, e si definisce ’area di F facendo il “limite” delle misure dei P,. In realta
mentre il passo 1) ¢ chiaro lo stesso non si puo dire per 2) e 3). In effetti sia la nozione
di approssimazione sia la definizione di plurirettangoli sono suscettibili di variazioni che
portano a risultati diversi.

Fermo restando che per gli insiemi concreti con cui si ha a che fare abitualmente
tutte le varie definizioni portano allo stesso risultato, € comunque importante avere delle
nozioni di misura che si “comportino bene rispetto alla nozione di limite” (questa esigenza
si sente anche in alcuni argomenti, quali le serie si funzioni, di cui tratteremo piu avanti).
Cio rende preferibile la costruzione della misura (e dell’integrale) mediante la teoria di
Lebesgue rispetto alla pit semplice costruzione di Riemann gia vista in Analisi 1. In
maniera analoga, quando si studia I’Analisi si usano i numeri reali invece dei razionali
(che sono piu che sufficienti per tutti gli usi pratici) per avere una teoria dei limiti pin
soddisfacente. Peraltro in queste note le proprieta della misura verranno enunciate senza
darne quasi mai la dimostrazione, di solito piuttosto laboriose.

Ricordiamo che la parte positiva z1 e la parte negativa = di un numero x sono :

. r sex >0, xf‘_(_m)Jr_ 0 sex>0,
"o se x <0, o ) -z se x <0,

di modo che x = 2™ — 27 e |z| = 27 + 27. Nel seguito data una funzione f chiamiamo
supporto di f, indicato con spt(f), la chiusura dell’insieme {z: f(z) # 0}; in particolare
una funzione ¢ a supporto limitato se esiste un disco B(xg, R) tale che f(z) = 0 per z
fuori da B(xg, R).
Data ancora una funzione f : A — R, dove A C R, con f > 0, chiamiamo sottografico
di f linsieme
G (f) ={(z,y):r € AyeR0<y < f(r)},

4.1.1 Definizione (limitata alla teoria dellintegrazione). Conveniamo che oo -0 = 0.
Questa convenzione sara sottintesa nel seguito di questo capitolo quando si incontrera il
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prodotto di due numeri reali estesi. Non daremo invece significato alla differenza di due
infiniti con lo stesso segno.

4.1.2 Definizione. Ricordiamo che un intervallo di R ¢ un insieme [ delle forma:
{reRa<z<b} {reRia<z<b}, {reRia<zx<b},{reR:a<z<b}

con —00 < a < b < 4o00. Per ognuno degli intervalli scritti sopra la lunghezza del
corrispondente intervallo e
U(I)=b—a €0, +x]

(ammettiamo anche lunghezze infinite). Dato N € N chiamiamo rettangolo di RY un
insieme R del tipo:

R=I xI, x ---x1Iy dove Iy, ..., Iy sono intervalli.

Dato un rettangolo come sopra definiamo la misura di R come:
|R| :={(1,) - U(I)---U(In) € [0, 400].

Quindi se N = 2 la misura & l'area (basexaltezza), se N = 3 la misura ¢ il volume.
Notiamo che in virtlt della convenzione 0 - oo = 0 I'area di una retta orizzontale in R? ¢
eguale a zero: tale retta ¢ infatti un rettangolo del tipo R x {a} e la sua area ¢ definita
come |R|-|{a}| = (+00 — (—0)) - (a —a) = +00 -0 = 0.

Vediamo per prima cosa la definizione di misura secondo Peano (Riemann). Notiamo
che nel caso N =1 la definizione seguente restituisce 'integrale studiato in Analisi 1.

4.1.3 Definizione. Chiamiamo plurirettangolo finito una unione finita di rettangoli di-
sgiunti, cioe un insieme P di RY esprimibile come:

P = U R; R; rettangoli, R; N R, = () se j # h.

j=1
Chiamiamo misura di P la somma delle misure di tutti i rettangoli che compongono P:

k

[Pl=_IRl.

J=1

Si puo dimostrare che |P| ¢ indipendente dal modo (che non ¢ chiaramente unico) in cui
P & scomposto in rettangoli disgiunti.

4.1.4 Definizione (misura e integrale di Riemann). Sia A un insieme limitato di R".
Poniamo:

my(A) ;= inf {|P|: P plurirettangolo finito A C P}
mp«(A) :=sup {|P|: P plurirettangolo finito P C A}

N

\ e
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mi(A) e mpg.(A) si dicono rispettivamente la misura esterna secondo Riemann (o secondo
Peano) e la misura interna secondo Riemann dellinsieme A. Si dice che A ¢ misurabile
secondo Riemann se my(A) = mpg.(A), cio¢ se approssimando A con plurirettangoli in-
scritti o con plurirettangoli circoscritti si giunge al medesimo risultato. Se A ¢ misurabile
indichiamo con mg(A) il valore comune delle due misure (interna ed esterna).

Sia ora f : RY — R una funzione limitata e a supporto limitato. Diciamo che f ¢
misurabile secondo Riemann se i sottografici G=(f*) e G7(f~) sono insiemi misurabili
secondo Riemann. In questo caso chiamiamo integrale di Riemann di f il numero

L 6= mlG(£) = malG (7))

Infine se A ¢ un insieme limitato e f : A — R ¢ una funzione limitata possiamo dire che f
e integrabile su A se la funzione f che e eguale a f su A e vale zero fuori di A & misurabile
e in questo caso si definisce 'integrale di f su A come

/ f(x)dx = f(x) dx.
A RN

Si potrebbero dimostrare una serie di proprieta per gli integrali di Riemann; per esem-
pio che se A e A sono due insiemi misurabili disgiunti, allora la loro unione e misurabile
e mr(AU B) = mpg(A) + mg(B) (questo non ¢ vero se A e B non sono misurabili). Op-
pure si potrebbe vedere che se f e g sono integrabili, allora la loro somma ¢ integrabile e
Jan (f +9) = Jan [+ Jon 9. Queste proprieta (e le varie altre che si possono dimostrare)
fanno si che la misura e l'integrale di Riemann siano un’ottimo modello matematico per
I'idea di area o volume in questioni di geometria elementare. Un piccolo difetto ¢ il fatto
che si misurano solo insiemi limitati e si integrano funzioni limitate a supporto limitato.
A questo pero si potrebbe tentare di rimediare considerando gli integrali impropri (an-
che se in RY le cose non sono cosi chiare). Il grosso problema pero ¢ la stabilita degli
insiemi misurabili e delle funzioni integrabili rispetto ad operazioni di limite. Non ¢ per
esempio vero (e invece servirebbe) che 1'unione di una successione di insiemi misurabili &
misurabile. Per questo siamo condotti a un’altra definizione.

4.1.5 Definizione. Chiamiamo plurirettangolo numerabile I’ unione di una successione
di rettangoli cio¢ un insieme P di RY esprimibile come:

P = U R; R; rettangoli.

jEN

4.1.6 Proposizione. Se P ¢ un plurirettangolo numerabile, allora esiste una famiglia
(R;)ien di rettangoli disgiunti la cui unione é P, cioe

P = U R, R; rettangoli, R; N Ry, =0 se j # h.

JeEN

Inoltre se (R;)ien ed (R.)ien sono due famiglie numerabili di rettandoli con la proprieta

detta sopra, allora
DR =D IR
n=1 n=1

Notiamo che non si ipotizza che P sia limitato per cui le serie sopra possono avere Somma
infinita (+oo dato che gli addendi sono posivi).
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4.1.7 Definizione. Sia P un plurirettangolo. Chiamiamo misura di P la serie (eventual-

mente infinita):
[Pl =) |Ry|.
n=1

dove R; sono rettangoli (i € N) e R; N Ry, = 0 se j # h. Per quanto detto sopra |P| &
indipendente dal modo in cui P & scomposto in rettangoli disgiunti.

D’ora in poi sottintendiamo che i plurirettangoli siano numerabili.

E facile vedere dalla definizione che unione intersezione e differenza tra plurirettangoli e
ancora un plurirettangolo (questo non si puo dire dei rettangoli). La seguente proposizione
(no dim) ¢ alla base delle successive proprieta della misura.

4.1.8 Proposizione. Siano P, e P, due plurirettangoli, allora:
|PLU Py + |PLN Py = |P| + | P
(se sono disgiunti Py U Pa| = |Py| 4 |Py|). Se inoltre Py C Py se ne ricava:
[P\ Pi| = [Po| = | Py
In particolare Py C Py = |Py| < |Py|.
4.1.9 Definizione (misura e integrale secondo Lebesgue). Sia A C RY. Poniamo:
m*(A) := inf {| P|: P plurirettangolo numerabile A C P} .

m*(A), che puo essere finita o 400, € detta la misura esterna secondo Lebesgue di A.

\

T~

4.1.10 Osservazione. Si ha in effetti:

m*(A) := inf {Z |R,|: R; sono rettangoli e A C U Rn} :
n=1 n=1

Questo si vede notando che se R; sono rettangoli e A C Uzozl R, allora P := Uf;l R, ¢

un plurirettangolo e |P| < > |R,|. D’altra parte possiamo prendere degli altri rettangoli

n=1
) \
R} la cui unione ¢ P che siano anche tra loro disgiunti. In questo caso Y |R),| = |P|. E
n=
chiaro allora che ai fini dell’estremo inferiore basta considerare le famiglie numerabili di

rettangoli disgiunti, e in tal caso la serie che si considera coincide con |P|).

4.1.11 Corollario. Se P ¢ un plurirettangolo, allora m*(P) = |P|.
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4.1.12 Proposizione. La misura esterna ¢ monotona cioé:
AcC BcRY = m*(A) <m*(B).

Inoltre, se per ognin € N A,, é un sottoinsieme di R™, vale la subadditivitd numerabile:

m’ <U An> <> m*(An).

Si potrebbe vedere che in generale non e detto che dati due insiemi disgiunti la misura
esterna della loro unione sia la somma delle misure. Omettiamo di fornire un esempio
che sarebbe molto complicato da costruire. Dato che la proprieta sopra ( additivita della
misura tra insiemi disgiunti ) e praticamente irrinunciabile, si rende necessario individuare
gli insiemi “buoni” per cui questa proprieta vale.

4.1.13 Definizione. Diremo che A & misurabile secondo Lebesque se
m*(E) =m*(ANE)+m*(E\ A) per ogni sottoinsieme £ di RY

Questa condizione dice che A spezza bene ogni altro sottoinsieme E - non e una proprieta
intuitiva come quella usata per fare la misura di Riemann e per la verita non ne parleremo
molto. L’ importante ¢ che questa proprieta individua una classe di insiemi abbastanza
ricca che verificano delle buone proprieta.

Indicheremo con M (o My se si vuole esplitare la dimensione dello spazio) la classe degli
insiemi misurabili. Se A € M, cioe se A ¢ misurabile, scriviamo m(A) invece di m*(A) e
chiamiamo m(A) la misura (secondo Lebesgue) di A.

Per fare capire 'utilita della misurabilita dimostriamo un paio di sue conseguenze.
4.1.14 Proposizione. Se P ¢ un plurirettangolo, allora P ¢ misurabile.

Dimostrazione. Sia P un plurirettangolo. Sia £ C RY e sia P’ un plurirettangolo tale che
E C P'. Per quanto detto sui plurirettangoli si ha che P'NP e P\ P sono plurirettangoli e
|P'| = |P'NP|+|P'\P|. Datoche ENP C P'NPe E\P C P'\Psiham*(ENP) < |P'NP|,
m*(E \ P) < |P’"\ P|. Dunque:

|P'| > m*(ENP)+m*(E\P) VP' con P’ plurirettangolo e £ C P'.
Per definizione di m*(E) e per le proprieta dell'inf si ricava:
m*(E) >m"(ENP)+m*(E\ P)
Essendo £ = (ENP)U(E\ P), usando la subadditivita troviamo anche:
m*(E) <m"(ENP)+m*(E\ P)
Dunque vale I’eguale. Dato che F e arbitrario abbiamo dimostrato che P & misurabile. [J
4.1.15 Osservazione. Se A;, Ay € M e Ay N Ay = (), allora
m (EN(ALUAY))=m (ENA)+m"(EN4y) VYECRY. (4.1)
Per vederlo basta usare la definizione di misurabilita per A; (o di As).

4.1.16 Proposizione. Siano Ay, Ay € M (due insiemi misurabili in RY ). Allora si ha
che AyUAs e M, A iNAy e M e Ay \ Ay € M. Inoltre:

m(Ay U As) +m(A; N Az) = m(A;) + m(Ay). (4.2)
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Dimostrazione. Dimostriamo che A := A; U Ay € M. Per questo prendiamo £ C RY.
Usando la misurabilita di A;:

m*(E) =m"(ENA) +m"(E\ 4).
Usando la misurabilita di As:

m (BN Ay) = m™((E\ A1) N Ag) +m*((E \_Al) \ As).

Per motivi insiemistici (vedi la figura) i quattro insiemi By, B, B3 e By sono disgiunti e

BlLJBgUBg:Eﬂ(AlLJAQ), B4:E\(A1UA2)

&

Usando di nuovo la misurabilita di As si ha (vedi sempre la figura):
da cui, usando di nuovo la misurabilita di A;:

m*(EN (AU Ap)) =m*(B1U By U By) =
m*((ByU By U Bs) M Ay) +m*((ByUBy U Bs) \ A;) =
m*(By U By) +m*(Bs) = m*(By) + m*(Bs) + m*(Bs).

Mettendo tutto insieme:

dunque A; U Ay & misurabile. Vediamo ora che se A € M allora il complementare CA &
anche lui in M. Questo & evidente perché, per ogni £ C RV:

m*(E)=m"(ENA)+m*(E\ A) =m*"(E\CA)+m*(ENCA).
Se ne deduce che intersezione e differenza di misurabili € misurabile, dato che:
A1NAy=C(CA; UCA,), Ay \ As = Ao NCA;.
Consideriamo ora FF = A, e usiamo la misurabilita di A;. Si ha:
m(Asz) = m(A2 N Ay) +m(Asz \ Ar).
Prendiamo F = A; N A, e usiamo la misurabilita di A;:
m(A; U Ay) =m((A1UA) NA) +m((A1UA) \ A1) = m(Ar) + m(A2 \ 4y).

Sommando m(A; N Ay) all’'ultima eguaglianza e usando la penultima si ricava la (4.2). O
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4.1.17 Proposizione (additivita numerabile). Sia (Ay,)nen una successione di insiemi

misurabili e poniamo A = U A,. Allora A é misurabile. Se inoltre A; N A; = 0 per

i # 7, allora e m(A) = Z (A)

Dimostrazione. Supponiamo che (A,,) sia una successione di insiemi misurabili e poniamo
[e.e]

A:= |J A,. Supponiamo anche che gli A,, siano tra loro disgiunti — questo non sarebbe
n=1
richiesto per la misurabilita di A, ma non e difficile ricondursi a questo caso modificando

opportunamente gli A,. Se k € N consideriamo

k
Ak::Alu---UAk:UAn.

n=1

Sia £ C RY. Usando (k volte) la (4.1) abbiamo:
m (ENA =m*(ENA) + - +m"(ENA) = Zm (ENA,)
Usando la monotonia della misura e la misurabilita deli A,,:

m*(E) = m*(ENAy)+m*(E\Ay) = m*(EnA)+m*(E\A) = Y m*(ENA,) +m*(E\A).

n=1

Dato che questo ¢ vero per ogni k ¢ vero per il limite, quando k — 400, dunque:
>Zm Y+ m*(E\A) >m*(ENA) +m"(E\ A)

dove, nel secondo passaggio, abbiamo usato la subadditivita. Come gia notato 'altra
diseguaglianza e sempre vera per cui:

m*(E) =m*(ENA) +m*(E\A) VECR"Y

da cuil la misurabilita di A. Per la formula notiamo che
k 0o
m(A) > m(Ay) = m(A,) VkeN=m(A)>) m(A
n=1 n=1

e usando la subadditivita si ottiene I'eguaglianza. O]

4.1.18 Proposizione (confronto con la misura di Riemann). Se A é limitato ed é misu-
rabile secondo Riemann, allora A é misurabile.

Dimostrazione. Sia E C RY. Sia ¢ > 0 e siano P’, P” due plurirettangoli finiti tali che
P'Cc AcC P"e|P"\ P'| <e. Per la misutabilita di P

m*(E)=m*(ENP)+m*(E\P)>m*(ENP)+m*(E\A).
Dato che P” e P"\ P’ sono misurabili e disgiunti abbiamo (vedi la (4.1))

m(ENA) <m*(ENP")y=m*(EN(P"\P))+m"(ENP)<
m*(P"\ P)+m*(ENP)=|P"\P|+m* (ENP)<e+m"(ENP).
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Quindi otteniamo
m*(E) >m"(ENA)—e+m*(E\ A) Ve > 0.
Mandando € — 0 si puo metlere 0 al posto di . Per ’arbitrarieta di F:
m*(E) >m*(ENA) +m"(E\A)  VEcCR".

Al solito la diseguaglianza opposta vale per la subadditivita e quindi abbiamo dimostrato
la misurabilita di A. O

4.1.19 Definizione. Sia ora f : RY — [0, +oc] una funzione (positiva a valori reali
estesi). Diciamo che f ¢ misurabile secondo Lebesgue se G~(f) ¢ un insieme misurabile.
Per una tale f chiamiamo integrale di f il numero:

[, Foydx = m(G ()

Tale integrale pud essere +0o. Se invece si considera una funzione f : RN — [—o0, o0]
diremo che essa ¢ misurabile se le due funzioni parte positiva f* e parte negativa f~ sono
entrambe misurabili. Diremo che f e integrabile se f € misurabile e se fRN fH(x)dx+ <
+00 e [on [7(X) dx < +00 e in tal caso chiameremo integrale di f I'espressione:

/ f(x)dx = fH(x)dx — f(x)dx
RN RN RN
Notiamo dunque che le funzioni misurabili positive hanno sempre integrale (eventualmente

infinito) mentre le funzioni a segno variabile hanno integrale solo quando questo ¢ finito.

4.1.20 Definizione. Se infine A ¢ un sottoinsieme di RV e f : A — R ¢ una funzione
possiamo dire che f & misurabile (integrabile) su A se posto:

) fx) sexeA,
() = {O sex ¢ A,

si ha che f & misurabile (integrabile). Si definisce allora U'integrale di f su A come

/Af(x)dx = /RNf(x)dX.

4.1.21 Osservazione. Nel caso in cui f(x) = 1 per ogni x € A la costruzione di f porta
alla “funzione indicatrice di A”, indicata con 14, ciod a 14 : RN — {0,1} definita da:

1y(x) 1 sexeA,
X) =
4 0 sex¢A.

E chiaro che 14 > 0, A & misurabile se e solo se 14 & misurabile e m(A) = Jan La(x) dx
(che puo essere finita o infinita).

Vediamo ora le proprieta principali degli insiemi e delle funzioni misurabili.
4.1.22 Proposizione (proprieta degli insiemi misurabili).

1. Se Ae M eB e M, allora A\ B € M. Inoltre, se m(AN B) < +oo, allora
m(A\ B) =m(A) —m(ANB).
Se ne deduce in particolare che, se B C A, allora m(B) < m(A).
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2. I plurirettangoli sono misurabili e la loro misura coincide con quella di partenza:
m(R) = |R|. In particolare RN € M, m(RY) = 400, 0 € M, m(0) = 0.

3. Gli insiemi aperti e (di consequenza) gli insiemi chiusi sono misurabili.

4. Se (Ap)nen € una famiglia di sottoinsiemi misurabili di RN, allora
U A, eM | ﬂ A, € M.
neN neN

Inoltre si ha (varie forme di ”additivita numerabile”):

(a) Se gli A, sono a due a due disgiunti: A; N A; =0 per i # j, allora

m (U An> => m(A,).

neN neN

(b) Se (An)nen € crescente: A, C A,i1, allora

m (U An> = nh_g)lo m(A,).

neN

(c) Se (Ap)nen € decrescente: A, C Ay, e se m(A;) < 400 allora

m (ﬂ An) = nlg& m(Ay).

neN

4.1.23 Osservazione. Useremo anche la notazione |E| per indicare m(E). E chiaro che
non c’e ambiguita dato che nel caso dei rettangoli le due notazioni coincidono.

4.1.24 Definizione. Diremo che un sottoinsieme £ di RY & trascurabile se m*(E) = 0.
4.1.25 Proposizione. 1. Se E é trascurabile, allora E é misurabile e m(E) = 0.
2. Se E ¢ trascurabile ed By C E, allora E é trascurabile.

3. Se (Ey)nen € una successione di insiemi trascurabili, allora |, oy En € trascurabile.

Ogni insieme fatto da un numero finito di punti e ovviamente trascurabile. Anche N
o o

e Z sono trascurabili in quanto N = J {n} e Z= J {n, —n}. Ma anche I'inseme Q dei
n=0 n=0

numeri razionali e trascurabile. E infatti noto che Q € “numerabile”, cioe che esiste una

una successione (q,), per cui Q = (J {g¢.}
n=0

4.1.26 Osservazione. Ricordiamo che l'insieme F := {q € [0,1]:¢ € Q} = [0,1] N Q non &
misurabile secondo Peano (che ¢ equivalente a dire che la funzione f : [0,1] — R definita
da f(z):=1,sex € Ee f(x) :==0sex €[0,1] \ £, non ¢ integrabile secondo Riemann).
Invece F ¢ misurabile secondo Lebesgue e |E| = 0 dato che E C Q.

4.1.27 Definizione. Nel seguito diremo che una proprieta P(x) ¢ vera quasi ovunque in
RY o per quasi ogni x di RY, se I'insieme delle x di RY per cui P(x) ¢ falsa ¢ trascurabile.
Per esempio diremo che una funzione f e quasi ovunque nulla o equivalentemente che
f(x) = 0 per quasi ogni x, intendendo con questo che l'insieme {x: f(x) # 0} ha misura
zero. Analogamente diremo che due funzioni f e g sono eguali quasi ovunque se la loro
differenza e quasi ovunque nulla.
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4.1.28 Proposizione (proprieta delle funzioni misurabili). Siano f,g: RY — [—o0, o0].

1. Se f e g sono misurabili allora f+g e fg sono misurabilit. Se f e g sono integrabili,
e A\, i € R, allora A\f 4+ g é integrabile. Inoltre vale la formula:

/RN(Af(x) + pug(x)) dx = A . f(x) dx—i—,u/ 9(x) dx,

RN

sia nel caso di f, g integrabili, che in quello di f,g > 0 misurabili e A\, u > 0.

2. Se f e misurabile allora |f| é misurabile (il viceversa non é vero).
Se f & misurabile allora f ¢ integrabile se e solo se |f| é integrabile.

3. Se f e g sono misurabili e 0 < f < g quasi ovunque, allora

f(x)dx S/ g(x) dx.
N RN
Se f e g sono integrabili si puo rimuovere lipotesi di positivita.

4. Se f & misurabile, g & integrabile e |f| < g quasi ovunque, allora f é integrabile e

< [ reldx< [ gbxax

N f(x)dx

5. Se f e integrabile e f >0, allora

f(x)dz =0= f(x) =0 per quasi ogni x (f =0 quasi ovunque).
N

6. Se Q CRYN ¢ aperto, f:Q — [—o00,+00] & integrabile in Q e se

/ f(x)p(x)dr =0 per ogni funzione ¢ € C(Q)
Q

allora f(x) = 0 per quasi ogni x € .
7. Se f ¢& integrabile e A C RN ¢ misurabile, allora f ¢ integrabile su A.
8. f € misurabile se e solo se per ogni ¢ € R linsieme f¢:= {x: f(x) < ¢} é misurabile

9. Se [ e misurabile e g = f quasi ovunque, allora g e misurabile. Se [ é integrabile e
g = f quast ovunque, allora g ¢é integrabile e gli integrali sono gli stessi.
In particolare se f é misurabile e A € trascurabile, si ha che f é integrabile su A e
che [, f=0.

10. Se (f,) € una successione di funzioni misurabili e se f,(x) — f(x) per quasi ogni x
(fn “converge puntualmente” a f), allora f ¢ misurabile.

11. Se f e misurabile e f > 0 e se (A,) € una successione di insiemi misurabili tali
che A, C Anq1 per ognin ((A,) € una successione crescente di insiemi misurabili),
allora posto A= |, si ha (che A é misurabile e):

neN
/f x—hm/ e

Ihisognerebbe dire cosa si intende per f(x) + g(x) se f(x) = +o00 e g(x) = —o0, 0 viceversa; si vede
pero che si puo decidere di porre tale somma eguale ad un Valore arbitrario e i risultati scritti sono veri
- nel caso poi dell'integrabilita si puo vedere che tali x costituiscono un insieme trascurabile che non
influenza il valore dell’integrale.
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4.1.29 Proposizione (confronto con Riemann). Valgono i fatti sequents.

e Se A ¢ un insieme limitato misurabile secondo Riemann, allora A é misurabile e

mgr(A) =m(A).

e Se f e una funzione limitata con supporto compatto integrabile secondo Riemann,
allora e integrabile e le due definizioni di integrale coincidono.

e Se f ¢ assolutamente integrabile in senso improprio secondo Riemann (su un inter-
vallo di R) allora é integrabile e 'integrale improprio coincide con l'integrale.

In particolare le funzioni continue o continue a tratti sono certamente misurabili e sono
integrabili sugli intervalli chiusi e limitati.
Invece le funzioni integrabili in senso improprio secondo Riemann che non siano assolu-

tamente integrabili non sono integrabili secondo Lebesgue (perché parte positiva e parte
sin(z)

negativa hanno entrambe integrale infinito). Per esempio f(x) = non ¢ integrabile

secondo Lebesque su R.

4.1.30 Definizione. Supponiamo che f : RY¥ — RM ¢ indichiamo con f; le componenti
dif,peri=1...,M: f(x) = (fi(x),..., fu(x)). Diciamo che fe& misurabile se tutte le
fi sono misurabili. Diciamo che f e integrabile se tutte le f; sono integrabili e in tal caso
consideriamo l'integrale di f su RV:

[ teaxi= ([ s [ piixix)

(dunque l'integrale di f ¢ un elemento di RM). Analogamente si definisce 'integrale di f
su un insieme imitando quanto fatto nel caso scalare M = 1.

\

4.1.31 Proposizione. Se f : RY — RM ¢ integrabile su A C RY, allora ||f||gm &

integrabile su A e vale:
’ / f(x) dx < / || (x)||ga dx.
A RM A

4.1.32 Osservazione. In particolare possiamo definire la misurabilita e l'integrale per
funzioni a valori complessi identificando C con R?: se f : RY — C possiamo scrivere
f(x) = fi(x)+ifa(x) con fi, fo : R — R. Allora f e misurabile (integrabile) se fi, fo sono
misurabili (integrabili) e, quando f ¢ integrabile, definiamo:

RO /RN F(x) dx + i /RN h(x) dx.

4.2 Integrali iterati

I seguenti teoremi stabiliscono che gli integrali in RY sono degli “integrali multipli”. E
importante il fatto che il primo teorema (che riguarda funzioni positive) vale anche se gli
integrali sono infiniti e puo essere allora usato come criterio di integrabilita.

In questo paragrafo ci mettiamo in R e conveniamo di scrivere i punti di RV*Y
come copie (x,y) con x € RN ey € RM (cio¢ identifichiamo RN+ con RY x RM).
Analogamente se f : R¥™™ — [—o0, +00], scrivereme f(x,y) con x € RY ey € RM.

4.2.1 Teorema (di Tonelli). Supponiamo che la funzione f : RNTM — [0, +o0] sia
misurabile. Allora:
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e per quasi ogni'y in RM | la funzione x — f(x,y) & misurabile su RY;

e se poniamo F(y) := [ou f(x,y)dx (definendo F(y) a piacere nelle'y per cui x —
f(x,y) non é mzsumbzle} allora F' ¢ misurabile su RM;

| ryaxay= [ Fwyay= [ | [ sy ax) ay.

RN+M RM

e si ha

Notiamo che, in particolare, scambiando x e y, si vede che gli integrali fatti nell’ordine
wmwverso portano allo stesso risultato.

4.2.2 Osservazione (principio di Cavalieri). Sia A un insieme misurabile di RV ™™ e per
ogni yo in RM indichiamo con Ay, 'insieme AN{(x,y):y = yo} cio¢ la sezione di A fatta
tramite l'iperpiano di equazione y = yo. Allora (come si vede facilmente applicando il
teorema di Tonelli alla funzione 1 4):

e per quasi ogni y in R si ha che Ay ¢ un sottoinsieme misurabile di RY;

e la funzione y — m(Ay), definita a piacere dove non ha senso, & misurabile su R;

— [ m(a,) ay

4.2.3 Osservazione. Si deduce dal teorema di Tonelli che tratti rettilinei sono trascurabili
nel piano: per esempio 1’asse x ¢ trascurabile in quanto la misura della sua sezione con
una qualunque parallela all’asse y & trascurabile (essendo fatta da un singolo punto).

e si ha:

4.2.4 Osservazione. 1l teorema di Tonelli puo essere usato come criterio di integrabilita:
per verificare se una f ¢ integrabile su RV*M basta controllare se

/RN+M |f(X7 y)‘ dxdy = /RM (/RN |f(X, Y)| dx) dy < +o0

dato che f & integrabile se e solo se |f| ¢ integrabile.

Nel prossimo teorema, a differenza di quanto fatto nel precedente, si suppone che f
sia integrabile.

4.2.5 Teorema (di Fubini). Sia f : RY™™ — R una funzione integrabile. Allora:
e per quasi ogni'y in RM la funzione x — f(x,y) ¢ integrabile su RY;

e se poniamo F(y fRM x,y) dx (definendola a piacere dove x — f(x,y) non é
integrabile), allom F ¢ integrabile su RM;

e si ha:

foxyyixdy = [ Fiwydy= [ | [ oy ax ] day
RM \RN

Anche in questo caso (se vale l'ipotesi che ora e lintegrabilita di f) gli integrali iterati
non dipendono dall’ordine in cui sono svolt.

RN+M
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4.2.6 Proposizione (integrazione su insiemi normali). Sia A C RY. Diciamo che A ¢
normale (o semplice) rispetto all’asse N-esimo se esiste un insieme misurabile A’ € RN ~1
ed esistono due funzioni misurabili o, 5 : A" — R tali che a < [ e

A={,y):x e AlyeRaxX) <y<px)}.

In maniera analoga si puo definire un insieme normale rispetto all’asse k-esimo, k €
{1,...,N}. Si dimostra che se A é normale, allora A é misurabile.

Sia A come sopra e sia f : A — [0,+00] misurabile (f : A — [—o0,+00] integrabi-
le). Allora per quasi ogni x' € A" la funzione y — f(x',y) é misurabile (¢ integrabile)
sull’intervallo [a(X'), B(X')] e la funzione x' — ff((xx,’)) f(x',y)dy (definita quasi ovunque)
¢ misurabile (integrabile) in A'. In entrambi i casi si ha:

ANQWZ/(liwwwdex

Al solito nel caso di f misurabile, f > 0, gli integrali possono valere +00.

4.3 Cambio di variabile negli integrali multipli

4.3.1 Teorema (di cambio di variabile). Supponiamo che Q e Qy siano due aperti di RY
e che ® : Q — Oy sia una applicazione bigettiva e di classe C*().
Allora si ha:
0P
det
) <ax)’
dx. (4.3)

1. Se f: Q) — [0,+00] € una funzione misurabile ( f > 0), allora (f o ®)

[ty = [ o) faet (52) 00

0P
In particolare se £ C €y, E ¢ misurabile, allora 1g-1g) |det (6_>
X

mis(E) — [D | (gi) ()| dx.

P
2. Se f: Q) — [—00,00] ¢ integrabile su )y, allora (f o ®) |det (g—x>
Q e vale la (4.3)

e misurabile e vale:

e muisurabile e:

e integrabile su

4.3.2 Esempio (coordinate polari). Consideriamo ® : R*> — R? definita da ®(p,0) =
(pcos(0), psin(f)). E immediato verificare che:

0P [ cos(f) —psin(9) 0P _
a0 = ( sin(0)  peos(0) ) = det <a(p, 5 9>> =
Peraltro ® non ¢ iniettiva come si vede subito, sia perché ®(0,6) = (0,0) per qualunque
0, sia perché ®(p, 0+ 27k) = ®(p,0) per k intero. Se prendiamo A := {p > 0,0 < f < 27}
si vede facilmente che A & un aperto e che ® e iniettiva su A; peraltro I'immagine di
A ¢ B :=R?\ {0} x [0,+00[ che non esaurisce tutto R%. Se invece prendiamo A; :=
{p>0,0<0<271} (A = A) allora I'immagine di A4; ¢ tutto R? (ma A; non ¢ aperto e
® non ¢ iniettiva su A;). Notiamo pero che A; \ A ¢ trascurabile in quanto formato da
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tratti rettilinei (anche se alcuni illimitati) e per lo stesso motivo ¢ trascurabile R* \ B =
{0} x [0, +o0].

A questo punto prendiamo un insieme misurabile F' in R? e una funzione f : F —
[—00, 400] integrabile. Definiamo E := {(p,0) € A;:®(p,0) € F} = &~1(F) N Ay; po-
niamo anche F* := F \ {0} x [0,+00[= FN B ed E* := {(p,0) € A:P(p,0) € [*} =
d~1(F)N A. Dunque ®(E) = F e ®(E*) = F* e si ha:

fmwwwzf f(x,y) de dy =

F* O(E*)

[j@wwwz

F((p.0)pdpds = | F(D(p.0))pdpds - / F(@(p,0))pdpdo

{(p0: p>0,0<0<27,®(p,0)€F}

E*

(nel primo e nell’ultimo passaggio abbiamo sfruttato la trascurabilita di F'\ F* C R*\ B
edi £\ E* C Ay \ A mentre nel passaggio tra la prima riga e la seconda abbiamo usato
il teorema di cambio di variabile).

4.3.3 Esempio. Consideriamo la funzione f(z,y) = e~ (@+*) | Pagsando in coordinate
polari (A; & quello di prima) e poi applicando Fubini-Tonelli:

2m 400
/e_(x2+y2) do dy = / pe " dpdf = / (/ pe_”2> df =
< A 0 0

27rl /+00 etdt=m [—e_t} o _
2 /o N o

Notiamo peraltro che (sempre per Fubini-Tonelli):

/e_(x2+y2) dx dy = /e_z2e_y2 dx dy =

R? R2

+o0 2
/65"2 dx /ey2 dy | = (/ e~ dx)
R R -

400 9
/ e dr = /7.

o

da cui

4.3.4 Esempio. Sia a > 0 e consideriamo la funzione f : R* — [0, +-00] definita da:

1 1
fla,y) =L @+ (@ y)]e se (x,y) # (0,0),

+o00 se (x,y) = (0,0).

Vediamo per quali « la f ¢ integrabile sul disco D := B(0,1) = {z? + y* < 1}. Passando
a coordinate polari si trova il seguente integrale:

1
// —pdpd@z// p' = dpd®,
R P” R

dove R = {0 <6 < 2w, p>1} — notiamo che essendo f misurabile (perché reciproco di
una funzione continua) e positiva, le formule valgono, eventualmete con valori infiniti.
Usando Tonelli e le proprieta di limite per gli integrali:

—+00 k 27T
// p' " dpdf = 27r/ p' ™% dp = 27 lim / p'™%dp = lim (k¥ —1).
R 1 k—oo Jq k—+oo 2 — (v
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I calcolo di sopra per la verita e corretto se o # 2; se a = 2 si ha invece:

k——+o0

400 k
// P % dpdh = 27r/ p tdp =2m lim “ldp= lim 27ln(k) = +o0
R 1 k—o0 1
e quindi per o = 2 la funzione non e integrabile. Tornando ad a # 2 abbiamo:
2 +00 se a < 2,

(> —=1)=< 2r

o —

lim
k=400 2 — «x

se o > 2.

In definitiva f ¢ integrabile du D se e solo se a > 2 e

2T
dady =
/Df(x,y) rdy = ——

Prendiamo la stessa funzione f e consideriamo U'insieme C' := {(z,y): 2 > 1,0 <y < 1/z}.
Ci chiediamo come prima per quali o > 0 la f e integrabile su C'. L’insieme C' & normale
rispetto all’asse y (dunque & misurabile) e allora:

d&?dy +oo 1/z dy
2 4 a/2 - 2 1 .2\a/2 dr =
(z 1 o (2 +y?)
oo q 1/x dy oo q 1/x? ds
/ o / 2\ar/2 dx :/ a1 / 2\a/2 dx.
1T o (1+(y/2)?) 1T o (1+8?)

(si & usato il cambio di variabile s = y/x, da cui dy = zds, nell'integrale interno).
Purtoppo no riusciamo a calcolare esplicitamente I'integrale in s. Poniamo pero

¢ ds
)= ||

Chiaramente G(0) = 0 e per il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale G ¢ derivabile

, 1
e ¢(0) = (14 s2)2/2|,
G(€) =¢(1+6(8)) dove 5( ) — 0 per £ — 0. Allora I'integrale sopra si puo scrivere

oo ) too ) too
1 FG(l/x)dx: 1 w_lﬁ(l—i-(S(l/x ) da = R

Dato che I'integrando ¢ positivo ed & asintotico a 23~%, usando i criteri di integrabilita in
una variabile, abbiamo che l'integrale di f su C' ¢ finito se e solo se @« — 3 > 1, cioe a > 4.

= 1. Ne segue che G(x') = £ + 0(§) per & — 0 o anche

(1+6(1/2%)) dx

4.3.5 Esempio (coordinate sferiche). Consideriamo ® : R* — R? definita da ®(p,6,v) =
(pcos()sin(y), psin(f) sin(¢))), pcos(v). Si ha::

9 cos(0) sin(yp) —psin(0)sin(y)) pcos(d) cos(v))
G700 = | sin(@)sin(v)  peos(@)sin(u) psin@)cos(v) | =
cos () 0 —psin(y)

0P 9 .
det <W(P797¢)> = p”sin(v).

Anche questa ® non ¢ iniettiva; se pero prendiamo A := {p > 0,0 < 0 < 27,0 <y < 7}
si vede che A & un aperto e che @ ¢ iniettiva su A. Inoltre 'immagine di A ¢ B := R3\ I,
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cio¢ R? privato del semipiano IT := {(z,y, z):x > 0}, che ¢ trascurabile in R® Se invece
A =1{p>0,0<0<2r,0<¢ <7} (A = A) allora immagine di A4, & tutto R® (ma A,
non ¢ aperto e ® non ¢ iniettiva su A;).

A questo punto prendiamo un insieme misurabile ' in R® e una funzione f : F —
[—00, +00] integrabile. Definiamo E := {(p,0,v) € A;: ®(p,0,¢) € F} = & 1(F) N Ay;
poniamo anche F* := F\Il = FNBed E* := {(p,0,¢) € A: ®(p,0,¢) € F*} = > (F)N
A. Dunque ®(EF) = F ¢ ®(E*) = F* e si ha:

/ fay) dedy = [ fla,y)dedy = / f(x,y) de dy =
3

F* (E*)

F(@(p.0)pdpds = [ 1(@(p.6)pdpas
E* E

(nel primo e nell’ultimo passaggio abbiamo sfruttato la trascurabilita di F'\ F* C IT e di
E\ E* C A;\ A mentre nel passaggio tra la prima riga e la seconda abbiamo usato il
teorema di cambio di variabile).

4.4 Passaggio al limite sotto il segno di integrale

4.4.1 Teorema (di Lebesgue o della convergenza dominata).

Sia (fn) una successione di funzioni integrabili in un insieme misurabile A.

Supponiamo che esista g integrabile in RN con la proprieta | f,,(x)| < g(x) per ognin in N
e per ogni (o per quasi ogni) x in A. Supponiamo anche che per ogni ( o per quasi ogni)
X esista nh—g}o fn(X) che possiamo indicare con f(x).

Allora la funzione f (definita arbitrariamente nelle x in cui non esiste il limite) ¢ inte-
grabile e

/ f(x)dx = lim [ f,(x)dx.
A n—oo [ 4

4.4.2 Esempio. Vediamo un esempio in cui che la “convergenza puntuale” non implica
la convergenza degli integrali. Consideriamo la la seguente successione di funzioni su R:

fn(x)::{n se0<a:§%

1
0 sexz <0 oppure x> =

Si vede facilmente che [, f,z) de = fol/n ndxr = %n = 1 ma che per ogni z fissato f,,(x) =0
sex < 0osex > 0en > 1/x; ne segue che f,(r) — 0 e dunque l'integrale non
passa al limite. In effetti il teorema di convergenza dominata non puo valere dato che
“U'inviluppo”delle f, ¢ la funzione 1/z che non & integrabile.

f
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Dal teorema di Lebesgue si deducono i seguenti teoremi di passaggio al limite sotto
il segno di integrale. Notiamo che, tra le ipotesi scritte sotto, quella di misurabilita (che
pure dobbiamo mettere) & verificata praticamente sempre - lo & per esempio non appena
la funzione & continua (o continua a tratti). L’ipotesi cruciale ¢ il fatto che gli integrandi
siano dominati uniformemente rispetto al parametro.

4.4.3 Teorema. Sia A un aperto di RN e sia F : A x RM — R una funzione tale che

- per ogni'y fissato in RM la funzione x — F(x,y) ¢ continua in A;
- per ogni X fissato in A la funzione y — F(x,y) é misurabile;
- esiste g : RM — R integrabile tale che |F(x,y)| < g(y) Vx, Vy.

(la terza proprieta si puo interpretare dicendo che la funzione y — F(x,y) ¢é integrabile
iny “uniformemente rispetto a x in A”). Allora la funzione f: A — R definita da

f0:= [ Focy)ay

e continua, cioé per ogni Xo in I:

lim [ F(x,y)dy = / F(xoy)dy

X—=X0 JRM RM

Supponiamo ora che k sia tra 1 ed N e che, oltre alle precedenti, si abbia:

-per ogni 'y fissato in RM x — F(x,y) ha derivata parziale k-esima continua;

- per ogni X fissato in A la funzione y — 8—(x, y) é misurabile;
Tk

- esiste g1 : RM — R integrabile tale che

oF
o (x, y)’ <aly) Vvx,Vy

Allora la funzione f & derivabile rispetto a xy e si puo derivare sotto il segno di integrale:

of OF
—(X) =

— dy.
8xk RM &vk (X7 Y) Y

4.4.4 Esempio. Consideriamo

+oo
f(zx) = /0 e dy.

La funzione scritta sopra ha senso se e solo se x > 0 (altrimenti 'integrale ¢ infinito).
Ci possiamo chiedere allora se f sia continua o derivabile in ]0,+oo[. Per provare la
continuita, cercando di applicare la prima parte del teorema precedente, si e indotti a
cercare una funzione integrabile g tale che

e ™ <gly)  Vo>0,¥y>0.

Si capisce facilmente che una tale g non si puo trovare, perché in tal caso la f(z) verrebbe
finita anche in zero. Possiamo pero fissare un numero a > 0 e ragionare su [a, +00]. E
immediato che

0< e~ < e~ Ve >a,Vy >0
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da cui si deduce la continuita di f in |a, +o00[ (essendo g(y) = e~ integrabile su [0, +00]).
Dato pero che a > 0 & arbitrario se ne deduce che f & continua su tutto |0, +ool.
Per studiare la derivabilita si fissa ancora a > 0 e si nota che:

—zy?

= yze_‘”y2 < y26_“y2 Vo > a,Vy > 0.
——
=:91(y)

0

—e

Ox
Dato che g; € integrabile, si ha che f ¢ derivabile in |a, 400 e per ogni x > 0:

/ _ e 2 fzyz
f(x) = y'e ™ dy.
0

Per I'arbitrarieta di a tale risultato e valido per ogni x > 0.
Osserviamo che in realta le proprieta della funzione sopra si possono trovare piu
facilmente mediante il cambio di variabile s = \/zy nell'integrale, da cui:

+oo
f(z) = %/0 e ds.

Un altro teorema di passaggio al limite, questa volta sotto il segno di serie, si ottiene dal

teorema di Lebesgue ricordando che una serie ) a, si puo sempre vedere come 'integrale
neN
su [0, +oo[ della funzione costante a tratti f(x) := af). Si ha allora:

4.4.5 Teorema (Teorema di Lebesgue per le serie). Sia (a,.,) una successione a due
indici. Supponiamo che

e per ogni n esiste a, := lim ay, .,
m—oo

e csista una successione (by,) tale che b, >0 e

an < 400, lan.m| < b, Vn,m.
neN

Allora (a,) ¢ sommabile e

lim g A, = g Q.
m—0o0

neN neN



Capitolo 5

Successioni e serie di funzioni

5.1 Convergenza puntuale e uniforme

Supponiamo che A sia un sottoinsieme di RV e supponiamo che per ogni intero n sia
data una funzione f, : A — RM. Diremo in questo caso che (f,) ¢ una successione
di funzioni da A in R™. In quanto segue, per visualizzare le definizioni, si consiglia di
pensare inizialmente al caso N = M = 1.

5.1.1 Definizione. Diciamo che la successione (f,) converge puntualmente in un punto
xg di A se esiste il limite lim f,(x). Diciamo che (f,) converge puntualmente su A se
n—oo

(f,) converge puntualmente in ogni x, di A. E chiaro che in quest’ultimo caso siamo
autorizzati a considerare la funzione f : A — R definita da

f(x) := lim f,(x)

n—oo

e potremo quindi dire che (f,,) converge puntualmente a f (in forma abbreviata scriveremo
“f, — f puntualmente” o anche f, punct f).

5.1.2 Definizione. Data la successione di funzioni (f,) e una funzione f : A — RM
diciamo che f,, converge uniformemente su A a f se si ha:

lim sup [|(f,.(x) = f(x)[re =0

n—oo xEA

Per indicare che f,, converge uniformemente a f, useremo la notazione f, — f uniforme-

mente (su A), o anche f, il g (su A).

5.1.3 Definizione. Sia f : A — R™. Conveniamo di chiamare norma uniforme di f su
A il numero (eventualmente infinito)

[£lloc = [If[loc,a = sup [|£][rar
XEA

Dunque f,, converge uniformente a f se e solo se
lim ||f, —f]|_ — 0.
n—oo

In realta il termine “norma” & appropriato solo quando ||f|| € finita, cioe se e solo se
|f|lra & limitata su A. Questo & sempre vero se per esempio A & chiuso e limitato in RY e
f & continua (in tal caso il sup e anche il massimo). Vedremo le motivazione del termine
“norma’” nei prossimi paragrafi.

& . . unt .
E in ogni caso vero che, se f, unif g , ||[f. — £]| deve essere finito e tendere a zero.

111
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Figura 5.1: convergenza uniforme

5.1.4 Osservazione. Se M = 1, un modo di visalizzare la convergenza uniforme ¢ di dire
che, per ogni € > 0, il grafico delle f, & definitivamente compreso tra il grafico di f —e e
quello di f + ¢ (vedi figura (5.1)).

La seguente proprieta ¢ una semplice conseguenza delle definizioni.

5.1.5 Proposizione. Se f,, converge uniformemente a f su A, allora f, connverge pun-
tualmente su A.

La proposizione precedente dice che se f,, converge uniformemente a qualcosa, questo
qualcosa deve essere il limite puntuale delle f,: il limite puntuale individua il candidato
limite uniforme.

La proposizione non ¢ invertibile come mostrano i vari esempi che seguono.

5.1.6 Esempio. Consideriamo f,(z) =1+ . Si vede subito che, dato z in R, f,(z) — 1
n

e dunque f,, converge puntualmente su R alla funzione f che vale costantemente 1. Si
vede abbastanza facilmente pero che f, non converge uniformemente su R a f. Se infatti
si calcola:

T
[ fn = fllso =supH =400 VneN
zeR IT

si vede che ||f, — f|l« non tende a zero. (5.2)). Il problema ¢ che, anche se a x fissato

A
h

f+e
f—— "

=

f~€

Figura 5.2: f,(x) =1+

SEL
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fn(z) — 1, la velocita di convergenza dipende da x (e peggiora tanto piu x ¢ grande) e
non e quindi uniforme rispetto a x.
Notiamo che se invece di prendere le f, su tutto R consideriamo A;= [0,1] (o un

qualunque interallo limitato), allora f, i su A. Tnfatti

€ xX 1
1 = Fllocion = sup 1421 = max === =0

Dunque le f,, non convergono uniformemente a 1 su R, ma convergono uniformemente a
1 su ogni intervallo [a, b].

5.1.7 Esempio. Consideriamo f,(z) := e definite su A := [0, +oo[ (vedi la figura

(5.3)).
lim £ (z) = {0 sex >0

n—-+00 1 sex=0

fi
Jf2

Figura 5.3: f,(z) =e™™

cioe f, converge puntualmente alla funzione f che vale zero su |0, +o0o[ e vale uno in
zero. Pero f,, non converge uniformente a f in quanto, per ogni n

1fn = flloo = suple™™* = f(x)] = sup[e™*| =1
2>0 2>0

che non tende a zero. Notiamo che le f,, sono tutte funzioni continue mentre il loro limite
puntuale f non & continua in 0 dato che lim f(z) =04# f(0) = 1. Quindi in questo caso:
z—0

lim lim f,(z) = gElLI(I)l+ f(x)(=0)# lim lim f,(z) = lim 1(=1)

z—=0F n—+00 n—+00 z—0+ n—00

5.1.8 Esempio. Consideriamo f,(z) := ne " definite su A :=]0,4o00] (vedi la figura
(5.4)). Anche in questo caso f,(z) — 0 per ogni z > 0 (anche se ¢’¢ un n a moltiplicare
I'esponeziale e~ “vince”); notiamo che non abbiamo messo lo zero in A (altrimenti
fn(0) = +00). Quindi le f, tendono puntualmente a zero su A. Anche stavolta la
convergenza non € uniforme, si vede infatti che, per ogni n

[fn = Ol = sup[ne™™[ =n
>0

che addirittura tende all’infinito. Notiamo anche che:

+oo +oo +oo
fo(z)de = / ne "dx = / e Vdy=1
0 0

0
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Figura 5.4: f,(x) = ne ™"

e quindi I'integrale delle f,, non tende all'integrale della funzione limite (che sarebbe

zero). Si potrebbe ritenere che questo dipenda dal fatto che A & un intervallo aperto,
In realta, con un po’ di pazienza, si puo costruire un

oppure che A non ¢ limitato.
esempio analogo su [0, 1]; prendiamo infatti g, : [0,1] — R definita da
ne " sex € [%, 1}
gn(@) =1 2 .
P se x € [O, ﬂ

e

(vedi la figura (5.5)).

A

Figura 5.5: g, ()

Come prima, per z fissato, g, (z) — 0. Infatti se x = 0 ¢,(0) = 0 — 0, mentre se x > 0

per n grande g,(z) = f,(z) — 0. D’altra parte

1 1n 2 1
/ gn(x) dx = / DT e+ / ne " dx =
0 0 € 1/n

1/n _ 1
ne 1 1 3
St TR
(& €

2e

+ {n
—N

]
1/n

2e |,
Di nuovo l'integrale delle g,, non tende all’integrale del limite puntuale (che sarebbe zero).

Questi esempi mostrano che la convergenza puntuale non va d’accordo coi limiti e con
gli integrali. Mostriamo ora che, al contrario, la convergenza uniforme si comporta bene.
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5.1.9 Teorema. Siano f, : A = RM f: A — RM tali che £, — f uniformente in A. Sia

Xo di accumulazione per A e supponiamo che per ogni n esista £, = lim f,(x). Allora:
X—X0
(1) esiste £ := lim £,; (2) st ha: lim f(x) =£
n—oo X—X0

In sostanza si puo dire che lim lim f,(x) = lim lim f,(x).
X—X(Q N—>00 n—00 X—XQ

Dimostrazione. Dimostriamo prima che gli £, hanno limite facendo vedere che la succes-
sione (€,,) verifica la proprieta di Cauchy. Fissiamo n e m. Dato che Vx di A:

[1£(3) = £ () lRor < [[£ — £l

facendo tendere x a xq si ottiene:

Hen - emHRM < an - me

o *

Siccome ||f, — f|| ., — 0, & chiaro che per ogni € > 0 esiste n tale che, se n,m > 7, si ha
£, — £l < N6 — £l + If — £l < e. Dalla disuguaglianza sopra segue allora che
(£,) ¢ di Cauchy. Per la completezza di RM | esiste £ in R tale che £,, — £.

Mostriamo ora che f(x) — £ per x — x. Sia € > 0; esiste 7 tale che ¥n > 7 si ha:

€
6= fl <5 e = lln <

Wl ™

Dato che f;(x) — £, possiamo trovare p > 0 tale che:
£
3

Mettendo tutto insieme abbiamo che, se x € B(xq, p), X € A, X # Xy, allora:

I (x) — £,,] < Vx € B(xg,p) NA\ {x0}.

[£(x) = L[rar < [I£(x) = () [[rar + [[£5.(x) — £y llrar + (€5, — £l|rr <

€ 9 9
16 = Eaoloc + 1£86) = Logllgar + 1y — Ellewr < 5+ 5 + 5 =

Essendo € > 0 arbitrario abbiamo dimostrato che f(zy) — [, cioe la tesi. O

5.1.10 Osservazione. Nella dimostrazione sopra xo € RY e £ € RM. La dimostrazione si
adatta facilmente ai casi infiniti, se la cosa ha senso. Per esempio £ puo essere o0, se
M =1 oppure £ = oo (nel senso introdotto in (1.3.7)). Stesso discorso per Xo.

5.1.11 Teorema. Siano (f,) ed f tali che £, i su A e sia X € A. Se tutte le £, sono
continue in Xq, allora f € continua in x¢. Se ne ricava che se le £, sono continue su A,
anche la f é continua su A.

Dimostrazione. Basta applicare il teorema precedente con £, = f,(xp). O

5.1.12 Osservazione. Supponiamo che A C RY sia un aperto e che f, : A — RM siano
continue. Supponiamo anche che f, L Qo A, dove necessariamente f : A — RM ¢

continua. Allora f si pud prolungare con continuita a tutto A ! e f, e su A

5.1.13 Teorema. Sia A C RY un insieme misurabile di misura finita: |A] < +oo, siano
f, - A — RM integrabili su A tali che f, L A, dove f: A — RM. Allora f ¢

integrabile su A e

lim f.(x) dX:/f(x) dx

n—-+o0o A

Lesiste £ : A — RM continua con f(x) = f(x) Vx € A — continuiamo a scrivere f invece di f
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Dimostrazione. Consideriamo il caso scalare in cui f,,, f : A - R. Da ||f, — fllcca = 0
deduciamo che || f,, — f|lco.a < M per ogni n e per un’opportuna costante M. Ne segue:

[ < A+ f(x) = A < fAlx)]+M ¥xe A
Allora:

[ < [FE)+[fn(x) = F) < A +2M Vo e A, VneN.

Se definiamo g : A — R ponendo g(x) := |fi(x)| + 2M abbiamo che g & integrabile
su A perché f; lo & e perché la costante 2M ¢ integrabile su A, dato che |A| < +o0.
Inoltre ¢ chiaro che f,, — f puntualmente: possiamo dunque applicare il Teorema della
Convergenza Dominata e ottenere la tesi.

Il caso generale si fa ragionando componente per componente. O

5.1.14 Osservazione. In realta per la convergenza degli integrali la convergenza uniforme
e spesso sovrabbondante e la condizione giusta per passare al limite sotto il segno di
integrale ¢ il Teorema di Lebesgue. Comunque il risultato sopra ci dice che la convergenza
uniforme e sufficiente ad avere tale proprieta se A € di misura finita. Nel caso di
insiemi di misura infinita si vede facilmente che la convergenza uniforme non assicura che
I'integrale del limite sia il limite degli integrali. Si prenda ad esempio A =Re f,:R —R

definite da f,(z) : Da un rapido studio di funzione si vede che:

n? + 2’

up | fo(0)] = max () = ,(0) = VneN

z€R

Ne segue che f,, — 0 uniformemente. Pero:

+oo +oo 1 “+o0o 1 “+o0o 1
YTy G S L A
—00 —0o0 n®+w L 1+<%) —00 1+S

Dunque gli integrali delle f,, non tendono a zero (= integrale del limite delle f,,).

5.1.15 Esempio. Contrariamente all’integrazione la derivazione non va d’accordo con

la convergenza uniforme. Per esempio se consideriamo f, : [—1,1] — R definite da:
] se fa] > 1
x)= 1
ful@) Da2h = se lz| < L
2 2n "

(vedi la figura (5.6)) si vede che f, ¢ derivabile e che

1 sexZ%
fa@) =3n  seld <
-1 sex< -1

n

NERE . . uni N . N . .
Non e difficile verificare che f, unif f, dove f(z) = |z| ed & chiaro che f non & derivabile
in zero. Quindi e possibile che funzioni derivabili convergano uniformemente a una non
derivabile. Vale pero il seguente risultato.

5.1.16 Teorema. Supponiamo che I sia un intervallo in R e che f, : I — R sia una
successione di funzioni derivabili su I con derivata f! continua su I. Supponiamo che ci
siano due funzioni f,g: I — R per cui:

fn— f puntualmente fl. = g uniformemente

(ne seque che g é continua). Allora f é derivabile e f' = g.
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f2

Figura 5.6: approssimazioni derivabili di |z|

Dimostrazione. Siano xy e x due punti in I. Allora per il teorema del calcolo integrale:
) = fulan) = [ gty
x0

Se n — oo si ha f,(xg) — f(xo) e fu(x) — f(x), per la convergenza puntuale di f, a f.
D’altra parte per la convergenza uniforme delle f/ a g e per il teorema (5.1.13) abbiamo:

ﬁﬁmﬂ%L}@ﬁ

e quindi I’eguaglianza sopra passa al limite:
f(x) — f(xg) = / gt)ydt  Vxinl
Zo

Di nuovo per il teorema fondamentale del calcolo questo implica f' = g. O

Vediamo ora che la norma uniforme e effettivamente una norma se si definiscono degli
opportuni spazi (di funzioni).

5.1.17 Definizione. Se A ¢ un (qualunque) sottoinsieme di RY consideriamo lo spazio
delle funzioni limitate da A in RM:

B(A;RM) .= {f t A — RM: sup [[f(x) || g < —l—OO} :
xEA

Indichiamo anche B(A) := B(A;R). Analogamente introduciamo lo spazio delle funzioni
continue limitate da A in RM:

CO(A;RM) .= {f € B(A,RM):f & continua in A}

e scriviamo CP(A) se M = 1. Nel caso in cui A ¢ chiuso e limitato ogni funzione continua
¢ limitata (per Weierstrass), quindi Cj (4; RM) = CO(4;RM) = {f : A — RM f continua}.

E chiaro che CO(A;RM) ¢ B(K;RM). Inoltre sia B(A;RM) che C2(A;RM) sono spa-
zi vettoriali dato che una combinazione lineare di funzioni limitate (e continue) € una
funzione limitata (e continua).
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Chiaramente se f € B(K;RM) si ha [[f]|,.4 < +00. Inoltre & facile vedere che ||| 4
verifica tutte le proprieta di una norma, elencate in (1.2.1). Dunque la norma uniforme
induce una distanza e una nozione di limite tra le funzioni limitate. In questo senso, se

(f,) ed f sono in B(A;RM) si ha:

lim f, =f (in B(A;RM)) & f, = f uniformemente.

n—oo

Possiamo inoltre precisare I'inclusione scritta sopra dicendo che C2(A; RM) & un sottospazio
lineare chiuso di B(A;RM): la linearita & ovvia, la chiusura segue dal Teorema (5.1.11).

11 seguente Teorema (di cui omettiamo la dimostrazione) stabilisce una proprieta molto
importante per questi spazi.

5.1.18 Teorema. Gli spazi normati B(A;RM) e C)(K;RM) (e quindi C°(K;RM) nel caso
di K chiuso e limitato) dotati della norma uniforme sono completi.

5.2 Serie di funzioni

Come abbiamo considerato le successioni di funzioni possiamo considerare le serie. Per
questo basterebbe applicare la definizione generale di serie a valori in spazi vettoriali -
ripetiamo pero tale definizione nel caso in cui gli elementi da sommare siano delle funzioni.
Consideriamo ancora delle f, : A — RM_ con A C RY, anche se nella pratica considereremo
quasi sempre N = M =1, cioe f, : A — R con A C R (tipicamente A(= I) un intervallo.

5.2.1 Definizione. Supponiamo che f, : A — RM formino una successione di funzioni.
Per ogni intero n chiamiamo somma parziale n-esima relativa a (f,) la funzione F,, : A —

RM definita da: .
= f.(x) VxeA
i=1

Chiamiamo serie di funzioni associata a (f,) la successione delle somme parziali (F,,).
Diciamo che la serie delle f,, € uniformemente convergente su A se esiste una funzione

F: A — RM acuile F, convergono uniformemente: F,, il questo caso chiamiamo
F somma della serie e la indichiamo con

F .= ifn <e quindi F(x Zf Vx € A) )
n=1

o0
Molto spesso si indica con Y f,, la serie (cioe la successione) oltre che la sua somma.

n=1
oo
Quindi su usa dire, con un leggero abuso, che la “serie > f,”¢ (o non &) uniformemente
n=1

[&.°]
convergente. Conviene tenere presente la differenza tra F = ) f,, che ¢ una funzione
n=1

oo
(ottenuta come somma di una serie di funzioni) e F(x) = > f,(x) ¢ un punto di RV

(ottenuto come somma di una serie di punti di RY) e che coincide con il valore che F
assume in X.

Rimarchiamo anche in questo caso che se la serie converge uniformemente (F,, unif F),

punct N . . . .
allora essa converge puntualmente (F,, — F), cioé per ogni x di A la serie numerica

oo
> f.(x) € convergente. Si puo dire in questo caso che la serie converge puntualmente.
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Come gia detto nel paragrago precedente, se le f,, sono limitate, allora la convergenza
o

uniforme della serie di funzioni » | f, non ¢ altro che la convergenza della serie nello spazio
n=1
normato B(A;RM). Dato che tale spazio ¢ completo (vedi il Teorema (5.1.18), utilizzando

il teorema (1.7.7) si deduce il seguente risultato.
5.2.2 Teorema (criterio della convergenza totale) Sia (f,) una successione di funzioni
limitate su A. Se la serie numerica Z .l = Z sup ||£,(x)||[rm € convergente, allora

n=1x€A
la serie delle f,, converge umformemente su A ad una funzione limitata.

5.2.8 Osservazione. La proprieta

S sup £ (@)l < +oc

— 1x€A

(cioe la convergenza assoluta rispetto alla norma uniforme) viene anche detta conver-
[e o]
genza totale della serie di funzioni ) f,. Il teorema precedente afferma quindi che una

n=1
serie di funzioni limitate che sia totalmente convergente e uniformemente convergente.

Rimarchiamo che la convergenza totale riguarda una serie numerica a termini positivi.
Combinando il teorema precedente con le proprieta viste nel paragrago (5.1) otteniamo
i seguenti risultati.
5.2.4 Corollario. Siano AcCRYN e f,: A— RM limitate su A. Supponiamo che la serie
o
numerica Y, ||£,] Z sup ||£.(x)||rm sia convergente. Allora
n=1 n=1x€A
oo
1. F = > f, ¢ ben definita per ogni x € A ed é una funzione limitata su A.
n=1
2. Se tutte le £, sono continue in un punto xXq € A, anche F & continua in Xq.

Pit in generale se Xo ¢ di accumulazione per A e se per ognin si ha £,(x) — £, per
(e 9]

X — Xg, allora la serie Zﬁn ¢ (assolutamente) convergente e

n=1
Jup B J:H;Zf =2 =D lim ()

3. Se |A| < 400, f, sono integrabili su A, allora F ¢ integrabile su A e

/AF( dx—/ (Zf )dx:niO;Afn(x)dx

4. Se A=la,b] éun mtervallo se M =1, se le f, sono tutte C*([a,b]) e se anche la
serie Y || fillo Z max |f/(x)| ¢ convergente allora F ¢ C'([a,b]) e si ha:
n=1

a<z<b

Fl(z) = % (Z fn(@) = Zfé(x) Y in [a,b].



120 CAPITOLO 5. SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

L fn

T

Fi 5.7: _
igura nZ=:1 [T nia?

Dimostrazione. Per il teorema (5.2.2) la successione delle somme parziali (F,,) converge
uniformemente a una funzione limitata F: in particolare F,,(x) — F(x) per ogni x in A.
o0

Questo corrisponde a dire che per ogni x in A la serie an(x) ¢ convergente e la sua
n=1
somma vale F(x). Dunque vale la prima proprieta. Se le f,, sono continue anche le F,,

sono continue, dunque F & continua (dal teorema (5.1.9)), cioe vale la seconda proprieta
(il caso del limite in un punto di accumulazione si fa in modo analogo).
Se le f,, sono integrabili su A, anche F,, lo sono e applicando il teorema (5.1.13)

F(x)dx = lim F,(x)dx = lim fi.(x) | dx =

lim Z/fk(x) dx:Z/fn(x) dx
/A n=174

(I'ultima eguaglianza esprime solo la definizione della serie degli integrali).

Infine I'ipotesi di convergenza della serie ) || f; ||, implica, sempre per il teorema (5.2.2),
n=1
che la serie delle f/ ¢ uniformemente convergente. Questo significa che le sue somme

parziali F] = > f; convergono uniformemente ad una funzione continua G. Per il teorema
k=1
(5.1.16), cio implica che F' ¢ derivabile e F' = G, dunque vale l'ultima affermazione. [

5.2.5 Esempio. Consideriamo la seguente successione di funzioni f,, : R — R, definite da

fn(x) :

B T
14 n222
Si vede facilmente che

lim f,(z) = lim f,(z)=0, folz) =

=400 T——00 (1 —+ n2x2)2 '

1 —n?x?

Quindi il grafico di ogni f,, € quello rappresentato in figura (5.7).
In particolare f,, raggiunge il suo massimo in 2 = + ¢ il massimo di f, vale f,(1/n) =
1/2n. Dunque

1

e quindi f, il (su tutto R). Consideriamo ora la serie

> e
n=1
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Studiamone la convergenza puntuale: fissato z in R vediamo se la serie

Z 1 —|—n2x2

e convergente. Questo € vero per ogni x dato che, se x = 0 la serie ha tutti i suoi termini
nulli, mentre se x # 0

ki 1
~ n?z2 T n?|x|

xr
1+ n2a2

o0
e quindi la serie converge (dato che la serie ﬁ > n_12 converge). Dunque ha senso scrivere

Z 1 ~|—n2:):2

n=1
(x per z). Notiamo che F(0) = 0. Ci possiamo chiedere se F' sia continua su tutto R.

o
Cio sarebbe sicuramente vero se . ||fullcor < +00; sfortunatamente tale serie diverge
n=1

o0
1 _ . . . . .
essendo eguale a Zl 3, = 100 e quindi con questo ragionamento non si perviene a nulla.
n—=
Se pero fissiamo un qualunque a > 0 e consideriamo A := [a, +00], si ha

falloc.a = sup fu(2) = fala)  sen=1/a.

Allora
Z”fn|ooA_ Z “fn |ooA+ Z fn
n<l/a n>1/a
Z | frlloo,a + Z 1+ Trmege = Z ||fn|ooA+ Z —<-|—oo
n<l/a n>1/a n<l/a n>1/a

Applicando il corollario (5.2.4) (in A) otteniamo che la serie converge uniformemente su
A e la sua somma F risulta continua su A. Dato che il numero a > 0 e arbitrario ne
deduciamo che f e continua su |0, +oo[. Analogamente si dimostra che F' & continua su
| — 00, 0]

In maniera analoga possiamo dimostrare che F' ¢ derivabile su A e quindi e derivabile
in ogni x # 0. Infatti consideriamo la serie delle derivate

> 1 — n2y2
Z 1o, dove f)(z) = ——nr
n=1

(1 + n2x?)?
Si ha
T 1 —n?x? - 1+ n?x? 1 N 1
=Sup | 55| < su .
00,A = p (1+n222)2| = 125 et = nddt T n2a2
> 1
Dato che }  —— + —— < 400 la serie delle derivate ¢ uniformemente convergente su
nm1 ntat  nfa

A e quindi tale serie ¢ la derivata di F'.
Vediamo che invece F non & continua in zero. Infatti se 0 < z < 1 si ha 2

oo [1/x] [1/x]

x T T 1 o+ 1
Fa)=Y e 2 Y g > S = Ly Y
1+ n2a? 1 + n2a? 1+1 2
n=1 n=1 n=1
Zricordiamo che [t] indica la parte intera di un numero ¢, definita da [t] := max{n € N:n < t}; ne

segue allora che [¢] € un intero e che [t] <t < [t] +1
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Questa disuguaglianza rende impossibile che F(z) — 0 = F(0) per x — 07 e quindi F
non & continua in zero (almeno da destra - si puo anche ripetere lo stesso ragionamento
per x — 07). In veritd possiamo essere piu precisi. Usando la caratterizzazione delle
serie come integrali su [1, +oo[ della corrispondente “funzione a scalini” possiamo scrivere

+oo T
F(x) = —————dy da cui:
&= T

400 T 400 T 400 T
——dy < F(x) < = ——dy.
/1 T+ y22 Y = (x)_/l 1+ (y — 1)%a? /0 1+ y22 Y

Sostituendo ¢ = xy si ricava

+o00 1 400 t
dt < F < dt
/x e dtsF@) —/0 1+2

e facendo tendere x a zero si ricava

+o0 1
lim F(m)—/ dt ==
z—0t 0 ]_ + t2 2

La figura (5.7) rappresenta le somme parziali fino all’ordine 10 delle f, e, con linea
tratteggiata, la somma della serie (in realta la somma di ordine n = 5000).

5.3 Serie di potenze

In questo paragrafo useremo il risultati precedenti per studiare serie del tipo

f(2) = an(z—2)"

n=0

Per motivi che saranno chiari nei prossimi paragrafi risulta conveniente ambientare il
problema nei numeri complessi, quindi, almeno all’inizio, i coefficienti a;, saranno dei
numeri complessi, zy € C e faremo variare la z in C. Ad un certo punto pero (quando
entreranno in gioco le derivate) ci metteremo in R, supponendo a,, 29, z € R; utilizzeremo
allora, per “ragioni estetiche”zy e z al posto di zg e z.

Per applicare i risultati dei paragrafi precedenti notiamo che in C si usa la norma
2| = v/(Rez)? + (Smz)2. Dunque lo studio di serie come quella scritta sopra si riduce di

oo
fatto allo studio di una serie di funzioni »_ f,, dove f,(x + iy) = a,(x + iy)"™ puod essere
n=0
vista come una funzione da R? — R2. In realtd poi contera anche il fatto che in C si puo
fare il prodotto (e che le f,, sono definite tramite il prodotto complesso).
Nel resto del paragrafo zy sara un numero fissato. Per R > 0 consideriamo il disco

aperto di centro zy e raggio R:

B(R) = B.,(R) :={z€C:|z — 2| < R}.
e il corrispondente disco chiuso

B(R) = B.,(R) :={2€C:|z — 2| < R}.

Fatte queste premesse possiamo scrivere subito il seguente enunciato:
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5.3.1 Teorema. Siano (a,) una succesione in C e poniamo:

M :=limsup {/|a,|

n—o0

(per esempio supponiamo che esista il limite di {/|a,| e chiamiamolo M ). In generale
M € [0,+oc]. Se definiamo R := 1/M, piu precisamente:

+oo  se M =0,
= 1
R:= 7 s M €]0, 0],

0 se M = +o0,
allora si ha:

[o.¢] —
1. la serie Y an(z — 20)" converge puntualmente su B,,(R);
n=0

_ (o]
2. per ogni R con 0 < R < R la serie Y a,(z — z0)" converge uniformemente su

_ n=0
B (R);
3. per ogni z fuori da B.,(R) la serie non converge in z.

Si moti che non si dice nulla (e la situazione ¢ diversa caso per caso) di cosa succeda sulla
“buccia”S.,(R) == {z € C:|z — 2| = R}.

Dimostrazione. Sia R < R. Vogliamo usare il criterio delle convergenza totale (teorema
(5.2.2)) per la serie di funzioni Y a,(z — 2)" sull'insieme A = B(R). Si ha:

n=0

lan(z = 20)" |l my = 5P lan(z = 20)"| = |an|R".
2€B(R)

o
Se applichiamo alla serie numerica » ) lan(z = 20)" || o 5(r) il criterio della radice troviamo:
n=

R
limsup {/|lan(z — 20)"|| p(r) = limsup V/|a,|R = MR = R° !

n—oo n—oo

e dunque la serie converge (questo funziona se R # 0,00, ma ¢ chiaro che se R = 0 il
teorema non dice nulla dato che non ci sono R ammissibili, mentre se R = oo, cioe se
M =0, tutti gli R > 0 vanno bene perche M R = 0). Abbiamo dunque dimostrato che la
serie converge totalmente su B(R). Se ne deduce la convergenza uniforme della serie di
funzioni su B(R).

In particolare, se z € B(R) (disco aperto) si puo prendere un raggio R con |z — zy| < R <
R; dato che la serie converge uniformemente su B(R) deve convergere in z.

Infine se |z — z,| > R si ha:

limsup v/|a,(z — 20)?| = limsup {/|an,||z — 20| = M|z — 2| = |2 ;?ZO| > 1

n—o0 n—o0

o
che, sempre per il criterio della radice, implica che la serie > a,(z—zp)" non converge. [
n=0
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5.3.2 Definizione. Data la successione (a,,) in C chiamiamo raggio di convergenza della
]

serie > a,(z — 2)" il numero R (in [0, +oc]) ottenuto nel teorema (5.3.1).
n=0

Risulta quindi definita la funzione f(2) = > a,(z — 20)" per ogni z in B(R) (se R = 0
_ _ _ n=0
B(R) = 0); se R = 400 B(R) = C).

5.3.3 Proposizione. Sia (a,) una successione in C e sia R il raggio di convergenza
definito in (5.3.2). Se R > 0 la funzione

[o.¢]
E an(z — 29)"

n=0
¢ (ben definita e) continua nel disco aperto B,,(R).

Dimostrazione. Sia z' € B(R). Possiamo prendere R tale che |2/ — z)| < R < R. Per
quanto visto sopra la serie converge uniformemente su B(R). D’altra parte gli addendi
della serie (cioe le funzioni z +— a,(z —2)™) sono funzioni continue e quindi, per il teorema
(5.1.11) la somma della serie (cioe la f) & continua su B(R). In particolare f & continua
in /. Dato che 2’ & un punto arbitrario di B(R), f ¢ continua su B(R). O

D’ora in poi consideriamo il caso a coefficienti reali. In realta tutto quanto stiamo per
dire vale allo stesso modo nel caso generale, ma sarebbe necessario introdurre le derivate
in senso complesso, cosa che rinunciamo a fare. Quindi ora a, € Re zp = 29 € R;
naturalmente il raggio di convergenza R ¢ definito come prima, pero se ci limitiamo a
z =z € R la somma della serie sara definita sull'intervallo aperto x €]z — R,z + R|.

5.3.4 Proposizione. Sia (a,) “una successione in R e sia ]EE il raggio di convegenza
associato ad (a,). Supponiamo R >0, Allora f :lxg — R, zo + R[— R definita da:

oo
= Z an(x — x0)"
n=0

e di classe C™, cioe ha derivata k-esima continua per ogni k € N, e si ha:

apn(n —1)---(n —k +1)(z — z)"F Vz €lrg — R,xo + R (5.1)

[M]#

fO() =

Il
B

Inoltre ognuna delle serie (delle derivate) in (5.1) ha ancora raggio di convergenza R.

Dimostrazione. Calcoliamo il raggio di convergenza della serie delle derivate prime (k = 1
n (5.1)). Per questo ricordiamo che {/n — 1. Dunque se limsup {/|a,| = M si ha:

n—oo

M, :=limsup {/|a,|n = limsup {/|a,|/n = M.

n—o0 n—oo

o0
Passando ai reciproci otteniamo che anche la serie > a,n(z — )" ! ha raggio di conver-
n=1

genza R. Sia ora 2’ €]zg — R, 1o + R[. Possiamo prendere R con |2/ — o] < R < R; per
il teorema (5.1.11) entrambe le serie i an(x — )™ € i ann(x — x9)""! convergono uni-
formemente su [zg — R,z + R]. A qlzLe:sto punto per il nci)lrollario (5.2.4) (sulla derivazione
per serie) abbiamo che f ¢ derivabile in [zg — R, xo + R] e f'(z) = i ann(x — )" per
ogni x € [rg — R, xo + R]. In particolare la formula vale per z = xﬁ.:l

Iterando il ragionamento si dimostra la tesi per ogni k£ > 1. O
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5.3.5 Osservazione. Se mettiamo = = zy nella formula (5.1), otteniamo:

f(k) (z0)

F8(z0) = axk! & a = o

cioé f (in Jzg — R,z + R[ ) ¢ equale alla sua serie di Taylor.

5.3.6 Esempio. Consideriamo la serie f(z) := >_ 2". Allora il raggio di convergenza & 1

dato che /1 — 1. Peraltro si sa che:

n
1— n+1 1
Zk: SRR se |z| <1
z

1—=2 1—
. 1 . . . . 1
e quindi f(z) = T, Per ogni del disco aperto {|z| < 1} (in particolare f(z) = .
— 2z —x
se =1 <z <1).
Consideriamo ora un’altra serie g(x) := >, —. Anche questa serie ha raggio di conver-
n=1
d n
genza 1 dato che {/1/n — 1. Notiamo che d_x_ = 2" e dunque
T n
:Zx"_122x”:f(x) Vo e] —1,1].
n=1 n=0
In altre parole g ¢ una primitiva di f, cioe g(z) = —In(1 — x) + ¢ per ¢ costante. Ma
calcolando tutto in x = 0 si trova 0 = ¢g(0) = ¢ e quindi:
= "
—:—lnl—x) se —l<z<l.
n
Consideriamo ancora una terza serie: h(z) := > na" (: > nx”) Anch’essa ha raggio
70 —

di convergenza 1 perché {/n — 1. Si ha:

o0 oo d > ,
:;nx”:x;nm :ZEZ —m— <;$n>:$f(x)

Quindi

an 1—37)2 se —1l<z<l.

o0
5.3.7 Esempio. Consideriamo la serie Y (—1)"2%". Questa serie ha raggio di convergenza
n=0

1. In questo caso in verita non esiste lim,,_,o, {/|a,| perché si ha:

(—=1)* sen =2k
an, =
0 sen=2k+1

pero il massimo limite fa 1, come si vede passando alla sottosuccessione %/|asx|. Si vede

facilmente che
1
n_2n __ _2\n __
ngzo(—l) 2" = nEZO( 24 = T se |z] < 1.
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Quindi la serie converge a . per le z in {|z| < 1}. Guardando la cosa dal punto di

2
z
vista di R la cosa e abbastanza strana, dato che non si capisce come c’entri il numero 1

1
con la funzione 152 che e ben definita su tutto R. Dal punto di vista complesso invece
x
¢ chiaro che il raggio di convergenza non puo essere piu di 1 dato che 7 e —¢, cha hanno

modulo uno, sono delle singolarita per .
1+ 22

(e.0)
Abbiamo visto prima che data una serie di potenze . a,(x — xo)"™ essa definisce
n=0
una funzione f sull'intervallo |zg — R,zo + R| ed f ¢ somma della sua serie di Taylor.
Procediamo a rovescia e assegnamo una funzione f di classe C*°, definita per esempio su

f(n) (1'0) N o0
|xog — 7, 29+ 7], e poniamo a,, := o E spontaneo chiedersi se la serie > a,(x — ()"
: n=0

(costruita a partire da f) sia convergente in |xy — r, 29 + 7| e soprattutto se converga a f.
Il seguente esempio mostra che, in generale, cio non e vero.

5.3.8 Esempio. Consideriamo la funzione f : R — R definita da

f(z) = {e_ﬁ sex #0

0 sex =10

E chiaro che f e continua in zero, dato che e’ — 0 per z — 0. Per z # 0 si ha:

2

fl(x) =207 %™
F(x) = (=62 + 4z 6)e "
FO@) = (24275 — 24277 — 12277 + 827 )" = (2427° — 3627 + 8z %)e "

[ (x) = Po(a™)e™
per un opportuno polinomio P (andrebbe precisato ragionando per induzione). Dato che
I’esponenziale “vince ”su ogni polinomio si trova

lim f®(z) =0

xz—0

qualunque sia k intero. Quindi
f®0)=0  Vk.

In altri termini f si annulla in zero piu rapidamente di qualunque potenza. Tutto questo
implica che la serie di Taylor associata a f nel punto zero ha tutti i coefficienti nulli e
dunque converge uniformemente ovunque alla funzione zero. Dato che f(x) # 0se z # 0
si ha che f(z) non é eguale alla somma della sua serie di Taylor in nessuna x # 0.

In realta il problema e sempre legato al fatto che stiamo ragionando in R, se infatti
guardassimo la funzione in C essa non sarebbe C! in nessun intorno di zero.

Nel seguente enunciato si da un criterio (sufficiente ma non necessario) per far funzio-
nare le cose.

5.3.9 Proposizione. Supponiamo che f :|zog—r, xo+r[— R sia di classe C* e supponiamo
che esistano due costanti M e K tali che:

‘f(n)(x)‘ < MK" per tutte le x in |xg — r,xo + 1]
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Allora .
f(x):;fn—(!wo)(a:—xo)” in Jxg — 1, xo + 7]

Dimostrazione. Per la formula di Taylor con resto di Lagrange si ha

n ) (g (i) (g 1
o) =3 i g Ty

dove &, , ¢ un opportuno punto, che dipende da n e da x, che si trova sul segmento tra
xo e x. Facendo tendere n all’infinito:

(n+1) K ntlpntl
f (gnvx) (l‘ . ZUO)TH_l S M r N O
(n+1)! (n+1)!
(n! va all’infinito piu velocemente di (K7)") e dunque la serie converge a f(x). O

5.3.10 Esempio. La funzione f(x) := e® & somma della sua serie di Taylor:

per tutti gli x in R. Infatti, fissato R > 0

(k) . x| _ R
ma )| = Inha e | =e€
xe[—R),(R} F2 @)l xe[—R)::R} e°]

(che ¢ una costante indipendente da n). Per (5.3.9) la tesi vale su [—R, R] e per l'arbitra-

rieta di R la tesi e vera ovunque.
Nello stesso modo si puo verificate che

n

: - (_1)n 2n+1 . (_1) 2n
sin(x) = Z mx : cos(x) = Z @) T

per tutti gli z in R.

Notiamo che, da quanto fatto in precedenza, si deduce che tutte tre le serie scritte
sopra hanno raggio di convergenza infinito e quindi definiscono delle funzioni da C in C
(mettendo z € C al posto di € R). In particolare

¢ ben definita per ogni z in C. Facciamo vedere che f(z1 + 22) = f(21)f%2). Per que-
sto usiamo il risultato sul prodotto alla Cauchy tra due serie (5.3.11) che ricordiamo
immediatamente nel seguito. Usando quel teorema si ha:

< 1 > 1 [~ gt




128 CAPITOLO 5. SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

Quindi, se z,y € R possiamo scrivere

ot = g = e (S CHE 5 L)

2ol kl £ (2k + 1)

2k+1

e (Z(-M(gk)! +¢Z(—1)km> — ¢"(cos(y) + isin(y)).

k=0 k=0

e dunque, con la definizione tradizionale di e* per z in C, troviamo

[e.9]

Z %z" = e~

n=0

Si potrebbe in realta definire le le funzioni e?, sin(z) e cos(z) mediante le serie scritte
sopra, e dimostrare che la formula e := e®(cos(y) + isin(y)) ¢ una conseguenza di tali
definizioni.

5.3.11 Teorema. Siano (a,) e (b,) due successioni in C e poniamo:
Cp = Z rbn—t.
k=0

o0 oo o0
Allora se le serie Y a, e Y b, convergono assolutamente (in C) anche la serie > ¢,

n=0 n=0 n=0
converge assolutamente e

S (5 (5

5.4 Serie trigonometriche e serie di Fourier

2T
Sia T > 0 assegnato e per il resto di questo paragrafo poniamo wq := T (T & un periodo

assegnato e wy € la corrispondente frequenza angolare).

5.4.1 Definizione. Sia (¢,) = (¢,)nez una successione definita per n € Z.

Questo significa che per ogni n intero relativo e definito un numero complesso ¢,. Possiamo
anche pensare che a (c¢,)nez sia definita mediante le due successioni (in senso tradizio-
nale) (¢,)n>0 € (¢—n)n>1 (0, per rendere tutto simmetrico, mediante la terna ¢y, (¢,)n>1,
(¢—n)n>1). Indicheremo con e, : R — C le funzioni

e, (t) ;= et vVt € R.

+oo
Chiameremo serie trigonometrica complessa la serie > c¢,e,. Anche qui non abbiamo
n=—oo

una serie in senso tradizionale e dobbiamo precisare cosa intendiamo. Dato k& € N si pone:

k

Se(t) ==Y Vt €R.

n=—k

Chiaramente S; : R — C ¢ ben definita, essendo somma di un numero finito (= 2k + 1) di
+o0o
termini. Diremo che la serie »_ ¢,e, converge (puntualmente/uniformemente/qualche

n=—0o0
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altro senso) se le funzioni (S,) convergono (puntualmente/uniformemente/qualche altro
senso) a una funzione S : R — C. Se cio avviene diciamo che S ¢ la somma della serie e
indichiamo:

+oo +o0
S(z) = Z cren(t) = Z et teR.
n=—oo n=-—oo
+o0 .
Al solito ¢’e ambiguita del simbolo >~ ¢,e"°" che indica sia “la serie” (cioe la succes-
n=—oo

sione delle S,,) sia la sua somma.

5.4.2 Osservazione. Le funzioni e,, sono tutte periodiche di periodo T, cioe e, (t +7T) =
e,(t) per ogni n € Z e per ogni t € R. Quindi se la serie trigonometrica converge
puntualmente, la sua somma e periodica di periodo T'.

5.4.3 Proposizione. Si ha: (la sovralineatura indica il coniugato)

/ e (1o (D) = {0 engm

T sen=m.

Dimostrazione. Se n # m si ha:

r r ) T ei(nfm)wot T
/ en(t>em(t) — / eznwote—zmwot dt = / ez(n—m)wgt dt = |:—:| -0
0 0 0 Z(TL - m)wo 0

(perché t s 'm0t & periodica di periodo T'). Se n = m:
T T T
/ en(t)om() = / iln=neot gy / d=T
0 0 0

Vediamo ora che la convergenza della serie trigonometrica e la regolarita della sua
somma sono legate al grado di “sommabilita” dei coefficienti.

]

5.4.4 Proposizione. Sia (¢,)nez una successione di numeri complessi.

+oo
o Sesiha > |c,| < +oo, la serie trigonometrica converge uniformemente (in par-
n=—00

ticolare puntualmente). Ne seque che detta S la somma della serie ( definita da

+oo .
S(t) = > e¢e™0t) S ¢ continua e T-periodica su R.

+00
e Se in aggiunta > nle,| < +o0o, allora S ¢ Ct, f ed f' sono T-periodiche su R e
+o00 S +o0
S’ = Yo ocnel, = > cpiwgne,.
+o0 .
e In generale, dato un intero h, se Y. n"|c,| < +oo, allora S ¢ di classe C", SV
_,7 +oo ) +oo .
¢ T-periodica per j = 0,...,h e SV o S e’ = >0 culiwon)ie, per j =

0,....h.
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+0o0
Dimostrazione. Supponiamo che > |c,| < +o0o. Allora, dato che le funzioni e, hanno
n=-—00

modulo costantemente eguale a 1, si ha:

+oo +oo
> lenenllo = D lenl < +o0.

n=—o0o n=-—00

(la norma uniforme essendo fatta su R) e quindi la tesi segue dal teorema (5.2.2).

+oo
Supponiamo ora che Y nlc,| < 4+00; notiamo che €/, = iwgne, e allora:
n=—00
+oo +oo
Z lcnenll., = wo Z n|e,| < +oo.
n=-—o00 n=-—00

e quindi la tesi segue dal corollario (5.2.4) (seconda affermazione). Il caso generale si fa

in modo analogo. O]
+00
5.4.5 Proposizione. consideriamo la serie trigonometrica Y, cpe, e supponiamo che
n=—00
+00

> en| < 4o0. Per quanto visto sopra la serie é (uniformemente) sommabile e possiamo
n=-—0o

+o00
dunque considerare f(t) :== > cpen(t) per ognit € R. Allora si ha:

n=—oo

1 T ) 1 a+T )
comk [wema =k [T e vwer. 62
T /o T/,

Dimostrazione. Sia k € Z. Nell'ipotesi fatta possiamo scambiare integrale e serie e
scrivere:

/0 F(t)ey(t) dt = /0 > cen(tes(t)dt = > ¢, /0 e, (t)ex(t) dt.

n=—oo n=—oo

Per (5.4.3) gli addendi della serie sono tutti nulli eccetto il k-esimo che fa 7. Dunque

/0 ' Hter@ d = T

che ci da la tesi. O

5.4.6 Osservazione. Per la proprieta sopra e servito poter effettuare lo scambio tra inte-
grale e serie. L’ipotesi Jio len| < 400 & sufficiente per aver questa proprieta ma non e
affatto necessaria. In renej‘ggo per avere la formula (5.2) basta molto di meno, per esempio
basterebbe che Jio |cn|? < +o0.

n=—oo

5.4.7 Definizione. Ricordiamo che una funzione f definita su R si dice T- periodica se
f(t+T)= f(t) per ogni t € R. Poniamo:
T
LL(RM) .= {f : R — RM: f misurabile e T-periodica ,/ |f(t)]dt < —{—oo} .
0

Ammettiamo anche di scrivere LL(C) (con la stessa definizione).
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5.4.8 Osservazione. Sia f € LL(RM). E immediato verificare che f(t + kT) = f(t) per
ogni t € R e ogni k € Z. Inoltre:

/ " £(t)dt = / ' f(t)dt  VacR. (5.3)

Infatti se a € R possiamo trovare k € Z tale che kT < a < (k+ 1)7T. Si ha:

/aa+Tf(t)dt:/aka(t)dt+/ka+Tf(t)dt:/aka(t)dH/(a f(r +T)dr =

T k—1)T

/aka(t)dtJr/(a f(t)dt:/(kT f(t)dt:/OTf(T—i-(k;—1)T)d7-:/DTf(t)dt_

k—1)T k—1)T

5.4.9 Definizione. Sia f € L. per ogni n € Z definiamo I'n-esimo coefficiente di
Fourier complesso di f:

T T
eN = %/O f(t)en(t)dt = %/0 f(t)e ™ot dt.

Consideriamo anche la serie di Fourier complessa associata ad f la serie

“+o00 “+o00
g Cn€y, = g cpem ot

n=—oo n=—oo

In realta la scrittura sopra va intesa come (nota che eg = 1):

“+o00 —+o00 400
E Cn€n = Cy + E Cn€n + E C_n€_p,
n=1 n=1

n=—oo

e quindi la convergenza (puntuale o uniforme) della serie a sinistra si definisce come la
contemporanea convergenza (puntuale o uniforme) delle due serie scritte a destra.

La definizione data sopra ¢ legata ovviamente alla proposizione (5.4.5). E naturale
chiedersi se l'esistenza dei coefficienti ¢, di f sia sufficiente ad aver che f ¢ somma della
sua serie di Fourier. Questo purtroppo puo essere falso anche se f e continua: e possibile
dimostrare che esistono funzioni continue la cui serie di Fourier non converge alla funzione
in molti punti (per esempio sui razionali). La questione ¢ piuttosto delicata: riportiamo
di seguito, senza dimostrazione, un teorema che ci da la convergenza puntuale della serie
di Fourier.

5.4.10 Teorema. Supponiamo che f € L} e che esistano 0 =ty < t; < - - <ty =T tali
che per ogni i =0,...,k — 1 si abbia:
e f ¢ continua e derivabile su |t;, t;y1];
o f' ¢ limitata su |t;, tiiq1] cioé sup |f'(t)] < +oo.
t; <t<tjq1

Allora la serie di Fourier associata a f converge puntualmente in R e :

o0 + —
Z Cneinwoto — f<t0 ) —; f(t()) \v/to R

n=—oo

dove

Fltg) = lim f(8),  f(t) = lim F()

t—ty t—td
tenendo conto del fatto che il limiti destro e sinistro scritti sopra esistono per ogni t
come consequenza delle ipotesi su f. Dunque la serie di Fourier converge puntualmente a
f tranne (eventualmente) che nei “punti di salto” t; +mT (i=0,...,k, m € Z).
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5.4.11 Teorema. Se f € L} ¢ di classe C'R) allora la serie di Fourier associata a f
converge uniformemente su R alla funzione f.

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione nel caso f € C*(R). Abbiamo:

1 —inwot 1T 1 T )
/ f fmwot dt |:f( ) :| : / f/(t)efznwot dt —
—inwy |, 1wl Jy

70

L [fme™ et T e R
t 1NWO dt - 1" t mwot dt
inweT [ —inwy |, +(inw0)2T/0 S (e n%u%T/o (e

N J/
-

=0

Nei passaggi svolti abbiamo integrato per parti; dato che sia f che f’ sono C! su [0,7T] e
hanno lo stesso valore agli estremi (per I'ipotesi di periodicita) abbiamo potuto cancellare
i due termini sopra. Si ha:

T
”(t)e_mwot dt‘ S Hf”Hoo/ ’e—inw0t| dt — Hf/,HooT
0 >

e dunque:
Hf”lloo

lcen] <
C‘)0

Vn e Z.

n2

Per la (5.4.4) la serie di Fourier converge uniformemente. Per il teorema (5.4.10) la serie
converge puntualmente a f. Dunque la serie converge uniformemente a f. O

Ricordiamo anche che i coefficienti di Fourier si possono calcolare integrando, invce
che tra 0 e T, su un qualunque intervallo [a,a + T, di ampiezza T.

5.4.12 Proposizione. Sia f in L2(C). Allora
1. f e reale se e solo se c_y, = ¢ per ogni k;
2. f & pari se e solo se c_y, = ¢, per ogni k;
3. f e dispari se e solo se c_, = —cy, per ogni k;
4. f € reale pari se e solo se c_, = ¢ € R per ogni k;

5. f e reale dispari se e solo se c_j, = —cy, € iR per ogni k (cioé i ¢, sono immaginari
puri);

Dimostrazione. La prima proprieta ¢ gia stata vista prima. Dimostriamo la seconda
supponendo f pari. Usando il cambio di variabile s = —t

2 f(t>e—iw0kt dt _ 2 f(_t)e—iw()k’t dt _ 2 f(s)eiwok‘s dS

Sl
Sl
Sl

da cui ¢; = c_;. In modo analogo si ragiona se f ¢ dispari. O

5.4.13 Definizione. Se f ¢ una funzione e ¢, € R indichiamo con f;, la funzione translata

di to fto (t) = f(t - to)

5.4.14 Proposizione. Siano f in L
Fourier di fy,. Allora ¢ = e~ “otokc, .

2 (T) ety in [0,T], e chiamiamo cj, i coefficienti di
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Dimostrazione. Con un semplice cambio di variabile nell’integrale
T—to )
— _/ f t —t —zwokt dt = / f(,]_)e—zwok(r—i—to) dt =

efiwokto T ) )
/ f(T)e—zwokT dt = e—zwotokck
0

O

Vediamo ora la versione in R dei risultati precedenti. Supponiamo che f sia in LL(R)
(f a valori reali). Siano ¢ i coefficienti di Fourier di f. Allora

C—k = <f7 e*k> f7 ek <ek7f> ek7 <f7 ek> =k

(notiamo che vale anche il viceversa: c_, = ¢ = f reale). Quindi

oo oo
g Cper = Co€g + g (crer + c_re_x) = coeo + g (crer +cper) =
n=—oo n=1 n=1

+o0 +oo =
co€o + 2 Z Re(crex) = co + 2 Z Re(cx) cos(wokt) — 2 Z Sm(ex) sin(wokt) =

n=1 n=1 n=1
+o0 +oo
ap + Z ay cos(wokt) + Z by sin(wokt)
n=1 n=1
dove:
1 (T
a, = Co = —/ f@t)dt e per k> 1:
T Jo
9 T
ar = 2Re(cy) = T/ f(t) cos(wokt) dt (5.4)
0

by = —29m(c) = %/Tf(t) sin(wokt) dt
0

5.4.15 Osservazione. Un altro modo di vedere le cose nel caso di f a valori reali, e il
seguente. Sia k # 0 e scriviamo ¢, = ppe?®*. Per le (5.4) si ha a, = 2pycos(fy,) e
br = —2p sin(fy) e dunque

ay, cos(wokt) + by sin(wokt) = 2py, cos(wokt + Oy).

In sostanza il modulo del coefficiente ¢ ¢ legato all’ampiezza della componente (sinusoi-
dale) ay, cos(wokt) + by sin(wokt) mentre 'argomento di ¢ € legato alla sua fase.

5.4.16 Definizione. Se (a,) e (b,) sono due successioni di numeri reali la serie

ap + Z ay, cos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1

¢ detta serie trigonometrica reale. Se f € LL(R) chiamiamo coefficienti di Fourier reali
di f i numeri a, e b, definiti da (5.4). La serie trigonometrica reale corrispondente ai
coefficienti di Fourier di f & detta la serie di Fourier di f.

Ricordiamo anche che i coefficienti di Fourier si possono calcolare integrando, invce
che tra 0 e 7', su un qualunque intervallo [a,a + T'], di ampiezza T.
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5.4.17 Osservazione. Sia f in L2(R). Come conseguenza delle proprieta dei ¢ si ha:
1. f & pari se e solo se by, = 0 per ogni k.
2. f e dispari se e solo se a; = 0 per ogni k.
Si possono allora ritrovare gli stessi risultati di convergenza trovati nel caso complesso.

5.4.18 Proposizione. Siano (a,) e (b,) due successione di numeri reali.

o Se Z la,| < +o0 e Z |b,| < +00, allora la serie trigonometrica reale associata a
n=0 n=0
(an), (by) converge uniformemente a una funzione continua (e T-periodica) f;

o0 oo
e Se si ha anche Y nla,| < +o0o e > n|b,| < +oo, allora f ¢ C', si puo derivare
n=0 n=0

per serie e la serie delle detivate converge uniformemente alla derivata di f; la serie
trigonometrica reale associata agli (a,) (b,) converge uniformemente.

o0 oo
e Se, piu in generale, > n"|a,| < +oo e Y. nl'b,| < +oo, allora f ¢ C", e il risultato
n=0 n=0

precedente vale per tutte le derivate f9 per j=1,... h.

5.5 Alcuni esempi

5.5.1 Esempio (onda quadra). Sia

ft) =

1 se0<t<T
-1 se%<t<T

ed eventualmente estesa per periodicita (con periodo T') a tutto R. Calcoliamo lo sviluppo
in serie di Fourier di f. Applicando le formule si ha:

1 [*
CO T/o |

—iw T/2 Ciw T
Cp = l/ efiwokt dt — l /T efiwokt dt — l e okt B l e okt _
T 0 T % T _Zwok 0 T —'l(,dok T/2

i

v 7ikﬂ'_1_—1_ 72]671':_ _1k’_1
57 (€ )= o= =—((=1)" = 1)
Passando alla forma reale di ha:
1— (—1)"3
=0 b, = 2
Qg ) k s
e quindi
= i sin(wokt) = 4 i sm ((2k + 1)wot)
L k= [

Nelle figure 5.8, 5.9, 5.10 sono riportato i grafici dei polinomi di Fourier di diversi ordini
n. Si noti come I'approssimazione (che come abbiamo visto ¢ in energia) diventi cattiva
vicino ai punti di salto anche per n grande.
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5.5.2 Esempio (dente di sega). Sia

t se0<t<Z
- :

estesa per periodicita (con periodo T') a tutto R. Per calcolare i coefficienti di Fourier
possiamo usare l'intervallo [-7/2,T/2] invece di [0,7T], notando che f(t) = t in tale

intervallo. Si ha allora:
1
Co—f/igtdt—o,

e per k # 0 (integrando per parti):

N

1ofE o 1 Jteod]E 11 fE
—— [ ek g — — —— | ek —
* T/g6 T{—mwlg+dw%k/§€
2
- T —iwokL | T iwokT . .
L 5¢€ 2t gere R —— g T k0
2 k + 47Tk;(e e = (=1) 21k ) wok

Passando alla forma reale di ha:

T 2
a =0, y (=1) 7k (=1) wok
e quindi
T~ (=)
f(@) = g p sin(kwot).

k=1

Nelle figure 5.11, 5.12, 5.13 sono riportato i grafici dei polinomi di Fourier di diversi ordini
n. Anche in questo caso 'approssimazione non ¢ molto buona vicino al punto di salto.

T T

5.5.3 Esempio (onda triangolare). Sia f(t) := [t| — 753 <t< oL estesa per

periodicita (con periodo T') a tutto R. Si ha:
1 (% 2 [2( T 2 [ TH]?
2 2
=7 _gf(> T J, ( 4) T[Q 4}0 ’
1.5
1
0.5
6 4 2 4 6

Figura 5.8: Onda quadra: polinomio di Fourier di ordine n = 10



136 CAPITOLO 5. SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

Figura 5.9: Onda quadra: polinomio di Fourier di ordine n = 50

J 1.5 F

y ]

Figura 5.10: Onda quadra: polinomio di Fourier di ordine n = 200

Figura 5.11: Dente di sega: polinomio di Fourier di ordine n = 10

Figura 5.12: Dente di sega: polinomio di Fourier di ordine n = 50
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Figura 5.13: Dente di sega: polinomio di Fourier di ordine n = 200

e per k # 0 (si usa 'integrazione per parti):

T
1 [2 T
— ] — —iwokt dt =
* T/T (' | 4) T
2 —-T/2

1 1 0 . 1 1 T .
- _1 —iwokt dt - / 1 —iwokt dt — O
= /€< Je Fo |G ¥

) 3 ] —iw 0 —iw -z
v /0 p—iwokt gy _ /2 o—iwokt gy U e~ okt e okt ™2
21k _% 0 2k —iwok T —’ink 0

(—14e*m e ™m—1) = L (=D)F=1)= #((—1)’“ —1)

7TCL)0]€2

(|t| _ _) —iwokt T/2

—iwok

+

Passando alla forma reale di ha:

T k
ap =0, eper k>0 ak:W((—l)—l), by =0
e quindi
T < 2T & 1
= — kwot) = —— —_— 2k + 1)wot).
L2 = Z COS( wot) — e cos((2k + 1)wot)
k=1 k=0
T 1 . C
Dato pero che la serie dei moduli dei coefﬁmentl — Z m e convergente si puo
dire che

2T 1
e in particolare la serie sopra converge a f(t) in ogni t. Nelle figure 5.14, 5.15, 5.16 sono
riportato i grafici dei polinomi di Fourier di diversi ordini n. Stavolta I'approssimazione
¢ nettamente migliore (per ordini n anche piu bassi dei precedenti). A cercare il pelo
nell’uovo c¢’e qualche problema nell’approssimare gli spigoli, che sono sempre un po’ tondi
nelle approssimanti. Si puo anche notare che la serie delle derivate ¢

o0

1
2k +1

Y 1

2 m[ (2k + 1)wp sin((2k + 1wot)] =

sin((2k + 1)wot),
o

che ¢ la serie di Fourier dell’onda quadra esaminata nel primo esempio. Dunque 'onda
quadra ¢ la derivata in senso di L? dell’onda triangolare. Osserviamo che quest’ultima
non ¢ C! dato che non & derivabile in zero.
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Figura 5.14: Onda triangolare: polinomio di Fourier di ordine n =5

Figura 5.15: Onda triangolare: polinomio di Fourier di ordine n = 10

Figura 5.16: Onda triangolare: polinomio di Fourier di ordine n = 50



5.5. ALCUNI ESEMPI 139

5.5.4 Esempio. Sia f(t) = t* per —% <t< % (estesa per periodicita su tutto R). Si ha:

1 [® 1 [#]7 7
2 2

= tdt = — | = =
0 T/_g T{S] 12

e per k # 0 (integrando due volte per parti):

N

T

T
] 1 t2 —iwokt] 2 1 1 5 ]
:_ t2€72w0kt dt - |:€—:| + / 2t672w0kt dt —
T
T2

T T | —iwok Tiwok -z
. T T .
1 [2teiwokt] 2 1 [2 e iwokt 1 T T .
0+ — |/ S o dt= 9 thm | 9 gtk 0=
T { wik? :|_T T/g wak? Twik? ( Tege )+
2 T?

—(—1)F = (=1)",
w3k2( )= S (Y

Passando alla forma reale di ha:

T2 T2 (_1)k

aozﬁ, eper k>0 akzﬁ 2 b, =0
e quindi
T2 T2 0 (_1>k
ft) = T + 2. cos(kwyt)

1
Dato che > < +o00 si deduce

1?2 T2 L (—1)F

+
2
umf 12 P k

f(t) = cos(kwot)

(e in particolare la serie converge puntualmente a f). Se T' = 27 si ha allora:
7_{_ o
P Ty
k=1
Calcolando il tutto in ¢ = 0 e rispettivamente in t = 7 si ritrovano le formule:
kK212 kK26
k=1 k=1

Riportiamo anche per questo esempio (vedi figure 5.17, 5.18, 5.19) i grafici di alcuni
polinomi di Fourier approssimanti - la situazione ¢ simile a quella dell’onda triangolare.
In effetti la funzione f che stiamo esaminado non ¢ C' (anche se la formula f(t) = ¢
potrebbe suggeriere che lo sia). Per capirlo dobbiamo ricordare che la f & definita su
tutto R e vale ¢? solo in [—T'/2,T/2], mentre fuori da questo intervallo ¢ estesa in modo
da risultare periodica di periodo T (come e chiaro dai grafici delle approssimanti). Vista
cosi e chiaro che f non e derivabile nei punti +7'/2. In effetti se calcoliamo la serie delle
derivate troviamo
2 k o0 k
T EDY s sin(hut) = — 2L 5~ D

2 k2 T k
k=1 k=1

cos(kt) su [—m, 7]

sin(kwot).

I coefficienti di quest’ultima serie sono solo a quadrato sommabile (mentre non sono
sommabili) e quindi la derivata c¢’¢ solo nel senso di L.
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Figura 5.17: f(t) = t* — 7?/3: polinomio di Fourier di ordine n =5

Figura 5.18: f(t) = t* — 7?/3: polinomio di Fourier di ordine n = 10

Figura 5.19: f(t) = t* — 7?/3: polinomio di Fourier di ordine n = 50
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5.6 Serie di Fourier per funzioni a energia finita

5.6.1 Definizione. Poniamo:
T
LE(RM) .= {f :R — RM: f & T-periodica, misurabile e / |f()]?dt < —l—oo}
0

Analogamente consideriamo L3(C). Se f € L3 chiamiamo norma L*:

T
1]l = / ()2t

Chiamiamo anche energia di f il quadrato della norma: |[f||?. Date f,g € L%(C)
chiamiamo prodotto scalare L? 'integrale:

(f. g)y = / (g0 dt.

Il fatto che (f, g), abbia senso per ogni f, g € L3(C) segue dalla disuguaglianza:

1
F®9@)] < 5 (1FOF +l9®)?)
Diremo che una successione di funzioni (f,) in L2 tende a f in L% se || f, — f|l2 — 0.

5.6.2 Osservazione. Si verifica abbastanza facilmente che (-, -), € una funzione bilineare
non negativa e che | f||3 = (f, f),. L’unico problema per considerare || - ||z una norma
¢ che ||f|l2 = 0 non implica f identicamente nulla ma solo f(t) = 0 per quasi ogni t.
Per ovviare a questo inconveniente si considera una “relazione di equivalenza ~” tra le
funzioni per cui f ~ g se e solo se f(t) = g(t) per quasi ogni t e si considerano equali le
funzioni equivalenti. Continuiamo a chiamare L2 lo spazio delle funzioni a energia finita
con questa relazione di equivalenza (per cui ad esempio la funzione identicamente nulla
e la funzione nulla sugli irrazionali e 400 sui razionali sono la stesso oggetto). In questo
spazio la norma L? ¢ effettivamente una norma che misura la distanza tra due funzioni f
e g guardando U'integrale del quadrato delle differenza |f — g|.

5.6.3 Osservazione. E facile vedere che L2 C L.

5.6.4 Osservazione. Le funzioni e, introdotte all’inizio sono tra loro ortogonali, cioe
(e, €m), = 0. Inoltre [le,||» = VT

5.6.5 Teorema. Lo spazio L2(C) dotato della norma || - |2 ¢ completo.
5.6.6 Definizione. Per n in N poniamo
E, = { Z Me€r: A\, € C k= —n,...,n};
k=—n

E, ¢ il sottospazio di dimensione finita (pari a 2n + 1 ) generato da e_,,,...,€,,...,€,.
Inoltre data una funzione f in L2(C) poniamo:

dove ¢, sono i coefficienti di Fourier complessi di f. Chiameremo f, l’approssimante di
Fourier di f di ordine n.
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5.6.7 Proposizione. La funzione f,, sopra introdotta ha le sequenti proprieta:
® fn€ Ey;
e per ogni g in E, si ha (f — fu,g9) =0;

e per ogni g in E, si ha:

1F = glls = 1L = falls + [1fo = 9ll5 (5.5)

e quindi f, ¢ lelemento in E, che ha minima distanza (L*) da f;

e si ha inoltre

2 2 2
1f1lz = Wfullz + 11 = fullz

Dimostrazione. La prima affermazione e ovvia. Per dimostrare la seconda basta notare

che per ogni j tra —n ed n:

n

(fares) = Y (crer,e)) = ¢ (ej,e5) = Tey = (fre) .

k=—n

Dunque (f — f.,e;) = 0; ne segue che se g = Y Aje; si ha (f — f,,9) =0.
Jj=—n
Dimostriamo (5.5); presa una g in E,;:

1f=als=1I(f = fu) + (o= 9)ls=((f = fu) + (o —9), (f = fa) + (fa—9)) =
If = fulls +2Re (f = fur o — 9) + 1o — glls = IIf = fulls + 12 — 9ll3

perché (f, —g) € E, e quindi & ortogonale a (f — f,,). Ne segue che || f — g||§ >|f - ang
e l'eguaglianza vale esattamente quando g = f,,; dunque f,, e il punto in F,, di minima
distanza da f. Per dimostrare 1'ultima relazione basta prendere g = 0 in (5.5). O

5.6.8 Osservazione. Siha T > |ca|? < ||f]l3; inoltre

n=—oo

+0o0
L2
fo = F & flz=T ) leal

n=—oo

Dimostrazione. Notiamo che, per la 5.4.3 si ha

n 2 n n
Z cker|| = Z ckCh (€x, en) = Z jex [T

k=—n 2 k,h=—n k=—n

2
1fallz =

Quindi dall’'ultima delle 5.6.7 si ricava

2
n
2 2
T\ cer|| =I1f = falls + I1£1I5
k=—n 2
da cui seguono entrambe le tesi. O]

Vediamo ora che le f,, “a qualcosa convergono”.
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5.6.9 Proposizione. Sia assegnata una successione (cx)rez di numeri complessi tali che
+oo n 2

S° enl? < 4o00. Allora esiste una funzione g di L%(C) tale che g, := > cey Iy

n=—o00 k=—n

per n. — 0o0. Inoltre:

+oo
1
= lg.ed) perogmik ez, li=T Y Jef

n=—oo
Dimostrazione. Dimostriamo che (g,,) ¢ una successione di Cauchy in L2.(C). Siano n > m
interi, allora, per I'ortonormalita degli e;:
2

n m
Hgn - gm”g - Z Cx€r — Z Crer|| =
k=—n k=—m 2

—m—1 —m—1 n

Yoaet Y aa| =Y Al Y laf

k=—n k=—m-—1 k=—n k=m+1

+oo
Dire che Y. |e,|? < 400 significa che Z lcn|? < o0 e Z len|? = Z lc_n|? < 40 e
n=-—o0o n=0 n=-—00 n=0

dunque, fissato € > 0 possiamo trovare un n intero tale che, se n > m > n:

- 2 e? — 2 e?
>l <3 > ol <3
k=m+1 k=—m—1

e quindi per n > m > n:
o €2 &
”gn_gmH2<§+5_5 <:>Hgn_gmH2<€

Quindi (g,) ¢ di Cauchy e per la completezza di L?([0,T]) essa ammette limite g in L2(C).

2
A questo punto abbiamo trovato che g, EEN g. Preso un j intero si ha

n

(gn-€5) = Z cr (ex, e;) = T'c; Vn > j

k=—n
da cui al limite (g, e;) = T'c;. Per 'altra proprieta si ragiona allo stesso modo. O
+o0o
5.6.10 Osservazione. D’ora in poi scriveremo g = Y. ¢,e, per indicare g &€ somma della
2 n=—o00

n
. N L2 . .
serie in L%(C) cioe che . cper — g, per n — +00. In maniera analoga scriveremo
k=—n
+00

= > cpe, per indicare g ¢ somma della serie uniformemente su un qualunque
unif. =

intervallo [a,b] di R, cioé che > cxex unif g (su [a,b]), per n — 4o00.
k=—n

5.6.11 Teorema (completezza dei polinomi trigonometrici). Se f ¢ in L%(C) allora la
successione f, converge in L* a f:

+o0
f = Z Crer, dove ¢, = f e,) = / f(r e~ wonT dr.
2
k=—o00

Inoltre vale 'uguaglianza di Parseval

[ uerar=1 3 o

n=—oo
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Dimostrazione. Per la proposizione 5.6.9 esiste g tale che f, N g e tale g ha la pro-
prieta (g,er) = Tcx. Dato che vale anche (f,e;) = T¢j, (per definizione di ¢;) si ottiene
(f — g,er) = 0 per qualunque k intero. Ne segue che f — g & ortogonale a tutti gli E,.
Prendiamo ora una funzione ¢ di classe C! e siano una ¢, le approssimanti di Fourier
di ¢. Per il teorema (5.4.10) si ha che ¢, — ¢ puntualmente e inoltre, per un’opportu-
na costante C, si ha |¢,(t)] < C per ogni m e ogni t. Allora (f — g)b, — (f — g)¢ e
I(f — g)pn| < C|f — g| € L'. Applicando il teorema di Lebesgue si ottiene allora:

0= (f g, ) = / (F(t) — g(6))Bu(D) dt — / (F(t) — 9(£))80D) dt

Ne segue in particolare

/0 (F(H) — g)Ddt =0 Vo €20, T.

Per la (6) della proposizione (4.1.28) si ha f = g quasi ovunque su 0,7 da cui f = g in
L2(C) e ciot la tesi. O

Il teorema sopra dice che I'insieme delle funzioni e; con k in Z ¢ una “base ortogona-
le”per L%(C) che genera ogni elemento di L2(C). T numeri ¢, si possono quindi pensare
come le “componenti’di f rispetto a tale base.

Cé quindi una perfetta corrispondenza tra le funzioni f di L? (funzioni di energia

+oo
finita) e le successioni (¢, )nez con > |e,|? < 400. Vediamo il corrispondente reale del
n=—oo

risultato sopra.

5.6.12 Proposizione. Sia f una funzione in L#(R) e siano (ax)k>o0 € (br)i>1 definiti in
(5.4). Poniamo

Falt) == ay cos(wokt) + Y _ by sin(wokt). (5.6)
k=0 k=1
Allora f,, converge a f in LA(R) (in energia) e si ha
T T «
Hf”;ZT@nggZaiJrgai- (5.7)
k=1 k=1

Viceversa supponiamo che (ag)k>0 € (bx)p>1 siano due successioni di numeri reali tali che
oo oo
2 b2
ap < 00, < +o00.
k=0 k=1

Allora, definendo f, come in (5.6), esiste una funzione f in L%(R) tale che f, 5N f.
Inoltre sviluppando tale f in serie di Fourier si ha che i coefficienti dati da (5.4) coincidono
con gli (ag)k>o0 € (br)rk>1 di partenza e vale (5.7).

5.7 Serie di Fourier in soli seni
In questo paragrafo fissiamo L > 0 e poniamo @ := % (non %) Poniamo anche:
L
LY0,L) := {f : [0, L] — [—o0, o0, misurabile ,/ |f(z)|dz < —i—oo},
0

L*(0,L) = {f : [0, L] — [—o0, o0, misurabile ,/L |f ()] do < —|—oo} .
0
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A diffferenza dei paragrafi precedenti le f saranno definite solo su [0, L]. Inoltre
trattiamo solo funzioni a valori reali.

5.7.1 Definizione. Chiameremo serie trigonometriche di soli seni — di soli coseni delle
serie del tipo:

o oo
Suse S o
n=1 n=0
dove (un)n>1 € (Vn)n>0 sono successioni in R e dove s,, ¢, : [0, L] — R sono definite da:
Sp(x) := sin(nwx), ¢, () := cos(nwx)
o0 oo
dunque stiamo considerando Y u, sin(nwz) e > v, cos(nwzx).
n=1 n=0

E chiaro che le serie di funzioni scritte sopra si possono estendere a tutto R come
funzioni periodiche di periodo L = 2L (rispettivamente dispari e pari). Si tratta dunque
di particolari serie trigonometriche (di periodo L) in cui mancano gli a,, 01 b,. Ricaviamo
dunque da quanto gia detto i seguenti risultati.

5.7.2 Proposizione. Sia (uy),>1 una successione di numeri reali.

oo oo
o Se > |u,| < 400, allora la serie Y u,s, converge uniformemente a una f continua

n=1 n=1
tale che f(0) = f(L) = 0.
e Se > nlu,| < 400, allora f ¢Ct esiha f' = Y ndu,c,. Inoltre la serie Y nwu,c,
n=1 n=1 n=1

converge uniformemente a f’.

oo
e In generale, dato un intero h, se > n"|u,| < +oo, allora f ¢ derivabile h volte e

n=1
le derwwate di ordine minore o equale ad h sono continue. Di tali derivate guelle
con h pari (compreso h = 0) sono nulle agli estremi dell’intervallo. Infine qu] =

o0

h N . . . . . . . . .
> Upst) (che é una serie di seni o di coseni a seconda che h sia pari o dispari.
n=1

o0

oo
e Se > u? < 400, allora la serie Y u,s, converge nel senso di L* (in energia) a

n=1 n=1

una }unzione feL?0,L) e valgon;
o L
Uy = Z/ f(z)sin(@nx)dr  pern >1, (5.8)
0
- 2 2 _ L~ s
| e e =151 = 5 3" (5.9
n=1

5.7.3 Proposizione. Sia (v,),>0 una successione di numeri reali.

[e.e] o0
o Se > |v,| < 400, allora la serie Y, v,c,, converge uniformemente a una f continua.

n=0 n=1
e Se > nlu,| < 400, allora f ¢CY, f'=— > nwu,s, e f'(0) = f'(L) = 0. Inoltre la
n=0 n=1

oo
serie — Y nwv,s, converge uniformemente a f’.
n=1
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e In generale, dato un intero h, se Y n"|v,| < 400, allora f ¢ derivabile h volte e le
derivate di ordine minore o equale ad h sono continue. Di tali dem’uate quelle con h
dispari sono nulle agli estremi dell’intervallo. Infine f,g Z vncn (che é una
serie di coseni o di seni a seconda che h sia part o dispam

o Se Z v2 < 400, allora la serie Z vnC, converge nel senso di L* (in energia) a una

=0 n=0
funzwne f e L*0,L) e wvalgono

—%/0 f(x)dx vn:%/o f(z)cos(@wnx)dx pern >1, (5.10)
[ irwra =iz ="%+ % Zv G.11)

5.7.4 Teorema. Sia f una funzione in L*([0, L]) a valori reali. Siano uy deiniti come in

(5.8

). Allora

f= Zunsn
n=1

(cioé, come al solito, > ugSg L, f pern — o0) e wvale (5.9).

k=1

o0
Viceversa se (un)n>1 ¢ una successione di numeri reali tali che Y u? < 400, allora
n=1

esiste un’ unica f in L*([0, L)) tale che f = Y u,s, e vale la relazione (5.8).

2 n=1

Dimostrazione. Estendiamo f a [—L, L] in modo che sia dispari, ponendo

. flx) setel0, L]
—f(—x) sete[-L,0]

Per i risultati del paragrafo precedente

ma

Allora, per quanto detto nel paragrafo precedente, f

restringendo tutto a [0, L] si ha che f = Z UpSy, in [0,

da

5.6.

n

f(m) B Z ay, cos(Wkx) + Z by sin(Wkx)

k=0 k=1

essendo f dispari tutti gli ax sono eguali a zero, mentre

/ () sin(wkz) d / () sin(@kz) dx

L: Z UnSy in [—L, L]. In particolare,
L].

Inoltre
Ly [~

o0

2_%00 PR Y ™
L;un— 5 ;bn—/_Lf(:r)dx—Q/O fi(x)dx

cui la formula con 'energia per gli u,. Per il viceversa basta applicare il viceversa di
12 sull’intervallo [—L, L] e restringersi a [0, L]. O
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Nello stesso modo si puo sviluppare rispetto ai coseni. Per ¢ € [0, L] indichiamo con
ci(x) := cos(wkx) (notiamo che ¢}, (0) = ¢, (L) = 0); allora vale anche il teorema seguente.

5.7.5 Teorema. Sia f una funzione in L*([0, L]) a valori reali. Siano vy definiti come

in (5.10). Allora
f = Zvncn.

n=0

Inoltre vale (5.11).
Lo g
S L= fl= [ s@rd
n=1 0

oo
Viceversa se (vy)n>1 € una successione in R con Y v2 < +oo allora esiste una funzione
n=1

in L2([0, L]) tale che f = Y vyc, € vale la relazione (5.10).

2 n=0

Dimostrazione. Basta prolungare f a f definita su [~ L, L] in modo che f' sia pari e imitare
la dimostrazione precedente. O

5.8 Equazione del calore su un interallo

Vediamo ora alcuni esempi in cui le tecniche introdotte sono utili per risolvere dei problemi
alle derivate parziali. Cominciamo con 1’equazione del calore.
Sia L > 0 fissata, ¢ > 0 e sia anche assegnata una f(¢,x). Consideriamo I’equazione

0 0?

—u(t,r) = c—u(t,z) + f(t,z), t>0,z¢€l0,L] 5.12
cult, ) = esu(t,2) + /() 0. 1] (512
L’incognita u rappresenta la distribuzione della temperatura all’istante ¢ nel punto x di
una sbarra (omogenea) di lunghezza L; la funzione f introduce una eventuale sorgente
esterna di calore (variabile nel tempo e nello spazio). Come ¢é ragionevole per motivi fisici,
e come si verifichera matematicamente, per risolvere I’equazione sara necessario:

e indicare la distribuzione ug della temperatura ad un instante iniziale (che per sem-
plicita sara t = 0);

e descrivere gli scambi di calore che avvengono all’estremita della sbarra, indicando
delle opportune condizioni al bordo.

Nel seguito normalizzeremo ad uno il coefficiente ¢ (legato alle proprieta del materiale di
cui la fatta la sbarra). Come vedremo 'equazione si risolvera per tempi positivi.
Comiciamo con delle condizioni al bordo di tipo periodico.

0 0?
u(0,z) = ug(x) Vr € R,

u(t,z) e L-periodica in x per ogni ¢t > 0.

t,x)+ f(t,z), t>0,z€R,
(5.13)

In questo caso conviene pensare la funzione u come una funzione da [0, +oo[xR in R
(cioe definita per tutte le ¢ > 0 e tutte le x) ed L-periodica in x. Allora I'equazione
rappresenta il caso di una sbarra con gli estremi saldati tra loro (questo spiega la condizione
di periodicita), cioe in un anello. La funzione ug rappresenta la distribuzione iniziale della
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temperatura — anch’essa viene presa come definita per ogni x reale ed L- periodica in x cosi
come f(z,t) che ¢ la fonte di riscaldamento (o raffreddamento) proveniente dall’esterno.

Consideriamo il caso f = 0 (senza sorgenti esterne) e supponiamo che uy € L2 (quindi
ammettiamo che la distribuzione iniziale possa essere abbastanza “irregolare”). Cerchiamo
la soluzione come sviluppo t per t dalla sua serie di Fourier in x (questo ¢ consistente con
il fatto che cerchiamo soluzioni periodiche in x), cioe cerchiamo u della forma:

. 2
u(t,z) = Z cp(t)e™ ok dove wy = %

keZ

Supponendo di poter derivare per serie si ottiene

a / iwokx 82 271.2\ Jiwokx
St w) = > ch(t)e o, (1) = > en(t)(—wgk?)e™

keZ keZ

e quindi scrivendo ’equazione componente per componente si trova
' 21.2 —w2k?t 0, —wik?t
() = —wik“cx(t) © cp(t) = cx(0)e 0" = e 0"

dove ¢? sono i coefficienti di Fourier di up: ug(z) = > che™o* cioe
L2 kez

1 [r .
§ =1 [ wlee e
0

Si trova quindi:

Z Cge—kaQt zwgkx (514>
keZ

Questi calcoli dicono che, se si vuole trovare u col metodo sopra la u € univocamente
determinata dalla formula (5.14). Vediamo ora che la u definita da tale formula risolve
effettivamente il problema (in un qualche senso).

1. Per ogni ¢ > 0 la formula (5.14) definisce una funzione in L2 .(T). Infatti

per

1
0 —w2k2t|2 012 2
D 1Qe P <Y ISP = 7 lluoly < +oo

keZ keZ

Dato ¢t > 0 indicheremo con w; la funzione = — u(t, z) (quella che abbiamo appena
dimostrato essere in L?).

2. Sia tg > 0 e poniamo €y, := [to, +oo[xR. Allora la funzione u ¢ infinitamente deri-
vabile nelle due variabili in ogni punto di §2;, ed ¢ L-periodica in z. Inoltre si puo
derivare per serie e quindi, rifacendo all’indietro i calcoli di prima, si ottiene che la
u verifica I’equazione in ogni ¢ > 0 e in ogni x.

Per far vedere questo basta far vedere che la serie delle derivate ¢ totalmente
convergente su €, ; infatti

2: ot k2 k 2: —wik?t k
8tha mcgefwo t zwo X Hck wg ( iw k)m twokx —
a
keZ kezZ o
_ 2.2
E |Ck‘w2h+mk,2h+m He wok t+iwokx S C E ]{72h+m€ wik“to < 400
keZ o keZ

per un’opportuna costante C. Si e sfruttato il fatto che essendo c¢; a quadrato
sommabile ¢; deve tendere a zero e quindi e limitata e inoltre il fatto che, nell’ultima
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serie, 'esponenzie di —w3t,k? “vince”sulla potenza k2"*™. Applicando i soliti criteri

si deduce
8h+m ah+m

= ult — -z
5’th(9a:mu( ) unif. othoxm
keZ

2524 s
Cg@ wik tezwokx

da cui seguono tutte le affermazioni fatte.
Notiamo in particolare che, anche se il dato iniziale ¢ solo L? la soluzione diventa
immediatamente regolarissima a qualunque tempo positivo.

. L2 N -
3. Per t tendente a zero si ha u, — wo, cioe [|u; — ugl|, — 0. Quindi u(z,t) tende al
suo valore iniziale solo nel senso di L?. Questo & comprensibile poiche il dato iniziale
ug ¢ solo L2. Per vedere cid osserviamo che, per I'uguaglianza di Parceval:

s = wolly = LY lef(e 0" =LY |G (e —1)?
kezZ kez

e che per ogni k intero relativo
lim [} (78 — 1) =0, | — )P < |

Dato che Y |c?]? < +o0o possiamo applicare il teorema di Lebesgue nella versione
kez
per le serie (al posto di m — oo abbiamo qui ¢ — 0 ma la situazione & la stessa)

ottenendo lim ||u; — w5 = 0.
t—0

4. Se il dato iniziale uq verifica la condizione Y |?| < +oo, allora, per ¢ — 0%, si ha
nezZ

Uy L. In particolare
lim  u(t,x) = u(0, ) Vzy € R

(t,2)—(0,20)
e dunque il dato iniziale viene assunto in senso tradizionale. Infatti
0 —w2k2t zw kx —w
lur = woll o g < Y max |cf(e0 )tk <N [ lem R — 1
’ z€R
kez kez

e per ogni k si ha

lim |ef e~ — 1] =0, [dlle™8 — 1] < ||

da cui, essendo Y, |c)| < +00, la tesi segue ragionando come nel punto precedente.

5. Per ¢ tendente all’infinito u; converge uniformemente alla costante ¢f. Infatti se

to > 0 e se C' ¢ tale che |c)| < C| si ha:,

— w22 2124
Hut o CSH — E 02 wok t zwokzz S E Hcge wik tezwok;r S
kEZ,k#0 o  kEZEA0 >

C § e—w§k2 C § e—wok‘ (t—to) —wngto <

kEZ, k40 keZ, k40

w2 (f— 272
Cewo(t=to) E e Wk 50 set — +oo.

kEZ k40

In particolare
lim wu(z,t) = c Vx € R

t——+o0

Quindi la temperatura tende a disporsi in maniera uniforme nell’anello.
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O.75{

pa—

Figura 5.20: Soluzioni dell’equazione del calore periodica a partire dall’onda quadra

Nella figura 5.20 si vede I’evoluzione della temperatura in alcuni istanti, a partire da una
condizione iniziale di onda quadra, cioeé una situazione in cui meta dell’anello ¢ a —1 e
I’altra meta e a +1.

Facciamo qualche altra considerazione su quanto abbiamo trovato; vediamo innanzi
tutto come si puo scrivere in modo piu esplicito la soluzione u in termini della confi-
gurazione iniziale uy. Ricordiamo che i coefficienti di Fourier relativi a ug sono dati da
A = %fOL up(&)e 0k d¢ e allora da (5.14) si ha

1 [t . N
u(t,x) — Z (Z/O u0(§>e—zwok§ dg) eV k tezwokgc _
kez
l /L u0<€) Z 67w2k2teiwok(x7£) dg
L 0

kez

per ogni x e per ogni t. Ma, se t > 0, possiamo scambiare integrale e serie perché:

L L
Z%/O |u0(§)e—w2k2t€iw0k(m—§)|dfS <%/0 |U0<§)|d§) Ze_w%% < 400

keZ keZ

e quindi, fissati z e t > 0, la serie di funzioni nella variabile ¢ converge in L'([0, L]) da cui
'integrale della serie ¢ eguale alla serie degli integrali. Allora, se x € [0, L] e t > 0:

ult,) =7 / uo(8) (Z<f>> dé = / uo(©Kp(tx =€) s (5.15)

keZ
dove “il nucleo” K, : R x [0, L] ¢ definito da:

1 .
Kp(t,z) = 7 E ¢t giwoka, (5.16)
kez

Consideriamo ora brevemente il caso con f diverso da zero; supponiamo in questo caso

che per ogni t si possa scrivere f(t,x) = > fi(t)e“o**. Cercando come prima la soluzione
keZ
come u(t,z) = > cxp(t)e"* si trova
kez

() = —w0?k2c(t) + fu(t) < cp(t) = e 0P (cg + / t 8K £.(7) dT>
0
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e quindi u(t, z) = uo(t, x) + u(t, z) dove uy € la soluzione dell’omogenea provata preceden-
temente, mentre u ¢ data da

Ze_woth/ kQTf ( dTezwokx Z/ .fk: —kaQ(t 'r)ezwgk’x dr.

kez keZ

E chiaro che @ ¢ la soluzione dell’equazione completa con dato iniziale ug = 0. Si possono
ripertere per u i ragionamenti fatti per la soluzione dell’omegenea ritrovando risultati ana-
loghi (in cui bisogneréu pero tenere conto della regolarita di f). In particolare, ricordando
che fi(t) = ¢ fo f(t, &)e 0t d¢ si ha:

itz // F(r, €)e B8R ) givoke—8) g e

kGZ

e scambiando serie con integrali (si puo, si puo...) per t > 0 si ha:

a(t,2) //m<

_kaQ(t T)ezwok ) deg —
kezZ

/0 t /0 U Kt — 7 — €) drde

e quindi anche qui il nucleo K, permette di rappresentare la soluzione.

5.8.1 Osservazione. In modo analogo si puo trattare il problema

0 02
au(t,x) :@u(x,t)—kf(t,x), t>0,0<z<L,
u(0, ) = up(x) vV € [0, L],

u(t,0) = u(t,L) =0 per ognit > 0.

(5.17)

utilizzando gli sviluppi rispetto ai soli seni. Il problema sopra modellizza la diffusione del
calore in una sbarra tenuta (forzatamente) a temperatura zero agli estremi. Non e difficile
convincersi che 'esempio precedente (rappresentato nella figura 5.20) rappresenta anche
I’'evoluzione della temperatura nella sbarra tenuta a zero agli estremi con distribuzione
iniziale della temperatura pari a uno su mezza sbarra e a meno uno sull’altra meta e senza
sorgenti esterne di calore (pur di restringersi a [0, L] nelle z).

Un altro problema che si puo studiare ¢ quello in cui la sbarra sia isolata dall’esterno,
cioe non ci sia passaggio di calore attraverso gli estremi. Si puo vedere che tale problema
corrisponde a una condizione di derivata rispetto a x nulla agli estremi:

0 0?
pre u(t,z) = @u(:v,t)jtf(t,x)? t>0,0<z<L,

u(0,x) = ug(x) Vo € [0, L], (5.18)
J u(t,0) = 4 u(t,L) =0 per ognit > 0.

D D

Quest’ultimo problema si puo trattare sviluppando considerando 'incognita u come serie
di Fourier in x di soli coseni e ripetendo i ragionamenti fatti prima.
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Capitolo 6

Campi vettoriali

6.1 Campi conservativi

Ricordiamo la definizione gia vista.

6.1.1 Definizione. Chiamiamo campo vettoriale una funzione f : {1 — RY dove Q ¢ un
sottoinsieme aperto di RY. Useremo la notazione f in luogo fi f per rimarcare il fatto che,
se x € (2 il valore f ( ) & un vettore in RV, E chiaro cosa significa dire che f ¢ continuno,
differenziabile, di classe C" (per h > 0 intero), ecc.

Se f e un campo, indichiamo con fi,..., fy le sue componenti, che sono dunque N
funzioni da 2 in R.

In tutto quanto segue 2 C R sara un aperto e i campi saranno sempre supposti continui
(ed eventualmente piu regolari).

6.1.2 Definizione. Diciamo che f: Q — RN & conservativo (in Q) se esiste una funzione
(scalare) F: Q — R di classe C'(Q) tale che f = VF. In altri termini deve essere:

0
fi(x) = 32

(x) Vx € (.

Una tale F' si dice potenziale per f(in Q).

6.1.3 Notazione. Se N = 3 indichiamo con i, Ie K i versori della base canonica (altrove
denotati con €;, €5 e €3). In questo modo un campo di vettori tridimensionale si puo
scrivere f (x) = f1 (X)f+ fa(x )J+ f3(x ) (1o stesso si puo fare con un campo bidimensionale,
mettendo f3 = 0).

6.1.4 Esempio. Il campo f(z,y) = (x + )i+ (z — y)j ¢ conservativo. Per vederlo basta
22

verificare che F(z,y) := — + a2y — y_ = —(z — y)? ¢ un potenziale.

1
II campo f(z,y) = (x + y)i — (x — y)j non & conservativo. Se esistesse un potenziale

F avrei: )

0
—F(%y)Zl’+y:>F(fC,y)=x—+xy+C(y)

ox 2
dove ¢ dipende solo da y. Derivando rispetto a y:
0
a—yF(ﬂ?, y) =z +(y)

Che dovrebbe risultare eguale a —z + y. Dunque:
—2x =y +(y) Va, Vy.

Questo e chiaramente impossibile.

153
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6.1.5 Osservazione. E semplice vedere che il potenziale F' se esiste non € unico in quanto
F + ¢ e ancora un potenziale se ¢ € una costante. Se ) e connesso vale anche il viceversa:

VI, =VF,= f:> F = F5 + costante.
dato che in questo caso V(F; — F») = 0 e si puo applicare il teorema (3.1.26).

6.1.6 Teorema. Sia ) un aperto connesso di RN e sia f: Q — RY continuo in Q. Sono
equivalenti 1 tre fatti sequenti.

(a) f ¢ un campo conservativo.

(b) Date due curve C' a tratti ~,,7, : [a,b] — Q aventi gli stessi estremi, l'integrale di
f sulle due curve é lo stesso:

1@ = nO =00 = [ Fas=[ foas
Y1 Y2
(¢) Data una curva chiusa in ~ : [a,b] — Q, C' a tratti, il lavoro di f su~ ¢ nullo:

v(@) =) = /f- 05 = 0.

Inoltre se il campo é conservativo ed F' é un potenziale si ha:

(d) dati xo,x € Q e una curva v : [a,b] — Q, C* a tratti con v(a) =, v(b) =, allora:

F(x) = F(xo) + / Fds. (6.1)
¥
Dimostrazione. Dimostriamo prima di tutto la (d). Supponiamo dunque che F : Q — R
sia tale che VF(x) = f(x) per ogni x € Q. Siano xg,x € Q e ~ : [a,b] — Q di classe C!
che congiunge xq a x € €. Allora:

[/f-d§:/abf(7(t))-7’(t)dt=/abVF(7(t)).7/(t)dtzc
/ab (%F <7<t>>) dt = [F(v(D)]iZ,

(il primo passaggio € la definizione di integrale curvilineo, il secondo segue dal fatto che
F & un potenziale per f e il terzo dalla formula di derivazione della funzione comgosta).
Dunque abbiamo dimostrato (d) in . Usando la continuita si passa facilmente a €.

Mostriamo che (a) = (c). Dato che vale (a) esiste un potenziale F. Usando la
formula (6.1) si deduce immediatamente (c).

Mostriamo che (¢) = (b). Sia v : [a,b] — Q chiusa, cioe v(a) = v(b) =: X.
Consideriamo la curva costante 4 : [a,b] — Q, definita da 4(t) = X per ogni t € [a, b].
Chiaramente « e 4 hanno gli stessi estremi dunque, per (c¢) danno luogo allo stesso inte-
grale di f Me e facile vedere che l'integrale su 4 vale zero (perché 4’ = 0). Dunque la

(b) & dimostrata.

Mostriamo che (b) = (c). Siano 74,7, : [a,b] — Q due curve aventi gli stessi
estremi, cioe v,(a) = vy(a) e v,(b) = 5(b). Ricordiamo che 7, ¢ la curva -y, percorsa
nel senso contrario a =,. Allora 7, e 7, sono consecutive e quindi ha senso considerare
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~ =", V7, ed & chiaro che 7 ¢ una curva chiusa (i suoi estremi coincidono con v, (a) =
~5(a)). Per (b) si ha:

0=/f-d§:/ f-d§+/ f-dé’:/ f-d§—/ f-ds.
Y Y1 Y2 Y1 Y2

Abbiamo dunque dimostrato la (c).

Mostriamo che (c) = (a). Fissiamo un punto x, in 2. Dato che vale (¢) possiamo
definire F': 2 — R ponendo:
— / f.ds.
v

dove ~v ¢ una qualunque curva C! a tratti che abbia x; come primo estremo e x come
secondo — naturalmente questa ¢ una buona definizione di F' dato che vale (c). Se veri-
fichiamo che F' ¢ un potenziale, allora la (a) sara dimostrata. Sia dunque x € 2 e sia
~ : [a,b] — Q una curva C! a tratti che congiunga x, ad x. Fissiamo una direzione i tra 1
ed N. Possiamo costruire una curva -, che congiunga x¢ a x+t€; ponendo 7, := vy V7, ,,
dove 4,,(s) := x + sé;, per s € [0,t] (che percorre il segmento tra x e X + té; — questa
curva ¢ in € se t € abbsatanza piccolo). Allora:

Fl+te) = F (/ i ds—/f ds):%/ “-dgzifotf(xﬂéi)-éid&

Se facciamo tendere t a zero, usando il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale:

oF F té;)) — F > >
5y, () = lim b+ et) &) _ Fx+s61)- e = x)-e=fi0.
Dato che questo & vero per ogni i = 1,..., N si ha VF(x) = f(x), cio¢ la tesi.

6.2 Campi irrotazionali

6.2.1 Definizione. Se f : Q — RY & un campo di classe C(Q) introduciamo la divergenza

" i) (=9 )= 2 O
iv ( f) LA

afEN

Se N = 3 (0 anche N = 2 considerando R* C R3) consideriamo il rotore di f:

0fs  Of: dfs Of dfs  O0f1\ -
o) (= F o) = (G- 52T (- 22)i- (52 - %)%

Formalmente di puo vedere il rotore come:

) i %o
Vef=det|j 2 1
k 2 f

6.2.2 Definizione. Dato un campo f: Q) — RY di classe C! diremo che fé irrotazionale
in 2 se per ogni x in (2 si ha:
0 0
—_ T = —Ji v-’.zl,...,N.
5 16 = 5o Vi

—

Nel caso N = 3 il campo f ¢ irrotazionale se e solo se rot(f) = 0.
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6.2.3 Proposizione. Se f ¢ conservativo in Q ed ¢ di classe C, allora f ¢ irrotazionale
i €.

Dimostrazione. Dato che f & conservativo esiste un potenziale per f e cioe una F': 2 — R

OF -
tale che = f;,peri=1,...,N. Datoche f ¢ C' si hache Fe(C?e

ox;
dfs 0 OF 0 OF  Of;
axj N 85Ej 8:52 N 0331 83:]- N a.ﬁEZ
dove la seconda eguaglianza ¢ conseguenza del teorema di Schwartz. O

Il viceversa della proposizione sopra non vale come mostra 1’esempio

Y L —Z2 e T g
o) = (i) ™+ ()3

Tale campo ¢ irrotazionale in R? \ {0}, dato che:

a (2 2 2 2 .2
— fi(z1,22) = () +2%) l— :52 22 = $22 le 2
Oy (zf + 23) (w1 + 23)

0 22+ 22) — x2x x2 — 2
_f2($1,$2) :( 1 22) 5 21 1 _ 22 212
dxq (z] + 23) (z] + 3)

ma se consideriamo la curva v (t) = (pcos(t), psin(t)), per t € [0,27] e per p > 0 fissato

& chiaro che 4 ¢ una curva chiusa e che v/(t) = —psin(t)i + pcos(t)j ( v descrive la
circonferenza di raggio p percorsa una volta in senso antiorario). Allora:

_— 27 (—psin(t))(—psin(t)) + pcos(t)p cos(t) _ o
[yf-ds—/o ,02((:082(75)—|—Sin2(t) dt =2

e quindi f non puo essere conservativo.

6.2.4 Definizione. Siano ~,,~, : [a,b] — Q due curve in  aventi gli stessi estremi:
Yo(a) = vy(a) = A e ~vy(b) = v,(b) = B. Diremo che ~, e v, sono omotope a estremi
fissi in Q se esiste una applicazione H : [a, b] x [0,1] — Q (detta omotopia a estremi fissi
tra 7y, e 7y,) tale che H ¢ continua (sul rettangolo [a, b] x [0, 1]) e si ha:

H(ta O) = 70(0 Vi e [&7 b}a
H(ta 1) =M (t) vt e [CL, b}a
H(a,s)=B,H(b,s)=B  Vsel0,1].
Tutto cio significa che si puo passare con continuita da 7y, a v, mediante una famiglia di

curve in Q (vy,(t) = H(t,s)), tutte con primo estremo in A e secondo estremo in B (vedi
la figura 6.1).

6.2.5 Definizione. Siano ~v,,v; : [a,b] — Q due curve chiuse in Q ~v,(a) = ~,(b) e

v1(a) = v,(b). Diremo che ~, e v, sono omotope come curve chiuse in () se esiste una
applicazione H : [a,b] x [0,1] — Q (detta omotopia di curve chiuse tra 7y, e ;) tale che
H ¢ continua (sul rettangolo [a, b] x [0, 1]) e si ha:

H(t,0) = ~,(t) vt ela,b],

H{E) =m(t) Vi€ [a,h]

H(a,s) = H(b,s) Vs € [0, 1].

Tutto cio significa che si puo passare con continuita da 7, a v, mediante una famiglia di
curve chiuse in Q (v4(t) = H(t,s)) (vedi la figura 6.2).
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"

Figura 6.1: Curve omotope e non omotope a estremi fissi

BJ* ) (el

Figura 6.2: curve chiuse omotope e non omotope

6.2.6 Teorema. Sia f: Q — RN un campo continuo in Q e C' in Q con firrotazionale.

1. Allora se due curve v, e 7, in Q0 aventi gli stessi estremi sono omotope in Q (a
estremsi fissi) si ha che:
/ fds= / f.ds.
Y1 Y2

2. Analogamente se vy, e ~y, sono due curve chiuse in S tra di loro omotope in Q (come

curve chiuse) si ha che:
/ fds= / f.ds.
Y1 Y2

6.2.7 Definizione. Diciamo che 2 ¢ semplicemente connesso se ogni curva chiusa = in
Q) & omotopa (tra le curve chiuse) ad una curva costante (& chiaro che ~,(t) = costante &
una curva chiusa). Questa che si ¢ definita ¢ una proprieta di  che si puo interpretare
dicendo che 2 non ha buchi - vedi la figura 6.5.

Dato che e ovvio verificare che fﬁ/ f-ds = 0 se v, € una curva costante si deduce
0
subito il seguente risultato

6.2.8 Teorema. | Se Q ¢ semplicemente connesso allora ogni campo irrotazionale in Q) é
conservativo in €.

6.2.9 Esempio. Supponiamo che 2 sia stellato rispetto a un suo punto, cioe che esista
un xg in €2 tale che per ogni altro punto x di €2 il segmento tra x, e x sia completamente
contenuto in € ( da xg si “vedono”tutti i punti di 2). Allora €2 & semplicemente connesso
dato che presa una qualunque curva - : [a, b] — € si puod definire

H(t,s):=sy(t) + (1 — s)xo
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che ¢ un’omotopia tra -« e la curva costante y,(t) = xo.
In questo modo si pud vedere che = RY oppure Q = B(xg, R) sono semplicemente
connessi.

Viceversa ’esempio considerato in precedenza mostra che R?\ {0} non ¢ semplicemente
connesso in quanto si & trovato un campo irrotazionale in R? che non & consevativo.

Dimostrazione del teorema (6.2.8) nel caso di Q stellato. Supponiamo che 2 sia stellato

rispetto a un suo punto xq. Per semplicita supponiamo che xq = 0. Se x € {2 indichiamo

con sy il segmento tra 0 e x, cioe la curva sx(t) = tx, definita per ¢t € [0, 1]; si ha s/ (t) = x.
Sia f irrotazionale su €2 e definiamo

F(x) = /sxf-dé’:/olf(tx)-xdt.

—

Dico che 'integrando h(t, x) := f(tx)-x verifica le ipotesi del teorema teorema (4.4.3) per
Oh of -
poter derivare sotto il segno di integrale. Infatti h(¢,x) e a—(t, X) = taf (tx)-x+ f(tx)-€&;
i Li

sono continue in (¢,x) e dunque, se xg € 2 e R > 0 ¢ tale che B(xg, R) C 2 si ha:

Ooh
ﬁxi

<C Vte|0,1] Vx € B(xo, R)

In(t,x)| < C, ‘ (t,%)

per un’oppportuna costante C' (si usa Weierstrass); si noti che la costante C' ¢ una funzione
integrabile su [0, 1]. Applicando il teorema (4.4.3) otteniamo:

oF . ['0h [, 0f(txo) - ) B
o, (x0) = /0 o, (t,xo) dt = /0 (t—ﬁxio -x+ f(txo) - ei) dt =
' Ofi(txo0) : O i(txo)

1 (tV fitxo) - X0 + filtxo)) dt = 1 tifz‘(txo) + filtxo) | dt =
/0 [ (G0}

(abbiamo usato l'irrotazionalita di f e integrato per parti). Dunque VF = f, per cui f e
irrotazionale. O

Figura 6.3: un aperto semplicemente connesso e uno non semplicemente connesso



Capitolo 7

Superfici

7.1 Superfici parametriche

7.1.1 Definizione. Chiameremo superficie parametrica un’applicazione I' : Q — R3 con
le seguenti proprieta:

1. © C R? & un aperto limitato, 2 & regolare a tratti (vedi (3.7.4));
2. T continua su Q ed & di classe C* in
3. T ¢ iniettiva;

or

(uo,v9) € — (g, vg) sono linearmente

ov

4. per ogni punto (ug,vg) di © i due vettori 5
u

indipendenti.
Notiamo che la condizione (4) si puo dire in maniera equivalente:

or or
%('u,o, U()) & %(UO, Uo) # 0 V<UO, U()) € Q.

Chiameremo sostegno della superficie I' I'insieme
S=5(T):=TQ) = {(z,y,2): (3(u,v) € V:T(u,v) = (z,y,2))} .

Questa definizione ¢ analoga a quella fatta per le curve — dunque non basta l'insieme S per
definire la superficie ma serve anche la su “parametrizzazione” I" che lo descrive. Vedremo
pero nel seguito che “tutte le nozioni che ci interessano” sono indipendenti da I" (se una
I" esiste) anche se abbiamo bisogno di I' per introdurle.

Chiamiamo bordo della superficie l'insieme:

5(8) (= B(T)) = T(09) = {(z,,2): (B, v) € IV T(w,v) = (3,5, 2)} .
Vedremo poi che ¥(S) non dipende da I'. Se Py € S\ 3(S) consideriamo il vettore:

> > or or
N(By) = Nr(Fy) := 2~ (uo, v0) ® 5—~(uo,v9)  dove Py = I'(ug, vo)
ou ov
che viene chiamato la normale a S in P,. Chiaramente N (P) dipende da I' e non dalla
sola S. Notiamo che N(FP,) # 0 per ogni Py, € S\ X(5), a causa della proprieta (4).
Questo permette di definire il versore normale

- - Nr(P)
N P() = N[‘ P() =
) ) [N (Fo)l

159
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(spesso indicato co n U(Fy) = vr(Fy)). Anche questo versore dipende da I' (anche se,
come vedremo, ci sono sostanzialmene solo due possibilita).
Dato Py = I'(ug, vp) in S\ 3(5), chiameremo piano tangente a S in Py il piano Tp,(S)
in R3 generato dai vettori a—(UQ,U()) e —(up, vg), cioe
u

ov

or or
Tp,(S) := span <%(u0,vg), %(uo,vo)) )
) or or
Anche T, (S) non dipende da I', come vedremo a breve, anche se %(ug, Vo) € %(uo, Vo)

ci dipendono. Definiamo inoltre la retta normale a S in Py ponendo:
Npy(S) == {tN(PO) te R}.

E chiaro che Tp,(S) e Np,(S) sono due spazi ortogonali la cui somma coincide con R3.

Nel seguito €2 e €); saranno sempre degli aperti limitati e regolari a tratti.

7.1.2 Osservazione. 11 bordo della superficie S & diverso dal bordo topologico (o fron-
tiera) di S. E facile trovare degli esempi in cui il sostegno S della superficie ¢ un insieme
con parte interna vuota ed ¢ dunque tutto frontiera: S = S, mentre X(S5) # S.

7.1.3 Esempio. Consideriamo (2 := {(z,y): [z| < 1,[y| < 1} (il quadrato | -1, 1[x] -1, 1])
e T': Q — R® definita da T'(u, v) := (u,v,u” —v?) (per |u] <1, [v] < 1). Allora T & C'(Q)
(che implica continua su © e C*(€2)). Inoltre dato (u,v) € Q e posto Py = I'(u,v), si ha:

1 0 —2u
or or = ar or
g0 = |0 ) G = 1 )= FE) = G e e = | 2

E chiaro che il vettore normale N(I'(u,v)) ¢ sempre diverso da zero, anzi si ha:
IN(Po)|| = V1+ 4u? + 402
e quindi abbiamo definito una superficie parametrica. Il sostegno S ¢ dato da:
S={(r,y.2):(z,y) € Qz =2 =y} = {(z.y,2): x| S Ly < 1,2 =2” —y°},

mentre il bordo ¢

X(9) = {(x,y, 2):(z,y) € 00,z = 2° — y2}

ed & quindi fatto di quattro pezzi (in corrispondenza di lati del quadrato)

5(9) = {(z,—1,2%) :|z| <1} U {(z,1,2%): |z] < 1} U
U{(z—1,y,—y"): |yl <1} U {1, y,—y"): |yl < 1}.

— 00
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7.1.4 Esempio. Consideriamo Q := {u® 4+ v* <1} di modo che Q@ = {u*+v*> <1} e
9 := {u* +v* = 1}. Se (u,v) € Q poniamo T'(u,v) := (u,v,V1 —u? —v?). Si vede che
I’ & continua su 2, I' ammette derivate parziali su €2 e si ha:

1 0
or B 0 or B 1
%(U, U) - —u ; %<U, U) - —

V1—u?—? V1—u?—?

che sono continue in € e quindi, per il Teorema del Differenziale Totale, T' € C().
La normale in Py = I'(u,v) é:

U
3} or or e
N(R) —a—(u,v)® 5 (wv)=| _“%
u V1—u?—1?
1
che ha norma:
. u? v? 1
N(Ry)| =4/1 = 0.
|| (0)” \/+1—u2—v2+1—u2—02 1_u2_v27é

dunque I individua una superficie parametrica. Il sostegno di I & “I’emisfero nord” della
sfera di R® S := {(x,y,2): 2% + y* + 22 = 1,2 > 0}, come si verifica facilmente. Il bordo
¥(9S) e I'immagine tramite I' di 0

X(S) = {(U,v,\/l —u? —v?) U’ +0? = 1} = {(z,9,0): 22+ =1} (CR?)
e cioe “I’equatore”.

Negli esempi mostrati sopra la superficie ha come sostegno il grafico di una funzione.

7.1.5 Osservazione. Supponiamo f : Q — R di classe C°(Q) e C*(Q). Se (u,v) € Q
poniamo I'¢(u, v) := (u, v, f(u,v)). La I'; & una superficie il cui sostegno ¢ il grafico di f.
Infatti

1 0
or lo or B 1
%<U,U) - a_f ’ %(u’v) — (9_f
ou ov
da cui segue:
or
o o _g_i‘«(u’ v)
(U,U) = 8_(u7 ’U) & %Oj,, U) = _% u7fu) (71)

e quindi:

IN (u,v)|| = \/1 + @—5)2 + (%)2 # 0. (7.2)

Dunque il grafico di una funzione si puo sempre dotare di una parametrizzazione che lo
rende (sostegno di ) una superficie parametrica.
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7.1.6 Esempio. Consideriamo 2 :\:]0,27r[><]0,7r[ e se 0,¢) € Q poniamo I'(0,v) =
(cos(@) sin(1)), sin() sin(¢)), cos(¢)). E abbastanza facile verificare che

S:=T(Q) = {(z,y,2):2” +y* 2> =1}

(la sfera unitaria). E chiaro anche che T' € C°)(€2) N C(R) e che:

— sin(#) sin (1)) cos(f) cos(1))

or or

70, 0) = [ cos(f)sin(y) |, -—(0,¢) = | sin(0) cos(y) | ,

09 0 oY —sin(v)

da cui:
. —sin(f) sin®*(v) sin(f) sin(v))
N(0,v) == 2—1;(97 P) ® g—zwﬂﬂ) = | —cos(#) sin?(¥) | = —sin(¥) | cos(f)sin(v))
— sin(1)) cos(1)) cos(1))

da cui (nota che sin(¢)) > 0 se ¢ € [0,7]) :

IN (6, 9)| = sin(e) \/sinz(ﬁ) sin?(1)) + cos2(0) sin?(v)) + cos2(1)) = sin(1).

Questi calcoli mostrano che N(6, 1) = 0 quando ¢ = 0 oppure ¥ = 7 (ai poli). Dunque
I' non verifica tutte le ipotesi per essere una superficie parametrica. C’e anche un altro
problema e cio¢ che I' non & iniettiva su Q = [0, 27] x [0, 7). Infatti il polo nord (0,0, 1)
corrispondono a I'(,0) per ogni 6 € [0, 27| (analogo problema per il polo sud) e i punti
del “meridiano fondamentale”, cioe i punti (z, 0, z) (con 2%+ 2% = 1) sono immagine sia di
(0,) (per 'oppurtuna latitudine v) sia di (27, 1). Se guardiamo ¥(.S) = I'(0f2) troviamo
che i “lati orizzontali” di Q, cioe Ly := [0,27] x {0} e L3 := [0, 27| x {7} vengono mandati
rispettivamente nel polo nord (0,0,1) e nel polo sud (0,0, —1) mentre entrambi i “lati
verticali” vengono mandati nel meridiano fondamentale:

LoQ) ={(z,y,2):y=0,2"+y* =1}

E abbastanza intuitivo che la sfera non dovrebbe avere bordo e che il meridiano che si
ritrova e un “accidente” dovuto alla parametrizzazione difettosa. Se si guarda attenta-
mente il comportamento di I' su 0L si nota peraltro che (1) quando il parametro (6,)
percorre il lato Ly «(0, 1) percorre il meridiano partendo dal polo nord e arrivando al polo
sud; (2) quando il parametro (0,) percorre il lato Ly «(6,) rimane ferma al polo sud;
(3) quando il parametro (#, ) percorre il lato L3 «y(6,1)) ripercorre il meridiano partendo
dal polo sud e arrivando al polo nord; (4) quando il parametro (6,1) percorre il lato L,
~(0,1) rimane ferma al polo nord. Dunque il meridiano viene percorso prima in un verso
e poi nel verso opposto: questo dovrebbe comportare una “cancellazione del meridiano”
dal bordo di S e dunque ad avere X(S) = (). Questa idea verra precisata nel seguito.

Ly 0
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Se prendiamo € aperto tale che Q; C [0, 27[x]0, 7|, per esempio €2 :=]0, Op[x 1o, ¥1]
con 0 <y <2mel <y < < allora la restrizione di I" a €2; ha come immagine un
sottoinsieme S; della sfera che stavolta ha una struttura di suoperficie.
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7.1.7 Lemma. Se A ¢é una matrice 3 x 2 e U; := A', U, := A% sono le sue colonne, che

sono due vettori in R3, poniamo v(A) := vy ® 0y. Allora per ogni matrice 2 x 2 B si ha
v(AB) = det(B)v(A).

Dimostrazione. Se A = (v,7) e B = (CCL Z) allora:

AB= (Cl’l71 + 0172, 6171 + dl_fg) = I/(A B) = ((1,271 + 0172) ® (b171 + d’l_fg) =
CLb’l_J)l (24 171 + adﬁl X 172 + Cbl_)é (24 ’171 + Cdﬁg X 172 = (CLd — bC)’Ul X 172 = det(B)V(A)

]

7.1.8 Teorema. Siano I' : Q — R? e Ty : Q; — R? due superfici parametriche aventi

lo stesso sostegno S = I'(Q) = T'1(Q). Definiamo ® : Q — Q; ponendo ® := T'[*oT.
Notiamo che ® ¢& bigettiva e ' :==T "' oT'y. Allora si ha:

1. ® ¢ continua su Q ed ¢ C*(Q); analogamente ®~' ¢ continua su Q; ed ¢ C*();

2. Q) = Qy e quindi P(0Q) = INy; questo implica che T'(0Q) = T'1(0Q4) e quindi le
due possibili definizioni di ¥(S) ottenute mediante T' e T'y coincidono;

3. se Py € S\ X(9) il piano tangente Tp (S) ottenuto mediante T' e quello ottenuto
mediante I'y coincidono; ne seque l’equaglianza delle rette normali:

{Po 4 tNp(Py) it € R} — {Po 4 tNp, (Py) it € R}

(anche se Np(Py) in generale ¢ diverso da N, (By)).

Dimostrazione. (*) Dato che € ¢ chiuso e limitato, allora T';' : S — Q; & continua
(vedi (1.5.14)). Analogamente I'! : S — Q & continua e quindi sia ® che ®~' sono
continue. Dalla continuita di ® e dal Teorema di Invarianza del Dominio (un teorema
molto profondo la cui dimostrazione & fuori dalla nostra portata) si ricava che ®(2) =
( & vitale che la dimensione in partenza e in arrivo siano le stesse).

Conveniamo di indicare con u i punti di © ( dunque u = (uy,ug) invece di (u,v)) e
con v i punti di ;. Fissiamo ug in 2 e poniamo Py = I'(ug). Per ipotesi esiste unico
vy € O con Py = T'y(vy); dato che ®(Q) = Q; abbiamo v, € Q.

or or
Indichiamo con Tp,(T') il sottospazio di R® generato da 6_(110) e —(up).
U1

8u2

Introduciamo alcune abbreviazioni:

. or . or L L .
Uy = 8—u1(uo)7 Uy = 8_uz(u0)’ N = Np(Ry) =U1®U;, J:=Jr(ug) = <U1= U2> ;
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e poniamo Ty := span(Ul, [72) cioe e lo spazio tangente a S in F, definito mediante T'.
Notiamo che, se 4 = <Zl , 8l ha Ju = Uy + usUs e quindi J @ € Ty per ogni @ € R2.
2

Consideriamo anche la proiezione ortogonale m da R?® su T} che ¢ definita da:

N

(@) =i- =N VieR’

IVl
Per quanto appena visto si ha:
n(Ju) = Ju Vi € R?. (7.3)
Cominciamo con il dimostrare che:
P—=n(P P—=n(P
|P-x(P) _ . IP=x(P] _, -
P—Py.Pes ||P — Ry P—py.Pes ||m(P) — Pl

Per questo usiamo il fatto che, se u € €2, si ha:

I'(u) =T'(ug) +J(u —ug) + r(u)

con r(u) = o(||lu — ug||). Dato che 7 ¢ lineare e 7(Fy) = P ne segue:
m(T(w)) = Fo + 7 (J(u—w)) +n(r(u)) = Fy + J(u — ) + 7 (r(u)
per la (7.3). Usando il cambio di variabile P = I'(u) (e la continuita di I'"") abbiamo:

PP ) @) rw) sl
poiopes [P =Bl usw [[D(u) - B = [J (w0 — ) + r(uw))]
. 2 ]
u—u u—u riu u—u — —
0||u_u0|l ’J( 0)+ ‘ o || Ug u Ug
[[u — | [[u —u|
Abbiamo dimostrato la prima delle (7.4); la seconda si fa in modo simile.
Dimostriamo ora che:
- 04 S
V= T Vo= —= T 7.5
L 9, ——(vo) € To, 2= o, ——(vo) €Ty (7.5)

Notiamo che se questo ¢ vero, allora essendo Vi e V, linearmente indipendenti, allora
span(Vy, Va) = Ty: lo spazio tangente a S in Py definito mediante I'; coincide con quello
definito mediante I'. Per dimostralo indichiamo J; := Jr,(vo) = (‘71, ‘72) e prendiamo

veRZeheR, h#0. Siha:

Fl(V() —|—£L\_f‘) — PO _ Jl(h\_f'();L—F O(h) _ Jl\_/’ i 0(1)

Supponiamo V # 0. Dato che T'y(vy + hv) € S e T'y(vo + hv) h=0, Py, da (7.4) abbiamo:

Ty (vo + h9)) = 7(Ta(vo + W) _

= li
0=jm T2 (vo - h¥) — Py
. F1<V0+h\_f))—P0 <I‘1(V0+h\_"))—P0> ‘Fl(VO—f‘h\_f))—P[) -t
lim - =
h—0 h h h

lim | iV +o(1) — 7 (J1V + o(1))]] _ |1V — 7 (J1¥)]]
0 13V + o(1)]] [BXdl
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(per ipotesi J;V # 0). Ne segue J;v = 7(J;V), dunque J,v € Tp, per ogni v € R?\ {0}.
Usando vV = €; e V = &, si ottengono le (7.5).

Dimostriamo finalmente la differenziabilitita di ® in ug. Per quanto appena visto
devono esistere a, b, c,d € R tali che:

\71=a(71+bﬁz, ‘72=Cﬁ1+d(72a

a

Se poniamo A := (C ) la relazione sopra si puo scrivere J; = J A. Inoltre A € invertibile

d
dato che 0 # V, @V, = det(A)(U; @ Us) (per (7.1.7)); in particolare J = J; AL, Seu €
poniamo A(u) := ®(u) — ®(ug) — A~ (u — uy).
Per la differenziabilita di I" in ug e di I'; in vg:
[1(®(u)) = B+ J1(®(u) = ®(uo)) + o(1)[[@(u) — @(uy)]|

)
L(u) = Py + J1(2(u) — @(up)) + o(1)[[®(u) — B (uo)|

0

J(u—uo) + o(1)[[u — wol| = Ji(®(u) = ®(ug)) + o(1)[|P(u) — P(uo)||

0

JiA™ (=) +o(1)]lu —ugll = Ji(@(u) — (o)) + o(1)[| (1) — D(uo) |

)
Ji(A(w)) = o(1)[lu = up|| + o(1)[|(u) — S (uo)|

Si ha:
[®(u) — (uo)|| = [A(w) + A7 (w —up))|| < [[A@)[| + [JATH[[[u — u
e dato che J; : R? — R3 ¢ iniettiva abbiamo anche:
|1V > v||V| Vv € R?

dove v := {”m”in} |/1¥V|| > 0. Allora ricaviamo:
v]=1

v[|A)[ < o(1)[lu = o + o(1)[| A(u)]

e quindi, per u vicino a ug, abbiamo:

1
[Au)]| < 1/——0(1)

che ci dice che ® ¢ differenziabile in ug e Jp(ug) = A~!. Analogamente si tratta ®~!. [

[[u —u|[ = o(1)[Ju — uo|

7.1.9 Osservazione. Chiamiamo diffeomorfismo tra Q e Q; una mappa ® : Q — Q; tale
che ® sia bigettiva, ® € C°(Q), ® € C}(Q), 71 € C(Q) e P € CH(M).

Il teorema precedente dice che se I': Q — R? e I' : ; — R? hanno lo stesso sostegno,
esiste una diffeomorfismo ® tra Q e € tale che I' = I'; o ®. Esprimiamo questo fatto
dicendo che I' é una riparametrizzata di I'y e che ® € una riparametrizzazione per I'y.
Ovviamente si possono scambiare i ruoli e dire che ®~! & una riparametrizzazione per I'.

7.1.10 Definizione. Dato un insieme chiuso S in R? diciamo, per estensione, che S & una
superficie parametrica se esiste una superficie parametrica I' : Q — R3, nel senso della
definizione iniziale, tale che S(T") = S.
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Si deduce dal teorema precedente che per una tale S ¢ ben definito il bordo ¥(S5) e
nei punti P € S\ X(5) sono definiti lo spazio tangente Tp(S) e la retta normale Np(.S).
Invece non & definito il vettore normale dato che non c¢’¢ un criterio preferenziale per
scegliere il “verso” sulla retta normale: ¢ arbitrario decidere quali siano “il sopra” e ‘il
sotto” della superficie S.

7.1.11 Osservazione. Abbiamo dato due definizioni di “superficie parametrica” creando
una possibile ambiguita. Il contesto dovrebbe essere in grado di farci capire di cosa stiamo
parlando quanto incontriamo questo termine.

7.2 Superfici parametriche orientate

7.2.1 Lemma. Sia ® : Q — Oy un diffeomorfismo e supponiamo che Q sia connesso.
Allora si ha:

1. Q; é connesso.

2. 1l segno di det(Jg(u)) & costante al variare di u € ), dunque vale una delle due:

(a) det(Jp(u)) >0VueQ oppure (b) det(Jp(u)) <0 Vu e Q.

3. Siano v, : [a;,b], i = 1,... k delle curve chiuse e regolari che descrivono OS2
coerentemente con 2, come detto in (3.7.6), e vy, : |ar:big), @ = 1,... k1 delle
analoghe curve chiuse e regolari che descrivono 0§21 coerentemente con 1. Allora
k = ki e definite 5, : [a;,b;], i =1,..., k ponendo 4, := ® oy, si ha che le v, sono a
valori in 0SY e, a meno di riordinare gli indici, ;([a;, b)) = vy ;([a1s, bis]). Inoltre:

e ¥i(t) e v}:(t) sono concordi per ognit se det(Jp) > 0 in §);
o ¥i(t) e v.(t) sono discordi per ognit se det(Jp) < 0 in €

Idea di dimostrazione. Il fatto che )y sia connesso e conseguenza della continuita di ®: se
P, Q; € € allora esistono P, Q € Q tali che I'(P) = P, e I'(Q)) = Q1. Per la connessione
di © posso congiungere P a ) mediante una curva - : [a,b] — Q. Posto 4 :=T o~ si ha
che & € una curva in €2y che congiunge P; a Q).

Essendo ® € C'(2) la funzione u — det(Jp(u)) ¢ continua in € e non si annulla mai
perché 1 = det(I) = det(Jpop-1) = det(Jp Jp-1) = det(Jp) det(Jp-1). Per il Teorema
degli Zeri (3.1.27) si ha la tesi.

Omettiamo la dimostrazione, un po’ complicata, della terza proprieta. O

7.2.2 Proposizione. Supponiamo che T : Q — R? e Ty : Q1 — R3 siano due superfici
parametriche aventi lo stesso sostegno S. Supponiamo inoltre che ) e )y siano connessi.
Ci sono allora due possibilita:

e Np(P) = Nr,(P) per ogni P € S\ %(S);
e Np(P) = —Nr,(P) per ogni P € S\ 2(5);

Dimostrazione. Per il teorema (7.1.8) si ha I' = I'; 0o ® con ® : Q — Q; diffeomorfismo.
Inoltre Jr(u) = Jr,(®(u)) Jo(u) per ogni u € Q. Sia P un generico punto di S\ X(5) e
siano u € 2 tale che P =TI'(u) = I'1(v) dove v = ®(u).

Per la definizione del vettore normale e per il lemma (3.5.1) si ha:

Ne(P) = v(Jr(w) = v(Jr,(v) Jo()) = det(Jo(w)v(Jr,(v)) = det(Jo(w)) Nr, (P)).
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Ne segue ||No(P)|| = | det(Jo (w)|[| Nr, (P))]. Allora:

. Nr(P Nr, (P .
Np(p) = etP)  detlUo(DND(P) (et (o () N, (P).
INc(P)I| | det(Jo(w))[[[Nr, (P)]]
Per (7.2.1) segno(det(Jg(u))) ¢ costantemente 1 o —1, dunque vale la tesi. O

7.2.3 Definizione. Chiameremo superficie parametrica orientata una coppia (.S, ) dove
S & un sottoinsieme chiuso di R® e 7 : S — R?® ¢ un campo di vettori tali che esiste una
superficie parametrica T : @ — R3 con S = S(T') e #(P) = Np(P) per ogni P € Q.
Dunque, in particolare o & continua e ||o(P)|| = 1 per ogni P € S. Diremo che S ¢ il
sostegno della superficie orientata (S, 7) e che 7 ¢ un’orientazione su S.

7.2.4 Osservazione. Fuori dal formalismo dare una orientazione su una superficie S si-
gnifica scegliere un campo di versori normali che varia con continuita sulla superficie.
Vedremo che nel caso generale questo non ¢ sempre possibile, ma nel caso delle superfici
parametriche che stiamo per ora considerando la costruzione si puod sempre fare (come
indicato sopra).

Se la superficie S & connessa (cioe se S = I'(Q) con © connesso) ci sono solo due
possibili orientazioni su S: se (S, 7) e (S,74) sono due superfici orientate aventi lo stesso
sostegno S, allora o (P) = 14 (P) oppure v(P) = —iy(P) per ogni P € S. Infatti dalla
definizione devono esistere I' : Q@ - R*e T : Q) =+ R¥con S = S(T') = S(Ty) e ¥ = Np,
U= N]:‘l. Per la proposizione (7.2.2) si ricava quanto detto sopra.

Vediamo ora come la scelta di un’orientazione sia legata alla scelta di un “verso di
percorrenza” del bordo.

7.2.5 Lemma. Siano v : [a,b] — RY e v, : [a1,b] — RY due curve continue aventi lo
stesso sostegno: % := ~(la,b]) = v,(la1,b1]). Supponiamo inoltre che ~ sia iniettiva su
la,b[ e che v, sia iniettiva su |ay, by e che v(a) = v(b) = v,(a1) = v,(b1) =: xo — dunque
~ ey, sono chiuse. Allora ¢ ben definita ¢ := ;' o~ da]a,b| a valori in ]ay, by| perché:

t €la,b[= (t) € T\ {x0} = (1) € v1(Jar, b)) = Fy1 " (v(1)),

Inoltre ¢ e continua, strettamente monotona e vale una tra le due condizioni:

tl—l>ril+ wlt) = ar, tl—lgl* Plt) = b, tl_1>151+ o(t) = b, tl—lgl* Plt) = ar
Dimostrazione. (*) Fissiamo € > 0 e consideriamo Y. := ~([a + ,b — ¢]). Dato che v
¢ continua e [a + €,b — €] € chiuso e limitato si ha che . ¢ chiuso e limitato (vedi la
(1.5.12)). Dato che ~, & continua l'insieme .J. := 7 (2.) & chiuso (vedi ??) ed & anche
limitato perché J. Clay, bi[. Allora 47" : S. —]ay, bi[ & continua (vedi la (1.5.14)) e allora
¢ :Ja+¢e,b — e[—]ay, by € continua e iniettiva. Per le proprieta delle funzioni continue
sull’intervallo la ¢ ¢ strettamente monotona su [a + €,b — €] e la sua immagine J. ¢ un
intervallo chiuso: J. = [a1.,b1 ] Clai,b1[. Inoltre vale una delle due: p(a +¢) = a;. e
o(b—¢) = by oppure p(a+¢) =bi. e p(b—¢) =a.. Dato che e > 0 ¢ arbitrario la ¢

e continua e strettamente monotona su |a, b[. Per la monotonia esistono « := lim ¢(t) e
t—at

[ := lim ¢(t) tra loro distinti (a < 3 se ¢ & strettamente crescente oppure o > 3 se ¢ &
t—b—

strettamente decrescente). Per la continuita di v e ~;:

xo = lim y(t) = lim 5, (v, (v(1)))) = lim ¥1(e(t)) = 71(e)

t—at t—at

e analogamente xo = «,(). Ma allora « e 5 sono uno dei due valori a; e by (che sono gli
unici per cui 7, vale xg) ed essendo « # /3 ne segue la tesi. O]
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7.2.6 Definizione. Siano v : [a,b] — RY e v, : [a1,b;] — RY due curve chiuse continue
aventi lo stesso sostegno e supponiamo che:

~(a) = v(b) = v,(a1) = v,1(b1), ~ iniettiva su Ja, b, =, iniettiva su |aq, by].

Allora diciamo che 7 e 7, hanno lo stesso verso se 4 o & strettamente crescente mentre
diciamo che v e v, hanno verso opposto se ;"' o~ & strettamente decrescente. Questa
definizione ¢ possibile in virtu della precedente proposizione (7.2.5).

7.2.7 Osservazione. E facile vedere che nel caso di ~ e 7, curve regolari, si ha che le curve
hanno lo stesso verso se e solo se i vettori tangenti v/(t) e «}(¢1) sono concordi per ogni
coppia t € [a,b] e t; € [ay, b1] tali che y(t) = v, (t1).

7.2.8 Definizione. Sia I' :  — R® una superficie parametrica. A causa della proposi-
zione (3.7.6) la frontiera di Q ¢ descritta come 9Q = v, ([a1, b1]) U -+ - U~y ([a, bx]) dove
le k curve ~; : [a;,b;] — R? sono chiuse, regolari, iniettive tranne agli estremi, non si
intersecano tra loro e hanno verso coerente con 2.

Se definiamo 4, := I' o~y; abbiamo che 4, : [a;, b;] — R® sono chiuse, continue, iniettive
tranne agli estremi, non si intersecano tra loro e si ha X(.S) = 4, ([a1, b1])U- - - U5, ([ak, bk])
(non possiamo dire che le 4, sono regolari perché non ipotizziamo che la T sia C*(Q) ).

Diremo che le k curve 4, cosi costruite individuano un verso per il bordo ¥(S) di S,
coerente con T (o con la normale Ny ).

Supponiamo che I' :  — R® e Ty : Q; — R? siano due parametrizzazioni per S e sia
x un punto del bordo ¥(S). Da quanto detto fino ad ora ¢ chiaro che esistono due curve
chiuse v : [a,b] = R3 e v, : [a1,b1] = R®, con v([a,b]) C IQ e ~,([a1,b1]) C O e con

x € I'(7v([a, b])) = T'1(71([ar, b1]))

(7 & una delle curve che descrivono 052, 7y, € una delle curve che descrivono 0€2;. Diremo
che I' e I'y inducono lo stesso verso in x se le due curve 4 :=T'o~ e 4, :=I'; o7, hanno
lo stesso verso. Diremo che I' e I'; inducono verso opposto in x se 4 e 4, hanno verso
opposto.

7.2.9 Osservazione. In realta le curve 4, non sono univocamente determinate perché non
lo sono le 4, con cui si descrive 9€2. Si puo pero vedere che, ai fini di quanto dimostrremo
poi, una qualunque scelta delle «, va bene.

Intutivamente il fatto che 4, abbia verso coerente con S significa che un omino che
percorre il bordo 3(S) con le legge 4(t) e con la testa rivolta nella direzione della normale,
avra sempre S alla sua sinistra.

0 r
)

N— 00N

7.2.10 Proposizione.

Siano I' : © — R% e T'; : ©; — R? due superfici parametriche aventi lo stesso sostegno
S = S5(I') = S(I'y). Supponiamo 2 (e dunque €2;) connesso. Siano 4, : [a;, b1] — X(5),
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i =1,...,k, delle curve che descrivono il bordo %(S) costruite mediante I', come nella
definizione (7.2.8) e siano 7, ; : [a1,b1] — X(S), i = 1,..., k1, delle analoghe curve che
descrivono il bordo ¥(S) costruite mediante I';.

Allora k = k; e possiamo supporre, a meno di riordinare gli indici che ¥;(S) =
([as, bi]) = 41 :([ari, brg]): X(S) si scompone in k componenti ¥;(S), ognuna sostegno di
una curva chiusa. Inoltre per ogni ¢ =1,...,k si ha:

e 7, ha lo stesso verso di 7, ; se le normali Np e Nr, sono concordi su S;

® 7, ha verso opposto a 7, ; se le normali Ny e Nr, sono discordi su S.

Idea di Dimostrazione. Sappiamo che esiste un diffeomorfismo ® : Q — Q; tale che I' =
I'; o ®. Per la (1) del lemma (7.2.1) sono possibili due casi:

(a) det(Jp(u)) >0VueQ oppure (b) det(Jop(u)) <0 Vu € Q.

e per la proposizione (7.2.2) vale (a) (vale (b)) se e solo se le normali unitarie Ny e N,
sono uguali (sono opposte). Per definizione sappiamo che 4, = T o, e 74,, = 1 07y
dove le v, : [a;,b;] — 09 descrivono 0f2 coerentemente con €2, come detto in (3.7.6), e
analogamente le 7, : [a1;,b1,;] — 0§ descrivono 0€; coerentemente con ;. Per la (3)
del lemma (7.2.1) si ha k = k; e posto 4, := ®o~y; le curve 4, sono concordi con le 7, ; nel
caso (a) e sono discordi nel caso (b). Se ne deduce che che 7, ; = I'; o7, ; sono concordi
(discordi) con I’y 0 4, nel caso (a) (nel caso (b)). D’altra parte si ha

Yi=Tovy,=T10®y,=T10%,
da cui segue la conclusione. O]

7.2.11 Osservazione. Se consideriamo una superficie parametrica orientata (.S, ) abbiamo
automaticamente assegnato un verso a %(.5) scegliendo il verso indotto da una qualunque
I':Q — S per cui Nr = 0. Per la proposizione precedente si ha infatti che ogni altra
Ty :Q; — S per cui N[‘l = 1 induce lo stesso verso su X(.5) (cioe le curve che descrivono
¥(9) ottenute da I' hanno lo stesso verso di quelle ottenute da I'y).

7.3 Integrali di superficie

7.3.1 Definizione. Sia S una superficie parametrica e ia I' :  — R3 una parametrizza-
zione per S.

Data f : S — [—00, +00] diciamo che f & misurabile su S se (f o T')[|Np|| & misurabile
in Q. Se f & misurabile e f > 0 definiamo 'integrale superficiale di prima specie di f su
S ponendo:

[ si0= | [ 1000 Fetu, 0] dude (7.6)

(questo integrale puo essere infinito). Se f cambia segno diciamo che f ¢ integrabile su S
se f & misurabile su S e se

/ / |f| do < +o0.

S

Se f ¢ integrabile su S definiamo 'integrale (superficiale di prima specie) di f su S come:

//fda:zé/f*da—é/f‘da

S
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Si puo dimostrare che l'integrale superficiale non dipende dalla parametrizzazione I' e
quindi dipende solo da S.
Chiamiamo area di S 1'integrale (eventualmente +00) della funzione 1 su S:

A(S) ::/ | Ne(u, 0)| dudo.

La seguente proposizione mostra che in effetti I'integrale non dipende dalla parame-
trizzazione.

7.3.2 Proposizione. Sia I': Q — R una superficie parametrica e sia ® : Q; — Q un
diffeomorfismo. Sia Ty : Q; — R3 definita da T'; :=T o ®. Allora

/ / F(T(u, 0)) | o, 0) | dud = / STy (aay, 00) | N, (. 0)]| dugdoy.

Dimostrazione. Se P =T'(u) = I'1(uy), con uy = (uy,v1) € Q1 e u= (u,v) = ®(u) € Q,
usando il lemma (3.5.1), si trova :

Nr, (P) = v(Jr, (w)) = V(Jro<1>(u1)) = v(Jr(u) Jo(u)) = det(Jo)(u)v(Jr(®(w))) =
det(Jg)(uy)v(Jr(u)) = det(Jo(uy))Np(P) = (usando la sostituzione u = ®(u;)

// F () | Ve, (w0 du = / / F @ (w))) | det (o) () [ Ve (@(w)) | duy =

é [ s liea du.

]

7.3.3 Osservazione. Abbiamo visto che il grafico Gy = {(x,y, 2):(x,y) € Q,z = f(z, y)}
di una funzione f : Q — R di classe C' & sempre una superficie parametrica, usando
I'(u,v) = (u,v, f(u,v)). Usando i calcoli fatti in (7.1.5) abbiamo:

[[ o = [[ ey, sw) VI IV dedy

dove h ¢ una funzione continua definita su G. In particolare 'area di G €

A(Gy) = / VIT Vi@ )P dedy.

7.3.4 Esempio. Consideriamo S := {(z,y,2):22 + %> <1,z = 22 —y?}. B chiaro che
S = Gy &1l grafico della funzione z = f(z,y) = 2> —y* su B := {z? + y* < 1} (S & una
porzione di iperboloide). Per quanto detto sopra:

— [[ VI NP dsay = [ [ VT 007 dody -

! ! 21 R
27r/ V1+4p?pdp = 7r/ V1+4dsds=m [51(1 —1—45)3/2} =T
0 0

0

Notiamo che se fi(z,y) := z* + y* (sempre su B), allora A(Gy,) = A(G;) (stessi calcoli).
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7.3.5 Osservazione. In realta quando si fanno gli integrali si potrebbe ammettere che

or or . . . . )
la normale 0 ® 0 non esista oppure sia nulla su un sottoinsieme trascurabile di €2.
u v
Per esempio il cono definito come grafico di f(z,y) = /22 +y?, per (z,y) € B :=

{z% + y* < 1} ha area:

V14 |VFIP dedy = V2|B) = V2r

{z2+y2<1}

Questo non sarebbe lecito con la definizione di superficie che abbiamo introdotto dato che
f non ¢ differenziabile in (0,0). Pero (0,0) ¢ un solo punto in B e se (z,y) # (0,0) si ha
i da cui |V f(z,y)] = 1.

—

VI(2,y) = i + —
:132+y2 $2+y2

Vedremo nel prossimo paragrafo che il cono € comunque una superficie regolare a tratti
e che il calcolo fatto sopra si puo rendere rigoroso.

7.3.6 Definizione. Sia (.5, 7) una superficie parametrica orientata e sia f: S — R? tale
che ||f]| & integrabile su S. Se ' : Q — R? & una parametrizzazione per S coerente con
v definiamo il flusso di f attraverso (S,7) (detto anche integrale di superficie di seconda

specie) come:
P //f-ﬁda = //f(r(u,v)).ﬁp(u’v)da
o 0

7.4 Nozione generale di superficie

7.4.1 Definizione. Sia S C R3. Diremo che S ¢ una superficie regolare a tratti se esistono
S1, -+, .5, superfici parametriche tali che:

e S=5U---US,;

e per ogni coppia di indici ¢, j tra 1 ed n si ha S; N.S; C 3(S;) N X(S;);

e l'insieme dei punti x € S per esistono tre indici 4,5,k tra 1 ed n tali che x €
X(S;) NXE(S;) NXE(Sk) e finito;

Diremo in questo caso che S si decompone nelle superfici parametriche Si,...,S, o che
S1,...,5, € una decomposizione di S in superfici parametriche.

L’idea e che S & ottenuta “incollando a due a due” un numero finito di superfici
parametriche. La seconda proprieta scritta sopra dice che l'incollamento avviene solo
sui bordi mentre la terza impone che ci siano al pitt un numero finito di punti in cui si
incollano tre superfici (o piu).

7.4.2 Lemma. Se S CR*eseSy,...,S, eSy,..., S sono due famiglie finite di superfici
parametriche verificanti le proprieta della definizione precedente, allora:

(a) se poniamo:

¥ ::E(Si)\USj, i=1,...,n ¥ =%(5)\ US]'-,, i'=1,...,m

j=1 j'=1

(X; sono i punti di S; che “non vengono incollati”) allora:

n m

_ /.
Uz = U=
i=1 i'=1
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(b) se P e (S;\ X(S:) N (Sy \ 2(Si)) allora

Tp(S;) = Tp(Sh).

7.4.3 Definizione (continuazione). Se S ¢ una superficie regolare a tratti chiamiamo
bordo di S l'insieme:

2(9) == |J=s)\Us;
i=1 i
dove Si,...,5, € una qualunque decomposizione di S in superfici parametriche. Per la
(a) del lemma (7.4.2) questa definizione & ben posta.
Diremo inoltre che un punto P € S & punto regolare per S se esiste una decomposizione
S1,...,S, per S ed esiste un indice i tra 1 ed n per cui P € S; \ X(5;). Diremo che P &
singolare se P non e regolare e indicheremo

¥*(S) := {punti singolari per S};

notiamo che X(5) C £*(S). Se P € S ¢ regolare possiamo definire il piano tangente e la
direzione normale a S in P ponendo:

TP(S) = TP(Sz)a NP(S) = NP(Sz)

Questa definizione ¢ ben posta dato che se P € 5;\X(S;) allora P ¢ S; peri j # ¢ (dunque
i ¢ unico) e il piano tangente Tp(.S;) ¢ ben definito (essendo S; parametrica); inoltre per
la (b) del lemma (7.4.2) la definizione di Tp(S) non dipende dalla decomposizione scelta
per rappresentare S.

7.4.4 Osservazione. Non ¢ detto che tutti i “punti di incollamento” siano singolari. Per
esempio se S = {z? + y? + 2%} (la sfera unitaria) possiamo decomporre S come ST U S~
dove:

StT={"+y*+°=1,2>0}, STi={"+y*+2"=1,2<0}.

Notiamo che ST ed S~ sono i grafici delle due funzioni &f : B — R, dove f(x,y) =

V1—a?—y?e B:={2?+y* < 1}. Allora

SN ={2a*+y"=1,2=0} =5(5),

da cui si vede che | X(S) = ()| (perché non ci sono punti in X(S™) fuori da S~ o viceversa —

in effetti ST e S~ vengono incollate sull’equatore X(S*) = X(S7)). Da questo segue che
¥*(S) C {z* +y* =1,z = 0}. Perd possiamo ottenere S anche incollando S; e Sy dove

51::{.9:2+y2+z2:1,x20}, 52::{x2+y2+22=1,$§0}-
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(che sono dei grafici di z = £4/1 — 3% — 22). Cosi facendo i punti di incollamento sono
{y? + 22 = 1,2 = 0} e quindi ¥*(S) C {y? + 22 = 1,2 = 0}. Ma possiamo anche ottenere
S incollando S5 e S; dove

Sy:={a*+y*+2* =1,y >0}, Sp={a*+y*+2° =1,y <0},

(che sono dei grafici di y = +v/1 — 22 — 22) e ora troviamo X*(S) C {#? + 22 = 1,z = 0}.
Dato che

(47 =12 =0} A {42 = e =0} 0 {a® 427 = 1o = 0} =

ne deduciamo che ¥*(S) = 0.
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7.4.5 Esempio. La frontiera 0Qdel cubo @ := [—1,1] x [=1,1] x [—1, 1] & una superficie
regolare a tratti che si puo ottenere incollando le sei facce

Fri={(z1,v0,23) € Q:x; =1}, F :={(21,29,73) € Q:2; = —1}

In questo caso i punti singolari sono gli “spigoli” mentre ¥(9Q) = 0).

7.4.6 Teorema. Sia Q@ C R* un aperto regolare di R?, cioé Q = {x € R®*:G(x) < 0}
per una opportuna G : R® — R con G di classe C' e VG(x) # O per tutte le x per cui
G(x) = 0. Ricordiamo che in questo caso S := 9Q = {x € R®:G(x) = 0}. Allora S ¢ una
superficie regolare e 3(S) = 0. Supponiamo Q2 limitato.

Analogamente se ) é regolare a tratti e la sua frontiera S = 0S) é una superficie
regolare a limitato tratti in R® senza bordo (32(S) = 0)).

Idea di dimostrazione. Si tratta di un’applicazione del teorema del Dini in quanto, se

oG
Xg € S ese 6’_(X0) # 0, allora esiste un intorno U = Uy, di % tale che S N U grafico di
£
una funzione in cui la variabile i-esima dipende dalle altre due. Usando la limitatezza di

(2 si puo mostrare che un numero finito di Uy, ricopre S e quindi S si ottiene incollando
un numero finito di grafici. O]
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7.4.7 Osservazione. Sia la sfera che il cubo ricadono nel caso considerato nel teorema
precedente. La sfera ebil bordo di un aperto regolare, il cubo € bordo di un apero regolare
a tratti.

Mediante la definizione generale possiamo anche recuperare il cono (che non ha piano
tangente nel vertice) vedendolo come unione di due “mezzi coni”; in questo modo ognuna
delle due meta ¢ una superficie parametrica secondo la definizione (7.1.1), dato che il
vertice viene confinato sul bordo di ognuno dei due pezzi (e sul bordo chiedo solo che la
parametrizzazione sia continua).

7.4.8 Definizione. Sia S una superficie regolare a tratti. Diremo che S ¢ orientabile
se esiste una numero finito di superfici parametriche orientabili (S1,74), ..., (S,, 7y) tali
che Sy,...,5, ¢ una decomposizione per S (come dalla definizione (7.4.1)) e inoltre se
x € X(5;) NX(S;) con i # j allora i due bordi X(5;) e X(5;) (orientati coerentemente con
; e U come in (7.2.8)) hanno verso opposto in x.

In sostanza S e orientabile se S si ottiene incollando un numero finito di superfici
parametriche orientate in modo che nei punti di incollamento i versi dei bordi che si
incollano siano tra loro opposti.

Q)

Chiameremo superficie orientata una coppia (S,7) dove S & una superficie orientabile e
v ¢ un campo continuo di vettori unitari definito su ¥*(5) tale che, se (S;, 7;) sono come
detto sopra, allora 7;(x) = v(x) per ogni x € S; \ 2(S;), i =1,...,n.

1

/
l

L’orientazione © su S permette di definire il verso di 3(S). Infatti, prese (S;,7;) come
sopra, ogni 3(5;) ¢ descritto da una famiglia finita di curve chiuse con verso coerente con
v; (vedi (7.4.1); in particolare ogni punto x € () (che per definizione sta in uno e uno
solo 3(S;)) si trova allora su una (e una sola) di queste curve e “incollando” tutti questi
tratti di curve si ottiene una descrizione di 3(S). Si puo dimostrare che se si cambiano
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le superfici (S;,7;) che decompongono S, mantenendo l'ipotesi che 7; = 0 su S\ X(5;),
allora il verso delle nuove curve con cui si descrive ¥(.S) coincide con il precedente. In
questo modo il verso di 3(S) ¢ ben definito.

Se S e connessa allora ci sono solo due possibili modi di dare un’orientazione su S e
di conseguenza due possibili modi di introdurre un verso su %(5).

7.4.9 Definizione. Siano 5] eS; due superfici regolari a tratti. Supponiamo che S1N.S; C
Y(S1) NXE(Sy). Allora S := S; U S, ¢ ancora una superficie regolare a tratti. Infatti presa
una decomposizione Si1,...,S1, per 51 e una decomposizione Sy, ...,S1, per Sy si
vede facilmente che Sy NSy C X(S1) NX(Ss), S2.1,- - -, S1,m € una suddivisione per S.

Supponiamo ora che ogni S; sia orientabile e che 7; sia un orientazione per S; (i = 1, 2).
Supponiamo inoltre che oltre alla proprieta S; NSy C X(S7) N X(S2) si abbia che in ogni
x € 3(S51) N X(S2) il verso di 3(S;) in x sia opposto al verso di ¥(Sz) in x. Allora S =
S1U S, ¢ orientabile e, posto 7(x) := ;(x) se x € S; \ X(S), si ha che ¥ & un’orientazione
per S.

Conveniamo di scrivere (S,7) = (S1,21) V (S1,21) (operazione di “incollamento”,
indicata con “V”, opera tra superfici orientate). Notiamo che, se (S1,741),..., (Spty) €
una decomposizione per (S, 7), allora (S,0) = (S1,01) V -+ V (Sytp)-

7.4.10 Definizione. Sia S una superficie regolare a tratti e sia f : S — [—o0,400].
Diciamo che f e misurabile su S e se esiste una decomposizione Si,..., 5, per S tale
che f e misurabile su ogni S;, ¢ = 1,...,n. Se f € misurabile su S e f > 0, definiamo

I'integrale di f su S come
//fda::Z//fda.
S =17,

Questo integrale puo risultare +oo. Si puo dimostrare che le nozioni di misurabilita
e di integrale non dipendono dalla decomposizione Si,...,S,. E facile vedere che fe
misurabile su S se e solo se |f| & misurabile su S se e solo se la parte positiva f* e la
parte negativa f~ sono misurabili su S.

Diciamo che f ¢ integrabile su S se f ¢ misurabile su S e

é/f*da<+oo , é/f‘da<+oo

Se f ¢ integrabile su S definiamo l'integrale di f su S come

é/fdo:é/f“Lda—é f~ do.

In questo caso l'integrale e per forza finito.
Sef : S — R3 & un campo, diremo che f & misurabile/integrabile su S se le componenti
f1, f2, f3 di f sono misurabili/integrabili.

7.4.11 Definizione. Sia (S, 7) una superficie regolare a tratti orientata e siaf : S — R3
un campo integrabile su S. Definiamo il flusso di f attraverso (S,7) come

/fuda— /fuds
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7.5 Il teorema della divergenza

7.5.1 Definizione. Supponiamo che € sia un aperto di R e che £ Q — R3 sia un campo
di classe C'. Chiameremo divergenza di f la funzione (scalare):

W = = Ofi Ofy O
div(f):V-f::a—]2+a—"22+a—‘§.

7.5.2 Teorema (Formula di Gauss-Green). Supponiamo che D sia un dominio regola-
re limitato di R® e che f : D — R? sia un campo continuo su D e C' su D. Siano
Yos Y15 - - - Yn delle curve regolari a tratti, chiuse descrivono il bordo di D coerentemente
con la normale uscente da D, nel modo indicato nella proposizione (3.7.6)

é/ —// (% —%—J;l(x,y)> dady (7.7)

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione in un caso particolare — diremo poi a grandi
linee come dal caso particolare si puo passare al caso generale. Consideriamo dunque il
caso in cui

D= {(z,y) eR*:a <z <y px) <y <)}
dove ¢, : [a,b] — R sono due funzioni C!.

A

V3

Y4 D Y2

i !

S
o T A

Allora si ha:

[ (- ) doas= [ (/?:) (S-S dy) "

7.5.8 Osservazione. Come gia osservato la sommatoria a sinistra di (7.7) non dipende dalle
curve o, v1, ¥, Utilizzate per descrivere D (purché rispettino le condizioni dette nella
proposizione (3.7.6)). Dunque possiamo chiamare il termina a sinistre di (7.7) l’integrale

di f sul bordo di D e riscrivere la (7.7) come:

/ / / (% %—‘2(% y)) dxdy (7.8)

E vitale ricordarsi che per fare 'integrale (curvilineo) a sinistra bisogna descrivere 9D con
verso coerente con D, come detto sopra.



Capitolo 8

Sistemi di equazioni differenziali
ordinarie

8.1 1l teorema di esistenza e unicita di Cauchy

Sia © un aperto di Rx RN e sia F': Q — RY. Consideremo il seguente sistema di equazioni

differenziali ordinarie:
Y'=F(z,Y) (S)

8.1.1 Definizione. Diremo che Y :]a, b[— RY & una soluzione di (S) (sull’intervallo ]a, b|)
se Y ¢ di classe C! su Ja, b[, se (x,Y(z)) € Qe Y/(x) = F(x,Y(x)) per ogni z in ]a, b|.

Y ()
Notiamo che il formalismo vettoriale che stiamo usando significa che Y (z) = :
yn ()
Fl(xayla s 7yN)
, Fz,Y) = : e che (S) equivale a:
FN(:L‘ayla"'ayN)
yi($>: Fl($7yl>"'ayN)
y?\/(‘r): FN(xayla"'ayN)
Se (xg, Yp) € Q considereremo anche il problema di Cauchy
(S..CE(), Yb)

che consiste di trovare una soluzione Y :Ja,b[— RY definita su un opportuno intervallo
la,b[, con a < zg < b, e tale che sia verificata la condizione iniziale Y (zo) = Yp.

8.1.2 Teorema. Sia Q un aperto di R x RN e sia F : Q — RY tale che
(a) F ¢é continua (nelle N + 1 variabili x,yy,...,yn);

(b) F ¢ lipschitziana in Y wuniformemente ripetto a x; questo significa che esiste una
costante L > 0 tale che:

|F(z,Y2) — F(z,Y1)||lv < [|Ya — Y3~ Va,Y1,Ys tali che (x,Y7), (z,Ys) € Q.
(8.1)

177
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Allora esiste unica una soluzione locale per il problema di Cauchy (S.zo,Yp).
Questo significa che esiste € > 0 e una soluzione Y :Jxg — €, 79 + €[— RY definita
sull’intervallo |xg — €, x9 + €[ che verifica la condizione iniziale Y (x¢) = Yy. Inoltre
tale Y & unica, nel senso che se 'Yy :Jxg—e1,xo+ 1] € un'altra soluzione di (S.zo,Yp)
con 0 < g1 < g, necessariamente Yy (x) =Y (z) per ogni x €|xy — 1,0 + £1].

Dimostrazione. (x) Prima di tutto osserviamo che Y :]a,b[— RY & soluzione di (S.z¢, Yp)
se e solo se (z, F(z,Y (x)) € Q per ogni x €|a, b] e vale

Y(2) = Yo+ / CPLY () di Vo €lab] (8.2)

Questo fatto ¢ una conseguenza del Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale.
Dato che (z,Y)) € 2 e Q & aperto possiamo trovare py tale che

[z — 2ol < p, IV = Yolly S p=(2,Y) €
Se 0 < ¢ < p consideriamo lo spazio normato
X, = {Y wo — e, 20+ €] — RV.v ¢ continua}

dotato della norma infinito (associata alla convergenza uniforme): ||Y||o := | ma‘x Y (z)]].
r—xo|<e
Come abbiamo gia detto in precedenza X. € uno spazio completo. Consideriamo anche il

sottoinsieme A C X.:
A={Y eX:||[Y(z)=Y|n<p Vee[zg—c,zo+e|]} ={Y e X ||V = Yolloo < p}

(il disco con centro nella funzione costante Y, e raggio p).
Notiamo che se Y € A allora

Vogliamo usare il Teorema delle Contrazioni (1.7.9). Definiamo I'operatore (la funzio-
ne) T : X, — X, ponendo:

T(Y)(x) =Yy + /w F(t,Y(y))dt Vit € [xg — €,z + €]

zo

questa definizione associa a ogni funzione Y in X, una funzione 7'(Y') il cui valore, = per
x, € definito sopra.
Se Y5, Y1 € Xex € [xg — &, 20 + €] si ha:

7)) - T @l = | [ F (L Ya() — PO i(0) de]| <
[ IFe o) - Fe vl < £ [ 10 = Vi)l de < 220 - Vil

Da cui, facendo il massimo per = € [zg — €, o + €] si ottiene:

[T(Y2) = T(V1)[loo < 26L]]Y2 = V1|
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8.2 L’esponenziale di una matrice

8.2.1 Definizione. Sia A una matrice N x N a coefliciento complessi. Definiamo la
matrice exp(A) = e mediante la formula:

e = A"
n!
n=0

Questa definizione ha senso dato che nello spazio lineare M(N, N) delle matrici N x N
(vedi I'esempio (1.2.15)) e definita la norma, e quindi le nozioni di limite e di serie. Inoltre
la serie scritta sopra e convergente dato che e assolutamente convergente. Infatti

oo
n=0

8.2.2 Proposizione. Valgono le sequenti proprieta.

[e.9]

1 n
<Y lAIT < oo

n=0

(a) e =1.
(b) Se A e B commutano (AB = BA), allora:

Dimostrazione. La (a) € ovvia. Per la (b) si ragiona come nella dimostrazione fatta alla
fine dell’esempio (5.3.10), usando la versione per le serie del Teorema (5.3.11) (che si
dimostra):

5 i . S e N L | .
() (Eir) - (St

n=0 n=0 n=0 \m=0
1 [\ mpnem ) | = 1 n_ _A+B
Zm<z<m)AB )\_/ZWMB) e
n=0 m=0 (%) n=0
Nel passaggio “(x)” & necessario che A e B commutino. O

8.2.3 Proposizione. Consideriamo la funzione W : R — M(N, N) definita da:

W (t) .= exp(tA) = EA”.

n=0
Allora W ¢ derivabile e W'(t) = AW(t) per ogni t € R.

Dimostrazione. Diamo per buono che le proprieta dimostrate per le serie di potenze si
estendono al caso in cui i coefficienti a,, sono delle matrici (e indichiamo con ¢ la variabile
invece che con x). Allora:

e tn—l

d=t" ,, ~=dt" ~=nt"t
WO =G 2 = 2 A = 2 A _nz:(n—l)'

i A= Ai(i—n)‘ —AW(D).

n=0
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8.2.4 Lemma (L’esponenziale di un blocco di Jordan). Supponiamo che J = J.(\) con
r intero e A € C (vedi la Definizione (8.3.7)). Allora:

(1 ¢t 22 - 2/ (r=2) Y (r —1)!
01 t - t"3/(r=3) tr72/(r—2)!
et‘]:e/\t Do : : : (8.3)
00 0 - 1 t
oo 0 - 0 1 |

Dimostrazione. Possiamo scrivere J = A\l + B dove:

010 --- 00
001 -- 00
Bl . o
000 0 1
000 -~ 0 0]

r

La matrice B (che ha tutti elementi nulli tranne quelli della diagonale immediatamente
sopra la principale, che ¢ riempita di 1) ¢ un caso particolare di B,; definita da:

00 --- 1 0 --- 0 0
00 --- 0 1 --- 00
00 0 0 10 4
Bri = o0 -0 0 -+ 01 <+ riga 7 esima i=L...,r=1
0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 0]

r

in cui la diagonale piena di 1 ¢ I’i-esima sopra la principale. Si verifica facilmente che:
B*=B., sek=1,....r—1 Bf=0 sek>r

(in particolare B = B, ;). Allora, usando le definizioni:

wzigl!]n:i%]: (i%)]:&ﬁ,

n=0 n=0
mentre
o tn t2 t3 tr‘fl
tB n
e =N _B"=T+tB1+-Bys+—Byg++++—B,,_
vl g2 g (r—1)r !

(dato che per n > r si ha B" = 0). Dunque e'® & proprio la matrice scritta a destra
nella formula (8.3), mentre & chiaro che la moltiplicazione per e* = eM] equivale alla
moltiplicazione per il fattore e. ]

8.2.5 Proposizione (Esponenziale di una matrice di Jordan). Se A = MJM~' dove M
¢ una matrice invertibile e J e della forma

Jo (A1) e 0
J = : :
0 e ()
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conry+--+ry=N el,...,\r € C (non necessariamente distinti), allora:
etJTl (/\1) P O
=M\ c | M (8.4)
O e et‘]’rk ()‘k)

Questa formula unita alla precedente (8.3) permette il calcolo competo dell’esponenziale
di et4

Dimostrazione. Basta osservare che:

. " —1\n __ . " n -1 _ — 1" n -1 _ tJ —1
ZH(MJM ) _ZHMJM _M< mJ)M = Met’ M
n=0 n=0 n=0
e che:
JTl ()‘l)n T 0 €xp (tjm ()‘1)) e 0
0 s e ()" 0 <exp (tdy, (Ag))

8.3 La decompozizione di Jordan

Sia A una matrice N x N a coefficienti complessi. Vediamo in questo capitolo come in
un’opportuna base per RV, si puo rappresentare la matrice in una forma “quasi diagonale”.

8.3.1 Notazione. Come noto si definisce il polinomio caratteristico di A
p(A) :=det(A — AI)
e usando il teorema fondamentale dell’algebra si puo scrivere
PA) = (A = A)™ (A = A)™2 -+ (A — A)™

conk > 1, A,..., \p € Cdiversitraloroemy,...,mp € Nconm; > lemi+---+my = N.
I numeri A; sono detti autovalori di A e gli interi m,;, indicati con ma()\;), sono detti
molteplicita algebrica di \;.

Per come sono definiti i A; si ha che

Ker(A — N\ 1) # {0}

Questo spazio viene detto autospazio di A relativo all’autovalore \; mentre i suoi elementi
non nulli sono gli autovettori di A relativi a \; e cioe i vettori e # 0 tali che

Ae = \e.

La dimensione di Ker(A — \;I) viene detta molteplicita geometrica di A\; e viene indicata
con mg(\;).

8.3.2 Lemma. Sia A € C un autovalore di A. Allora esiste un intero h = hy > 1 tale
che:
Ker(A — AI)"' S Ker(A — A)" = Ker(A — AXI)"*.

Inoltre si ha:
ma(\) = dim(Ker(A — XI)")(= dim(Ker(A — XI)?') se b’ > h).

In particolare mg(A) < ma(A) e mg(A) = ma(A) se e solo se h = 1.
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8.3.3 Notazione. Se A ¢ un autovalore di A e hy ¢ come nel lemma (8.3.2), chiamiamo
autospazio generalizzato lo spazio di dimensione ma(\):

N()\) := Ker(A — \XI)™
e chiamiamo autovettori generalizzati i suoi elementi non nulli.

8.3.4 Notazione. Se 7 > 1 ¢ un intero chiamo sequenza di lunghezza r (relativa all’au-
tovalore A) una r-upla di vettori non nulli e, e, ..., e, tali che:

(A=X))e, =e,1, (A= X))e,1 =€r9,...,(A—=X))ea =e1, (A—Al))e; =0.

Se poniamo B = A — \I, indicheremo una sequenza con e, 5 €r_1 5.5 er — 0. B
chiaro che in questa situazione gli e; appartengono a N(\) e r < h,.

8.3.5 Proposizione. (a) Se X\ # u sono due autovalori, allora N(X\) N N(u) = {0}.

(b) Se X e un autovalore, B=A— X ee, 5, er_1 NN ey 5, 0, (ex #0) allora gli
e; sono tra loro linearmente indipendenti.

: . B B B B .
(c) Nelle stesse ipotesi di (b), se e, — e, — --- = €] — 0, é un'altra sequenza
relativa a X e se ey e €} sono indipendenti, allora tutti gli e; e gli € sono tra loro
linearmente indipendenta.

8.3.6 Teorema (forma di Jordan). Sia A una matrice N x N e siano Aq,...,\x i suoi
autovalori.. Allora lo spazio CN & somma diretta degli N(\;), peri=1,... k:

RY=NM\)&- & N

Inoltre se X\ ¢ un autovalore di molteplicita algebrica m4 e molteplicita geometrica mg,
allora esistono mg sequenze

€1, i €1r—1 i ceeeqn E) o ,.--, €ma,rmg E) €ma,rmg—1 E) C el i 0
dove B = A — M, tali che e;; sono indipendenti e N(\) é generato dagli e; ;:
N(X\) =span{e;;:i=1,....mg,j=1,...,r;}
In altri termini glie;q, 1 = 1,...,m : G, sono indipendenti e si ha:
rit+rot s+ g = Ma.

8.3.7 Definizione. Siano A € C e » € N. Definiamo il “blocco di Jordan” di lunghezza
r e autovalore \:

A 10 -~ 0 0] )
0OXx1-- 00

A= or e r righe .
000 -~ X1
000 -+ 0 Al |

r colonne
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8.3.8 Osservazione. Se ci si mette nella base dei vettori individuati dal teorema (8.3.6),
allora A (la funzione lineare associata ad A nella base canonica) viene descritta da una
matrice J “quasi diagonale”, fatta come segue:

J(A) - 0 T (Ng) e 0
J = : : dove J(N\;):= : :

0 - J() 0 o o, ()

Pitt precisamente si puo scrivere A = M J M~ dove J & la matrice indicata sopra e dove
M ha come colonne gli elementi di tutte le sequenze indicate sopra, nell’ordine naturale:

M = [61,1()\1)| e o )] emeon 1 (A ema ) oy 00 (M) e (A2)] - -

Vediamo come si fa operativamente a trovare tutte le sequenze necessaria per costruire
J ed M. 1l punto sara di trovare tutte le sequenze relative a un generico autovalore, dopo
di che si ripetera il procedimento per ognuno degli autovalori.

Sia dunque A = \; un autovalore fissato e indichiamo B := A — A\I. Come gia detto
gli autovettori sono gli elementi non nulli di Ker(B).

(1) Calcoliamo le potenze B’ fino a trovare I'esponente r tale che dim(Ker(B"™")) <
dim(Ker(B")) = dim(Ker(B"*)).

Per questo puo essere utile cercare r non modo che Rank(B"*) > Rank(B") =
Rank(B™), dato che dim(Ker(B*)) = N — Rank(B"). Ricordiamo che il rango di una
matrice B ¢ la dimensione dell’immagine, o anche il numero di righe/colonne di B li-
neramente indipendenti, oppure ancora la dimensione del massimo minore di B avente
determinante non nullo.

Indichiamo con m; := dim(Ker(B")), di modo che

0=mg <mg(A) =my <mg < - <mu =mu(A).

Poniamo inoltre n; :=m; —m;_1 > 0, peri=1,...,r.

(2) Dato che m, > m,_; possiamo trovare n, (= m, —m,_1) elementi linearmente
indipendenti in Ker(B") \ Ker(B"!). Indichiamo questi vettori con €, 1,...,€.p,.

(3) Mettiamoci ora in Ker(B"~1) \ Ker(B"?). Poniamo:

€r—11 = Ber,la 61, = Ber,nr

Allora questi vettori e,_;; = DBe,; sono linearmente indipendenti e si trovano in
Ker(B"!) \ Ker(B"2). In particolare n,_; = dim(Ker(B™1)) — dim(Ker(B"72)) > n,.
Potrebbe succedere che n,_; > n,: in questo caso possiamo aggiungere degli opportuni
€r—1mt1s--s€r—1m. , in modo che gli e,_1; con j = 1,...,n,_1 siano in Ker(B"!) \
Ker(B"?) e siano tutti linearmente indipendenti.

(iterazione di 3) Ammettendo di avere costruitoe; i, ... e; ,, lineramente indipendenti
in Ker(B") \ Ker(B'™') (i > 2), possiamo definire

€i—1,1 = Bei,la T, Ci—1ny & Bei,ni
e aggiungere (eventualmente) a questi vettori degli opportuni e€;_q,,4+1,...,€i—1, , D
modo che glie; ;1 con j =1,...,n;1 siano in Ker(B*~!)\ Ker(B*?) e siano linearmente

indipendenti.
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Alla fine di questo procedimento abbiamo il seguente diagramma:

€r1 T €rn,
Bl Bl
€r—11 ' CEr—1n, CEr_1n.4+1 °°° Er_1n,._;
Bl Bl Bl Bl
€r—21 *° €_-2n. €Cr2n.+1 " €r2n._, Er—2n._,41 """ 67‘—2,7’147—72
Bl Bl Bl Bl Bl Bl
Bl Bl Bl Bl Bl Bl
€1,1 ce €1n, €1,n,+1 s €1n,_1 €1n,_1+1 ce Cln,._o " €1,n,
Bl Bl Bl Bl Bl Bl e e Bl
0 0 0 0 0 0o e 0

che mostra come abbiamo costruito n, sequenze di lunghezza r, n,_; — n, sequenze di
lunghezza r — 1 e cosi via (fino a ny — ny sequenze di lunghezza uno).

8.3.9 Osservazione. Nel diagramma sopra abbiamo r righe (escludendo 'ultima riga di
zeri), dove ricordiamo che r & il primo intero per cui dim(Ker(A — AI)") = ma(A). 1l
numero complessivo di elementi e; ; € pari alla molteplicita algebrica m (). Il numero di
elementi e;; della prima riga ¢ pari alla molteplicita geometrica mg(A) (cioe ny = mg(A).
Ogni colonna corrisponde a una sequenza e dunque a un blocco di Jordan J(\), dove
h < r e “Ialtezza della colonna” (cioe la lunghezza della sequenza). Per come & costruito
il diagramma ci deve essere almeno una colonna di altezza r e dunque r ¢ la lunghezza
della massima sequenza che si riesce a costruire (o la dimensione del blocco di Jordan piu
grande); naturalmente possono esserci degli h < r (cioe dei blocchi di dimensione minore
di r).

Se consideriamo un h < r allora gli elementi e; ; che compongono le righe dalla prima
alla h-esima (in altri termini gli e; ; con i < h) generano il Ker(Ay/)". Questo perché,
per come ¢ stato costruito il diagramma, il numero di elementi della riga h-esima e pari
alla differenza dim(Ker(A — M )") — dim(Ker(A — AI)"~1) (nel caso della prima riga a
dim(Ker(A — X)) = my(N)).

In definitiva i numeri my, mo, . .., m, definiti da m; := dim(Ker(A — AI)*) determinano
la struttura della matrice J(\), cioe di tutti i blocchi di Jordan relativi all’autvalore A.

Si noto anche che dalla costruzione fatta su vede che i numeri n; := m; — m;_; (con-
venendo mgy = 0) sono positivi e decrescenti. Il numero n; corrisponde in effetti alla
lunghezza della righa i-esima del diagramma. Se si introducono gli ulteriori incremen-
ti: 0; := n; — ny1 (0, := n,) allora §; corrisponde al numero di blocchi di dimensione i
(1=1,...,k).
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8.4 Errata Corrige

Modifiche principali introdotte dopo la versione del 5 ottobre. I riferimenti
sono espressi in termini della nuova versione.

ee e x Aggiunta un osservazione:
Osservazione 1.2.4 Si ha:

w2l = lzal] < vz —aal] - Vg, 22 € X
Infatti ||xs|| = ||x2 — 21 + 21]| < ||x2 — 21||+||21||. Scambiando x5 con x1, con facili calcoli
si ha:
= [l = @] <ol = o]l <[22 — 2]

che equivale a quanto enunciato sopra.
eee x Corretta la formula al punto 5 della 1.2.29: (la seconda ¢ un’eguaglianza):

AUBCcAUB , AnB=AnB , AUB=AUB |,

NB>ANB.

|

e ¢ ¢ Modificato il punto 8 della 1.2.29:
Si ha sempre (AN B) C (AN B)U (ANJB). Se AN B = AN B vale I'eguaglianza;

I)(ANB)=(0ANB)U(ANOB).
Questo ¢ vero se A e B sono chiusi (per (5)) e dunque:
IANB)=(0ANB)U(ANJB) se A e B sono chiusi.

e e e (ambiata un po’ la dimostrazione del punto 8 della 1.2.29:
Usando la definizione di frontiera, le (5) e alcune proprieta insiemistiche, ha:

B=AnB\(AnB)

cA
)=(ANBNCAU@AN

NB\ (A N B )=
BNCB) = (0ANB)U(0BN A).
Da quanto sopra segue l'inclusione e anche I'eguaglianza quando AN B = AN B.

e ¢ ¢ Modifiche al teorema 1.3.5 a pag. 23. In particolare e stato corretto il limite
della composizione (punto 4) ed & stato aggiunto il passaggio al limite delle componenti
(al punto 6)

Teorema 1.3.5 Siano X, X; e Xs spazi normati, A C X, B C Xy, Xq di accumulazione
per A e yo di accumulazione per B. Valgono i fatti seguenti (sottinteso che x — xg).

e (linearita del limite) Siano f;,fs : A — X;. Se fi(x) — 1; e f5(x) — 1, allora
(fl + fz)(X) — 11 + 12.

e (limite del prodotto) Se f; : A - R, £, : A — Xy ese fi(x) = 1 e fr(x) = 1,
allora il prodotto fifa(x) — l41ls.

e Sef;: A— R, fy: A— Xj, se una delle due e limitata e ’altra tende a zero, allora
flfg (X) — 0.

X—X0

e (limite della composizione/cambio di variabile) Se f: A — B, f(x) — yo
con f(x) # yo per X # X, se g : B — Xy e g(y) L2251, allora g(f(x)) =% 1.
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e (limite della restrizione) Se f : A — X; e f(x) = 1, se A1 C A e xy e di
accumulazione per Ay, allora la restrizione f|4, : Ay — X tende ancora a l.

e (limite e componenti) Se f : A — R" si ha che f(x) — 1se e solo f;(x) — [; dove
fi e l; indicano 1't-esima componente di f e 1.

Inoltre per ogni x’ € RY e ognii=1,...,N si ha:

lim z; = ).
x—x/

e (permanenza del segno)) Se f: A — Re f(x) — [ > 0, allora esiste § > 0 tale
che f(x) > 0 per ogni x € A con X # Xg € ||x — Xo|| < 9.

e (monotonia del limite) Se f: A —-Re f(x) =1 >0ese f(x) >0, alloral > 0.

e (teorema dei carabinieri) Se f,g,h: A = R, f(x) < g(x) < h(x) per ognix € A
con X # Xg e se f(x) — [, h(x) — [, allora g(x) — .

ee e Aggiunta la Proposizione 1.3.6
Proposizione 1.3.6 Siano A e xo come nella proposizione precedente.

1. Sef: A— RMesef(x)—1per x — xg, allora ||[f(x)|,, = |11/l
2. Se f,fs: A — RM se fi(x) = 1; fo(x) — 1y per x — xq, allora f(x) - f5(x) — 1; - 1,.

3.5 f:A—RM g:A— R, se (per x — xg) si ha f(x) - v # 0 e g(x)f(x) = \v,
allora g(x) — .

Dimostrazione. La 1. dipende dalla proprieta della norma mostrata nell’Osservazione
(1.2.4) (usando la definizione di limite).
Per la 2. si puo notare che (aggiungendo e togliendo f;(z) - 1):

f1(x) - f2(x) = L - L] < [fi(x) - (f2(z) = L)[ + [(fi(z) — L) - I| <
11O () — L) || + [[f1(2) — Luf} [[-12f] — 0.

(si ¢ usata la disuguaglianza di Schwartz e il fatto che ||f;(x)| ¢ limitata, in quanto ha
limite).

Dimostriamo la 3. Introduciamo la funzione f () := Hf:f(<XX))H2 che e ben definita (almeno
vicino a xg, dato che ||f(x)|| = ||v|| # 0. Dato che g(x)f(x) — Al e f(x) — W, facendo
il prodotto scalare:

9(x) = g(2)f(x)f(x) — AlL- ﬁ = A
O
e e e Nella dimostrazione di 1.7.9 corretto un esponente nel calcolo che segue: (o™
invece di a™*1):
n—1 n—1 n—1
|0 = @l = 1D (@rsn = )| < D llwwss —anll D aF|l f(wo) — ol <
k=m k=m k=m
< £ )~ zoll 3 ot = 1 £wn) — woll 17—
k=m
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e e ¢ Introdotta la Definizione 1.5.4:
Definizione 1.5.4. Siano A C RY e f: A — R. Se ¢ € R consideriamo i seguenti
insiemi:

{f<c}={zxecA:f(zx)<c}, {f<c}={ze€A: f(x)<c},
{f=ct={xcA: f(x)=c}.

diremo che {f < ¢} € un sottolivello e che {f = ¢} & un insieme di livello (per f relativa-
mente a c).

eee Aggiunto il Lemma 1.5.10 che serve nella dimostrazione di Weierstrass.

e e e Rimossa un’osservazione (la vecchia 1.5.10).

e e e Spostata la Proposizione 1.5.9 che ¢ diventata 1.5.12.

e e o (Cambiata la dimostrazione del Teorema di Weierstrass (che ora ¢ 1.5.11).

eee Aggiunto il Teorema di Weierstrass generalizzato 1.5.13.

e e ¢ Aggiunto un esempio di spazio vettoriale non completo. (NON E’ STATO
FATTO E NON E’ RICHIESTO)

[ N J

Sono stati aggiunti il Lemma 2.3.9 e la Proposizione 2.3.10 (NON FATTI E NON
RICHIESTT).

o000

Aggiunto il paragrafo 2.5 sulle curve come sottoinsiemi. Le dimostrazioni NON SONO
STATE FATTE E NON SONO RICHIESTE



