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8.1 Il teorema di esistenza e unicità di Cauchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
8.2 L’esponenziale di una matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
8.3 La decompozizione di Jordan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
8.4 Errata Corrige . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185



INDICE 5



6 INDICE



Capitolo 1

Limite e continuità in spazi vettoriali
normati

1.1 Spazi vettoriali, applicazioni lineari e forme qua-

dratiche

1.1.1 Definizione (Spazi vettoriali). Dico che un insieme X è uno spazio vettoriale (su
R) se sono definite un’operazione di somma s:X× X→ X e un’operazione di prodotto per
gli scalari p : R× X→ X, per cui useremo le notazioni:

x+ y := s(x, y), λx := p(λ, x) ∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ R,

che hanno le seguenti proprietà:

commutatività della somma x+ y = y + x per ogni x, y in X;

associatività della somma (x+ y) + z = x+ (y + z) per ogni x, y, z in X;

esistenza dell’elemento neutro esiste 0 ∈ X tale che x+ 0 = x per ogni x in X;

esistenza dell’opposto per ogni x in X esiste −x in X tale che x+ (−x) = 0;

distributività della somma rispetto al prodotto
λ(x+ y) = λx+ λy per ogni x, y in X e λ in R.

In quest’ambito gli elementi x di X si chiamano vettori e i numeri λ ∈ R si dicono scalari.

1.1.2 Definizione. Se X è uno spazio vettoriale e X′ ⊂ X diremo che X′ è un sottopazio
(vettoriale) di X quando x1, x2 ∈ X′ e λ1, λ2 ∈ R implica λ1x1 + λ2x2 ∈ X′.

1.1.3 Esempio. Lo spazio RN è uno spazio vettoriale se

x+ y := (x1 + y1, . . . , xN + yN), λx := (λx1, . . . , λxN)

dove x = (x1, . . . , xN), y = (y1, . . . , yN) e λ ∈ R.

Nel resto del paragrafo X sarà uno spazio vettoriale.

1.1.4 Definizione (combinazioni lineari). Dati x1, . . . , xk in X si chiama combinazione
lineare di x1, . . . , xk un’espressione del tipo:

λ1x1 + · · ·+ λkxk =
k∑
i=1

λixi.

7
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dove λ1, . . . , λk sono in R. Dico che un vettore x è combinazione lineare di x1, . . . , xk se
esistono λ1, . . . , λk tali che x = λ1x1 + · · ·+ λkxk.

Si dice che x1, . . . , xk sono linearmente indipendenti se l’unica combinazione lineare
di x1, . . . , xk che produce lo zero è quella con tutti i λi nulli:

0 = λ1x1 + · · ·+ λkxk ⇒ λ1 = · · · = λk = 0

1.1.5 Definizione. Se X è uno spazio vettoriale definiamo la dimensione di X:

dim(X) := sup {k ∈ N : esistono k elementi di X linearmente indipendenti} .

Dato che si prende un sup tra numeri interi è chiaro che o dim(X) =∞ oppure dim(X) ∈ N
e in questo caso è un massimo: se N = dim(X) ∈ N ci sono N vettori linearmente
indipendenti e non ce ne sono N + 1. Notiamo che dim(X) = 0 se e solo se X = {0}.

Si può vedere che esistono spazi vettoriali X di dimesione infinita. Se dim(X) = N ∈
N chiamiamo base per X un qualunque insieme B = {e1, . . . , eN} con ei ∈ X ed ei
linearmente indipendenti (i = 1, . . . , N).

1.1.6 Proposizione. Sia N ∈ N siamo e1, . . . , eN ∈ X. Allora B = {e1, . . . , eN} è una
base se e solo se:

• e1, . . . , eN sono linearmente indipendenti;

• e1, . . . , eN “generano X”, cioè per ogni x ∈ X esistono λ1, . . . , λN ∈ R tali che
x = λ1e1+· · ·+λNeN (x si può scrivere come combinazione lineare degli e1, . . . , eN).

Se questo avviene, allora dim(X) = N – in particolare tutte le basi hanno lo stesso numero
di elementi, pari alla dimensione di X.

1.1.7 Definizione (coordinate). Sia B = {e1, . . . , eN} una base per X. Per quanto sopra
dato x in X si ha x = λ1e1 + · · · + λNeN per opportuni coefficienti λi. È facile vedere
che i λi sono unici: chiameremo (λ1, . . . , λN) le coordinate di x rispetto alla base B e le
indicheremo con [x]B (che dunque è un elemento di RN).

Notiamo che l’applicazione x 7→ [x]B è bigettiva da X in RN (ed è lineare). Quindi
ogni spazio di dimensione N si può “rappresentare” mediante RN .

1.1.8 Esempio. X = RN ha dimensione N . Una base per RN è costituito dai vettori
êi = (ei,1, . . . , ei,N) con ei,j = 0 per i ̸= j e ei,i = 1. Per vedere che B̂ := {ê1, . . . , êN} è
una base (la base canonica ) in RN basta notare che:

• gli êi sono linearmente indipendenti: se 0 = λ1ê1+· · ·+λN êN allora λ1ê1+· · ·+λN êN
ha tutte le componenti nulle; ma la componente j-esima di λ1ê1 + · · · + λN êN è
esattamente λj, dunque λj = 0 per ogni j = 1, . . . , N ;

• gli êi generano RN : se x = (x1, . . . , xN) allora x = x1ê1 + · · ·+ xN êN .

Dunque, rispetto alla base canonica, le coordinate di x sono le componenti di x.

1.1.9 Esempio. Consideriamo

X = C0(0, 1) := {f : [0, 1]→ R, f continua}

(le funzioni continue su [0, 1]). È immediato verificare che X è uno spazio vettoriale (con
(f + g)(x) := f(x) + g(x) e (λf)(x) := λf(x)).

Questo spazio non ha dimensione finita. In effetti preso comunque un k intero esistono
f1, . . . , fk ∈ X tra loro linearmente indipendenti. Siano infatti fi tali che:

fi(x) = 0 fuori da

[
i− 1

k
,
i

k

]
, fi(xi) = 1 se xi è il punto medio di

[
i− 1

k
,
i

k

]
.
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Se λ1, . . . , λk ∈ R e se f(x) := λ1f1(x) + · · ·+ λkfk(x) è la funzione nulla, allora:

0 = f(xi) = λ1f1(x) + · · ·+ λifi(xi) + · · ·+ λkfk(x) = λ1 0 + · · ·+ λi 1 + · · ·+ λk 0 = λi

e quindi i λi = 0 ∀i. Abbiamo dimostrato che f1, . . . , fk sono linearmente indipendenti.

1.1.10 Definizione. Sia L : X → X′ un’applicazione tra due spazi vettoriali X e X′. Si
dice che L è lineare se

L(λx+ µy) = λLx+ µLy ∀x, y ∈ X, ∀λ, µ ∈ R.

Indicheremo con L(X,X′) l’insieme delle applicazioni lineari da X in X′. È immediato
verificare che L(X,X′) è uno spazio vettoriale.

1.1.11 Notazione. D’ora in poi conviene pensare che i vettori di RN siano delle colonne:

x ∈ RN ⇔ x =

x1
...
xN

 con x1, . . . , xN ∈ R.

1.1.12 Proposizione (rappresentazione delle applicazioni lineari). Siano X e X′ spazi
vettoriali e sia L : X→ X′ un’applicazione lineare. Siamo B = {e1, . . . , eN} una base per
X e B′ = {e′1, . . . , e′M} una base per X′. Consideriamo la matrice avente come colonne i
vettori [Le1]B′ , . . . , [LeN ]B′:

[A]B′,B := [[Le1]B′ , · · · , [LeN ]B′ ]

Allora
[Lx]B′ = [A]B′,B [x]B ∀x ∈ X (1.1)

dove [A]B′,B opera su [x]B mediante il ben noto prodotto righe per colonne.

Dimostrazione. Notiamo che per definizione di [A]B′,B = (aij) si ha Lej = a1je
′
1 + · · · +

aNje
′
M . Sia ora x ∈ X e siano x1, . . . , xN le coordinate di x in B, cioè sia x = x1e1+ · · ·+

xNeN . Allora:

Lx = L

(
N∑
j=1

xjej

)
=

N∑
j=1

xjLej =
N∑
j=1

xj

M∑
i=1

ai,je
′
i =

M∑
i=1

(
N∑
j=1

ai,jxj

)
e′i.

Questo significa che i numeri
N∑
j=1

ai,jxj sono le coordinate di Lx nella base B′. Ma questi

numeri sono proprio le componenti del prodotto [A]B′,B [x]B.

1.1.13 Proposizione (linearità della rappresentazione). Siano B una base per X e B′

una base per X′. Se L1, L2 : X→ X2 sono lineari e λ1, λ2 ∈ R, allora:

[λ1L1 + λ2L2]B′,B = λ1 [L1]B′,B + λ2 [L2]B′,B .
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Il seguente enunciato ci dice che la reppresentazione della composizione di due appli-
cazioni lineari corrisponde al prodotto tra le matrici rappresentanti.

1.1.14 Proposizione. Supponiamo che X,X′ e X′′ siano tre spazi vettoriali e che B,B′

e B′′ sia delle basi per tali spazi. Siano L1 : X → X′ e L2 : X′ → X′′ due applicazioni
lineari. Allora:

[L2 ◦ L1]B′′,B = [L2]B′′,B′ [L1]B′,B (1.2)

1.1.15 Osservazione. Se consideriamo X′ = X e L = Id (la funzione identica) allora la
formula (1.1) esprime il cambio di coordinate dalla base B base B′. Dunque posto

M(B′,B) := ( [e1]B′ , · · · , [eN ]B′)

si ha:
[x]B′ =M(B′,B) [x]B ∀x ∈ X.

Dalla (1.2) è immediato dedurre che:

M(B′,B)−1 =M(B,B′)

1.1.16 Notazione. Indicheremo con ê1, . . . , ên i vettori:

ê1 :=


1
0
...
0

 , ê2 :=


0
1
...
0

 , . . . , êN :=


0
0
...
1


Diremo che B̂ = B̂N := {ê1, . . . , ên} è la base canonica di RN .

1.1.17 Osservazione. Sia B = {v1, . . . , vn} una base per RN . Da quanto detto segue che:

M(B̂,B) =

v1, v2, . . . , vN
 , M(B, B̂) =

v1, v2, . . . , vN
−1

1.1.18 Osservazione. Supponiamo che A sia una matrice M × N . Consideriamo l’ap-
plicazione lineare LA : RN → RM che ad ogni x ∈ RN associa Ax ∈ RM . É evidente
(per costruzione) che la rappresentazione di LA coincide con A se si considerano le basi
canoniche in partenza e in arrivo:

[LA]B̂M ,B̂N
= A.

Se consideriamo una base diversa B = {e1, . . . , eN} su RN e un’altra B′ = {e′1, . . . , e′M}
su RM , allora LA si rappresenterà con un’altra matrice A1. È facile vedere che:

A1 =M(B′, B̂M)AM(B̂N ,B) =M(B̂M ,B
′)−1AM(B̂N ,B) =e′1, e′2, . . . , e′M
−1

A

e1, e2, . . . , eN
 . (1.3)

1.1.19 Definizione. Dico che un’applicazione b : X × X → R è bilineare se b è lineare
rispetto ad ognuno dei suoi due argomenti:

b(λ1x1 + λ2x2, y) = λ1b(x1, y) + λ2b(x2, y), b(x, λ1y1 + λ2y2) = λ1b(x, y1) + λ2b(x, y2).

Un’applicazione bilineare b si dice simmetrica se b(x, y) = b(y, x) per ogni x, y in X.
Data un’applicazione Φ : X→ R dico che Φ è una forma quadratica se esiste un’appli-

cazione b tale che Φ(x) = b(x, x). È ovvio che (ai fini di definire Φ) posso sempre supporre
b simmetrica (se no rimpiazzo b con b̃(x, y) := (b(x, y) + b(y, x))/2 notando che in questo
modo la forma quadratica associata rimane la stessa).
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1.1.20 Definizione. Data un’applicazione bilineare b dico che b è semidefinita positiva
su X se b(x, x) ≥ 0 per ogni x ∈ X; dico che è definita positiva se b(x, x) > 0 per ogni
x ∈ X con x ̸= 0. Analogamente definisco b semidefinita negativa e definita negativa.
In realtà queste sono proprietà dalla forma quadratica associata a b e quindi useremo la
stessa terminologia parlando di Φ.

1.1.21 Definizione (prodotto scalare). Chiameremo prodotto scalare su X un’applica-
zione bilineare simmetrica b tale che b(x, x) ≥ 0 e vale zero se e solo se x = 0. Quando
esiste un prodotto scalare useremo la notazione x · y in luogo di b(x, y) – riassumendo, il
prodotto scalare (se esiste):

• è bilineare nei sui argomenti:

(λ1x1 + λ2x2) · y = λ1(x1, y) + λ2(x2, y), x · (λ1y1 + λ2y2) = λ1(x, y1) + λ2(x, y2);

• è simmetrico :x · y = y · x;

• è strettamente positivo: x · x ≥ 0 e x · x = 0 solo se x = 0.

Dato un prodotto scalare chiameremo norma associata al prodotto scalare l’espres-
sione ∥x∥ :=

√
x · x, definita per ogni x in X.

Diremo che due vettori x e y sono ortogonali se x · y = 0; diremo anche che un insieme
di vettori V è ortonormale se per ogni x in V si ha ∥x∥ = 1 e per ogni coppia di vettori
distinti x, y ∈ V si ha x · y = 0.

1.1.22 Esempio. Nello spazio RN si può introdurre il prodotto scalare (canonico):

x · y := x1y1 + · · ·+ xNyN .

Non è difficile verificare che tutte el proprietà richieste sono verificate e che in questo caso:

∥x∥ =
√
x21 + · · ·+ x2N .

1.1.23 Teorema (disuguaglianza di Schwartz). Se (x, y) 7→ x · y è un prodotto scalare,
allora:

|x · y| ≤ ∥x∥∥y∥ ∀x, y ∈ X.

Inoltre vale l’eguaglianza se e solo se x e y giacciono su una retta. In questo caso x e y
sono concordi se x · y = ∥x∥∥y∥, mentre sono discordi se x · y = −∥x∥∥y∥.
Dimostrazione. Fissiamo x e y in X. Se y = 0 la tesi è ovvia, quindi supponiamo che
y ̸= 0. Consideriamo la funzione:

t 7→ φ(t) := ∥x− ty∥2 = (x− ty) · (x− ty)

definita al variare di t in R. Per la seconda proprietà del prodotto scalare φ(t) ≥ 0 per
ogni t. D’altra parte, usando la bilinearità e la simmetria si trova:

φ(t) = t2∥y∥2 − 2t(x · y) + ∥x∥2

dunque φ(t) è un polinomio di secondo grado in t che è sempre maggiore o eguale a zero.
Questo equivale a dire che il discriminante deve essere minore o eguale a zero:

(x · y)2 − ∥x∥2∥y∥2 ≤ 0

che corrisponde alla tesi da dimostrare. Nel caso in cui valga l’eguaglianza |x·y| = ∥x∥ ∥y∥
il discriminante sopra fa zero e allora φ ha una radice (“due radici coincidenti”) nel punto

t0 :=
x · y
y · y

= ±∥x∥
∥y∥

. Usando la definizione di φ si ha ∥x− t0y∥2 = 0 da cui, per la stretta

positività del prodotto scalare, x = t0y, cioè x e y sono collineari. Per come è definito t0,
i due vettori sono concordi quando x · y = ∥x∥∥y∥ e discordi se x · y = −∥x∥∥y∥.
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1.1.24 Proposizione (proprietà della norma). Se in X c’è un prodotto scalare (x, y) 7→
x · y e se ∥ · ∥ indica la norma associata, allora:

• ∥x∥ = 0 se e solo se x = 0;

• ∥tx∥ = |t|∥x∥ per ogni x ∈ X e per ogni t ∈ R;

• ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ per ogni x, y ∈ X.

Dimostrazione. Le prime due proprietà sono semplici conseguenze della definizione e delle
proprietà del prodotto scalare. Per la terza notiamo che, trattandosi di quantità positive,
essa equivale a:

∥x+ y∥2 ≤ (∥x∥+ ∥y∥)2 = ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥+ ∥y∥2.

Ma per la definizione della norma in termini del prodotto scalare abbiamo

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2(x · y) + ∥y∥2.

Mettendo tutto insieme e semplificando la tesi segue dalla diseguaglianza di Schwartz.

1.1.25 Osservazione. La disuguaglianza di Schwartz permette di definite l’angolo θ tra
due vettori. Dati infatti X e y non nulli in X si ha

−1 ≤ x · y
∥x∥∥y∥

≤ 1

e dunque esiste θ tra 0 e π tale che cos(θ) =
x · y
∥x∥∥y∥

. Nel caso di R2 o R3 si può vedere

facilmente che l’angolo θ cos̀ı definito è lo stesso introdotto per via geometrica (avendo
stabilito la tradizionale corrispondenza tra R2/R3 e il piano/lo spazio geometrico).

1.1.26 Osservazione. Vediamo cosa ci dice la formula:

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2(x · y) + ∥y∥2

che abbiamo già incontrato come immediata conseguenza delle proprietà formali del pro-
dotto scalare e della norma. Si tratta del Teorema di Carnot che nel caso di x e y tra
loro ortogonali si riduce al Teorema di Pitagora (vedi figura).

Per il resto del paragrafo supponiamo che in X ci sia un prodotto scalare (x, y) 7→ x ·y.
1.1.27 Osservazione. Se x1, . . . , xk sono mutuamente ortogonali, allora sono linearmente
indipendenti.

1.1.28 Proposizione. Supponiamo che X abbia una base. Allora X ha una base ortonor-
male.

1.1.29 Proposizione. Supponiamo che B = {e1, . . . , ek} sia una base ortonormale.
Allora per ogni x ∈ X le coordinate di x rispetto a B sono i numeri

xi := x · ei i = 1, . . . , k.
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Dimostrazione. Supponiamo che

x =
k∑
i=1

xiei.

Prendiamo j tra 1 e k e moltiplichiamo (scalarmente) la relazione sopra per ej:

x · ej =

(
k∑
i=1

xiei

)
· ej =

k∑
i=1

xi(ei · ej) = xj.

perché ei · ej = 0 quando i ̸= j mentre ej · ej = 1.

1.1.30 Osservazione. Se B è una base ortonormale in X (di dimensione N) allora

x · y =
N∑
i=1

[x]B,i[y]B,i = [x]⊺B [y]B.

In altri termini il prodotto scalare in X si trasforma nel prodotto scalare canonico di RN .
Per vederlo basta usare la Proposizione (1.1.36): è chiaro che in questo caso ai,j = ei ·ej =
δi,j (δi,j = 0 se i ̸= j, δi,i = 1), cioè A = I e la tesi segue.

1.1.31 Definizione. Dato un sottospazio V ⊂ X definiamo l’ortogonale di V :

V ⊥ := {x ∈ X :x · v = 0 ∀v ∈ V } .

V ⊥ è un sottospazio vettoriale di X tale che X = V ⊕ V ⊥. Ne segue facilmente che
(V ⊥)⊥ = V .

1.1.32 Teorema. Sia X di dimensione finita e sia L : X→ R una funzione lineare. Allora
esiste un vettore v ∈ X tale che

Lx = x · v ∀x ∈ X.

Inoltre l’applicazione L 7→ v è lineare (e dipende dal prodotto scalare).

Dimostrazione. Sia B = {e1, . . . , eN} una base ortonormale per X. Data L : X → R
lineare definiamo:

v := (Le1)e1 + · · ·+ (LeN)eN =
N∑
i=1

(Lei)ei.

Dato un generico x ∈ X consideriamo le sue coordinate x1, . . . , xN rispetto a B. Allora:

x =
N∑
i=1

xiei ⇒ x · v =
N∑

i,j=1

xi(Lej)ei · ej =
N∑
i=1

xi(Lei) = L

(
N∑
i=1

xiei

)
= Lx

1.1.33 Definizione. Sia L : X→ X un’applicazione lineare. Diciamo che L è simmetrica
se

Lx · y = x · Ly (= Ly · x) ∀x, y ∈ X.

1.1.34 Osservazione. È facile vedere che se B è una base ortonormale per per X, L : X→ X
è lineare e A è la matrice N ×N che rappresenta L (A = AL,B,B), allora:

L è simmetrica⇔ A = A⊺ (A è simmetrica).
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1.1.35 Teorema. Sia X di dimensione finita e sia b : X×X→ R un’applicazione bilineare.
Allora esiste un’applicazione lineare L : X→ X tale che:

b(x, y) = (Ly) · x ∀x, y ∈ X.

Inoltre L è simmetrica se e solo se b è simmetrica (N.B. L dipende dal prodotto scalare).

Dimostrazione. Fissato x in X l’applicazione y 7→ b(x, y) è lineare da X in R. Dunque per
il Teorema (1.1.32) esiste v ∈ X tale che:

b(x, y) = y · v ∀x ∈ X.

Se v′ è un altro vettore che verifica la proprietà sopra si ha:

y · (v − v′) = y · v − y · v′ = b(x, y)− b(x, y) = 0 ∀y ∈ X.

Prendendo y = v − v′ se ne deduce ∥v − v′∥2 = 0 da cui v = v′: dunque dato x c’è un
unico v = v(x) con la proprietà sopra. Prendiamo ora x1, x2 ∈ X e λ1, λ2 ∈ R. Poniamo
v := λ1v(x1) + λ2v(x2). Si ha, per ogni y in X:

v · y = (λ1v(x1) + λ2v(x2)) · y =

λ1v(x1) · y + λ2v(x2) · y = λ1b(x1, y) + λ2b(x2, y) = b(λ1x1 + λ2x2, y)

da cui v = v(λ1x1+λ2x2), in altri termini x 7→ v(x) è un’applicazione lineare, cioè la tesi.

1.1.36 Proposizione. Sia X di dimensione N , sia b : X×X→ R un’applicazione bilineare
e sia L l’applicazione lineare che rappresenta b come dal Teorema (1.1.35). Sia B =
(e1, . . . , eN) una base ortonormale di X e sia A la matrice N × N che rappresenta L
rispetto alla base B (in partenza e in arrivo).

Allora:
b(x, y) = [x]⊺BA [y]B ∀x, y ∈ X.

Non è difficile verificare che ai,j := b(ei, ej):

A :=

 b(e1, e1) · · · b(e1, eN)
...

...
b(eN , e1) · · · b(eN , eN)

 .

È chiaro anche che A = A⊺ (A è simmetrica) se e solo se b è simmetrica, se e solo se
L è simmetrica.

1.1.37 Definizione. Sia L : X→ X lineare. Si dice che un numero λ è un autovalore se
esiste e ∈ X tale che e ̸= 0 e Le = λe. Il vettore e si dice autovettore di autovalore λ.

1.1.38 Osservazione. Se si fissa una base B in X e A è la matrice che rappresenta L
rispetto alla base B (in partenza e in arrivo), allora A[e]B = λ[e]B. Dunque la ricerca
degli autovalori di L equivale alla ricerca degli autovalori di A. Per quest’ultimo problema
abbiamo a disposizione le tecniche dell’algebra lineare che ci dicono che gli autovalori di A
sono le radici del polinomio caratteristico P(λ) := det(A− λI). In generale queste radici
sono complesse (in effetti si potrebbe rifare la teoria degli spazi vettoriali prendendo gli
scalari in C e considerando allora matrici a coefficienti complessi).

È ben noto che ad autovalori diversi corrispondono autovettori linearmente indipen-
denti; da questo segue che se A ha N autovalori distinti λ1, . . . , λN (P ha N radici distinte,
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tutte di molteplicità 1) allora esiste una base per RN fatta di autovettori di A. Rispet-
to a questa base la matrice si scrive come Diag(λ1, . . . , λN) (la matrice diagonale avente
λ1, . . . , λN sulla diagonale). Dunque A è diagonalizzabile: Diag(λ1, . . . , λN) = M−1AM

dove M =M(B̂,B), B̂ è la base canonica e B è la base ottenuta dagli autovettori.
Se P ha meno di N radici le cose si fanno complicate. In generale per ogni radice

λ0 di P si definiscono la molteplicità algebrica µa(λ0) che è l’intero m tale che P(λ) =
(λ−λ0)mP0(λ), con P0(λ0) ̸= 0 e la molteplicità geometrica µg(λ0) che è la dimensione del
sottospazio generato dagli autovettori di A di autovalore λ0. In generale µg(λ0) ≤ µa(λ0).
Se per qualche autovalore λ0 si ha µg(λ0) < µa(λ0) la matrice non è diagonalizzabile.
In questo caso ci sono forme canoniche più complicate (“forma di Jordan”) che sono per
esempio utili nella soluzione di sistemi di equazioni differenziali lineari. Se la matrice è
simmetrica la situazione è molto più semplice come vediamo ora.

1.1.39 Proposizione. Sia L un’applicazione lineare simmetrica. Siano λ1 ̸= λ2 due au-
tovalori di A e siano e1, e2 due corrispondenti autovettori. Allora e1 ed e2 sono ortogonali.

Dimostrazione. Si ha:

λ1(e1 · e2) = (λ1e1 · e2) = (Le1 · e2) = (e1 · Le2) = (e1 · λ2e2) = λ2(e1 · e2)

Dato che λ1 ̸= λ2 ne segue e1 · e2 = 0.

1.1.40 Teorema (Teorema Spettrale). Sia dim(X) = N . Sia L : X → X lineare e
simmetrica. Allora L ha tutti autovalori reali e X ha una base ortonormale di autovettori
di L. Questo significa che esistono e1, . . . , eN in X ed esistono λ1, . . . , λN in R tali che
Lei = λiei e ei · ej = δi,j (i, j = 1 . . . , N).

1.1.41 Osservazione. Il Teorema Spettrale ci dice che se A è una matriceN×N simmetrica,
esiste una matrice M tale che MM⊺ = I per cui M⊺AM è diagonale. Infatti siano
e1, . . . , eN in RN e λ1, . . . , λN come sopra e consideriamo

M := (e1, . . . , eN) .

Per quanto visto M manda i vettori ê1, . . . .êN della base canonica nei vettori e1, . . . , eN ,
cioè M êi = ei per i = 1, . . . , N . Dato che B è ortonormale è facile vedere che MM⊺ = I
e M⊺M = I, cioè M−1 =M⊺; dunque M⊺ei = êi. Allora:

M⊺AMêi =M⊺Aei =M⊺(λiei) = λiM
⊺ei = λiêi

da cui si ricava:

M⊺AM =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λN

 =: Diag(λ1, . . . , λN)

1.1.42 Osservazione. Supponiamo che Φ : X→ R sia una forma quadratica e sia b bilineare
simmetrica per cui Φ(x) = b(x, x). Per il Teorema (1.1.35) esiste una applicazione lineare
simmetrica tale che b(x, y) = (Lx) · y. Per il Teorema Spettrale esistono λ1, . . . , λN auto-
valori reali di L e e1, . . . , eN autovettori corrispondenti tra loro ortogonali. In particolare
B := {e1, . . . , eN} è una base ortonormale per X. Per la Proposizione (1.1.36) si ha che

Φ(x) = b(x, x) = [x]⊺BA[x]B =
N∑
i=1

λi(x · ei)2 ∀x ∈ X

(perché ai,j = b(ei, ej) = (Lei) · ej = λi(ei·, ej) = λiδi,j e se [x]B = (x1, . . . , xn) allora
xi = x · ei).
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In particolare Φ è semidefinita positiva (negativa, definita positiva, definita negativa)
se e solo se λi ≥ 0 (λi ≤ 0, λi > 0, λi < 0) per ogni i = 1, . . . , N .

Notiamo anche che se Φ è definita positiva (negativa) se e solo se

∃ν > 0 tale che Φ(x) ≥ ν∥x∥2 (≤ −ν∥x∥2) ∀x ∈ X. (1.4)

Per vederlo basta prendere come ν il minimo autovalore (o il massimo autovalore).

1.1.43 Osservazione. Una forma quadratica Φ su RN è definita mediante N(N + 1)/2
coefficienti ci,j con i = 1, . . . , N e j = 1, . . . , i dalla formula

Φ(x) :=
∑

i=1...,N,j=1,...,i

ci,jxixj

Per esempio, se N = 2 (x = (x1, x2)) Φ(x) = c1,1x
2
1 + c2,2x

2
2 + c2,1x2x1 – non c’è bisogno

del termine c1,2x1x2 perché lo si può assimilare a c2,1x2x1 (essendo x1x2 = x2x1). In
questo modo una matrice C da cui ottenere Φ è quella con i coefficienti ci,j detti sopra,
convenendo che ci,j = 0 quando j > i. Dato però che vogliamo una matrice simmetrica
bisognerà considerare A := (C + C⊺)/2 che vuol dire ai,j := (ci,j + cj,i)/2; notiamo che i
termini sulla diagonale rimangono gli stessi (ai,i = ci,i) mentre gli altri vengono distribuiti
metà da un lato e metà dall’altro della diagonale).

Per esempio se N = 3 e se ϕ(x, y, xz) = ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz la matrice
da considerare è:

A =



a
d

2

e

2

d

2
b

f

2

e

2

f

2
c


.

1.1.44 Definizione. Data una matriceM×N A si chiama minore di A una sottomatrice
AJI ottenuta da A cancellando un sottoinsieme I ⊂ {1, . . . ,M} di righe e un sottoinsieme
J ⊂ {1, . . . , N} di colonne. Se A è quadrata (M = N) possiamo definire iminori principali
di A come le sottomatrici quadrate AII , dove I ⊂ {1, . . . , N} (dunque J = I).

Se K = 1, . . . , N chiamo minore principale dominante K-esimo la sottomatrice A(K)
ottenuta cancellando le ultime N − K righe e le ultime N − K colonne, cioè A(K) :=

A
{N−K+1,...,N}
{N−K+1,...,N}.

A(1) = (a1,1), A(2) =

(
a1,1, a1,2
a2,1, a2,2

)
, · · · , A(K) =

a1,1, · · · , ai,K
...

. . .
...

aK,1, · · · , aK,K

 .

1.1.45 Proposizione (criterio di Sylvester). Supponiamo A simmetrica. Allora:

• la matrice A (la forma quadratica associata ad A) è definita positiva se e solo se

det (A(K)) > 0 ∀K = 1, . . . , N.

• la matrice A (la forma quadratica associata ad A) è definita negativa se e solo se

(−1)Kdet (A(K)) > 0 ∀K = 1, . . . , N.
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Si noti che il secondo caso segue dal primo dato che A è definita negativa se e solo
se −A è definita positiva. Non è vero l’analogo criterio ottenuto rimpiazzando “definita”
con “semidefinita” e “>” con “≥”. Vale in effetti:

• la matrice A (la forma quadratica associata ad A) è semidefinita positiva sse:

det (A′) ≥ 0 per ogni minore principale A′.



18 CAPITOLO 1. LIMITE E CONTINUITÀ IN SPAZI VETTORIALI NORMATI

1.2 Spazi normati

In questo paragrafo supporremo sempre che X sia uno spazio vettoriale.

1.2.1 Definizione. Chiameremo norma su X una applicazione da X a valori in [0,+∞[,
denotata solitamente con ∥ ∥ tale che:

• ∥x∥ = 0 se e solo se x = 0;

• ∥tx∥ = |t|∥x∥;

• ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥,

per ogni x, y in X e per ogni t ∈ R (x + y e tx hanno senso perché siamo in uno spazio
vettoriale). La terza proprietà viene detta “disuguaglianza triangolare” (per la norma).

Chiameremo spazio normato uno spazio vettoriale X dotato di una norma ∥ ∥ (for-
malmente una coppia (X, ∥ ∥) in cui X è uno spazio vettoriale e ∥ ∥ è una norma).

Nel seguito di questo paragrafo X sarà uno spazio vettoriale normato e ∥ ∥ la norma.

1.2.2 Osservazione. Se in X è definito un prodotto scalare allora X è normato con la norma
indotta dal prodotto scalare, come si è visto nel paragrafo precedente.

1.2.3 Definizione. Dato uno spazio normato si definisce la distanza tra due punti x1 e
x2 in X ponendo:

d(x1, x2) := ∥x1 − x2∥.

È facile vedere che la distanza verifica le proprietà seguenti.

1. d(x, y) = 0 se e solo se x = y;

2. d(x, y) = d(y, x);

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

Si potrebbe chiamare spazio metrico un insieme X su cui è definita una distanza, cioè una
funzione con le proprietà dette sopra. Molte delle nozioni che introdurremo infatti dipen-
dono solo dalla distanza – la distanza indotta dalla norma secondo la definizione sopra è
un caso particolare ed ha varie proprietà in più rispetto al caso generale (è invariante per
translazioni, ha una proprietà di “omegeneità” rispetto alle dilatazioni – in sostanza va
d’accordo con la struttuta lineare dello spazio).

1.2.4 Osservazione. Si ha:

| ∥x2∥ − ∥x1∥ | ≤ ∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ X.

Infatti ∥x2∥ = ∥x2 − x1 + x1∥ ≤ ∥x2 − x1∥+∥x1∥. Scambiando x2 con x1, con facili calcoli
si ha:

−∥x2 − x2∥ ≤ ∥x2∥ − ∥x1∥ ≤ ∥x2 − x1∥

che equivale a quanto enunciato sopra.

1.2.5 Definizione. Se A ⊂ X dico che A è limitato quando esiste R > 0 per cui

∀x ∈ A si ha: ∥x∥ ≤ R.

In caso contrario dico che che A è illimitato. Questo si verifica se:

∀r > 0 ∃x ∈ A tale che ∥x∥ > r.
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Se X1 è un altro spazio normato con norma ∥ ∥1 e se f : A→ X1 diremo che f è limitatata
su A quando esiste R > 0 per cui

∀x ∈ A si ha: ∥f(x)∥1 ≤ R.

In caso contrario si dice che f è illimitata su A.

1.2.6 Definizione. Dati x0 ∈ X e un numero r > 0 chiamiamo palla (aperta) di centro
x0 e raggio r l’insieme

B(x0, r) := {x ∈ X : d(x, x0) < r} = {x ∈ X : ∥x− x0∥ < r} .

1.2.7 Definizione. Siano dati un insieme A ⊂ X e un punto x0 ∈ X. Diremo che:

• x0 è interno ad A se esiste r > 0 tale che B(x0, r) ⊂ A;

• x0 è esterno ad A se esiste r > 0 tale che B(x0, r) ∩ A = ∅;

• x0 è di frontiera per A se non è né interno né esterno ad A.

È chiaro che, dato A, ogni punto x0 di X ricade in una e una sola delle tre categorie
indicate sopra. È anche chiaro che un punto è esterno ad A se e solo se è interno al
complementare di A: CA := X \ A.

Dato un sottoinsieme A di X definiamo allora:

Å := {x ∈ X :x è interno ad A} , ∂A := {x ∈ X :x è di frontiera per A}

Å viene detto interno o parte interna di A mentre ∂A si chiama frontiera di A. Possiamo
anche chiamare “parte esterna di A l’insieme dei punti esterni ad A – di fatto la parte

esterna altro non è che la parte interna del complementare di A, cioè
>̊
CA. Con queste

definizioni lo spazio X viene “tripartito” nei tre insiemi disgiunti:

X = Å ∪
>̊
CA ∪ ∂A.

Dato A ⊂ X chiamiamo chiusura di A l’insieme:

A := Å ∪ ∂A.

Da queste definizioni è chiaro che

A = C
(
>̊
CA
)

, Å = C
(
CA
)
,

∂A = ∂CA , ∂A = A ∩ CA = A \ Å.

1.2.8 Definizione. Un insieme A si dice aperto se tutti i punti di A sono interni ad A
cioè se A = Å. È immediato che A è aperto se e solo se A ∩ ∂A = ∅ (A non contiene
nessuno dei suoi punti di frontiera).

Un insieme A si dice chiuso se A = A.
Notiamo che, per le definizioni, un insieme è aperto (chiuso) se e solo se il suo

complementare è chiuso (aperto).
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1.2.9 Proposizione. Siano A,B ⊂ X con X normato. Valgono le seguenti proprietà.

1. Å ⊂ A ⊂ A.

2. A = A ∪ ∂A.
Ne segue che A è chiuso se e solo se ∂A ⊂ A.

3.
˚̊
A = Å. A = A.

Ne segue che Å è aperto e A è chiuso.

4. Se A ⊂ B allora Å ⊂ B̊ e A ⊂ B.
In particolare se A è aperto (B chiuso) e A ⊂ B, allora A ⊂ B̊ ( A ⊂ B).

5. Se A e B sono aperti, allora A ∪ B e A ∩ B sono aperti. Se A e B sono chiusi,
allora A ∪B e A ∩B sono chiusi. Inoltre, se A e B sono due insiemi generici:

Å ∪ B̊ ⊂
>̊
A ∪B , Å ∩ B̊ =

>̊
A ∩B , A ∪B = A ∪B , A ∩B ⊃ A ∩B.

6. ∂A è (sempre) chiusa.

7. ∂A ⊂ ∂A, ∂Å ⊂ ∂A.

8. Si ha sempre ∂(A∩B) ⊂ (∂A∩B)∪(A∩∂B). Se A ∩B = A∩B vale l’eguaglianza:

∂(A ∩B) = (∂A ∩B) ∪ (A ∩ ∂B).

Questo è vero se A e B sono chiusi (per (5)) e dunque:

∂(A ∩B) = (∂A ∩B) ∪ (A ∩ ∂B) se A e B sono chiusi.

Dimostrazione. 1. La prima inclusione è ovvia per definizione. La seconda segue dalla
prima passando ai complementari.

2. Dalla (1) segue A = Å ∪ ∂A ⊂ A ∪ ∂A. Dato che A ⊂ A (sempre da (1)) e ∂A ⊂ A
(per la definizione di A), si ha A ∪ ∂A ⊂ A. Dunque vale l’eguaglianza.

3. Dalla (1) si ha
˚̊
A ⊂ Å. Vediamo che vale anche Å ⊂ ˚̊

A. Per questo prendiamo
x0 ∈ Å. Allora esiste ρ > 0 tale che B(x0, ρ) ⊂ A. Dico che B(x0, ρ/2) ⊂ Å.
Infatti se x ∈ B(x0, ρ/2) allora B(x, ρ/2) ⊂ B(x0, ρ) ⊂ A e quindi x è interno ad A.
Dunque se x0 ∈ Å ho trovato un raggio ρ′(= ρ/2) per cui B(x0, ρ

′) ⊂ Å – in altri

termini x0 ∈ ˚̊
A. Questo prova che Å ⊂ ˚̊

A e conclude la dimostrazione.

4. La prima inclusione è ovvia per definizione. La seconda segue dalla prima passando
ai complementari.

5. Supponiamo A e B aperti. Sia x0 ∈ A∪B. Allora x0 si trova in A oppure x0 si trova
in B. Nel primo caso esiste r > 0 con B(x0, r) ⊂ A ⊂ A∪B; nel secondo caso esiste
r > 0 con B(x0, r) ⊂ B ⊂ A ∪B. In entrambi i casi si ricava B(x0, r) ⊂ A ∪B.

Sia ora x0 ∈ A∩B. Per definizione esistono r1 > 0 ed r2 > 0 tali che B(x0, r1) ⊂ A
e B(x0, r2) ⊂ B. Se r è il minimo tra r1 ed r2 allora B(x0, r) ⊂ B(x0, r1) ⊂ A e
B(x0, r) ⊂ B(x0, r2) ⊂ B. Dunque B(x0, r) ⊂ A ∩B.

Abbiamo dimostrato che A ∪ B e A ∩ B sono aperti. Il caso dei chiusi di dimostra
passando al complementare.
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Riguardo alle formule notiamo che Å ⊂ A e B̊ ⊂ B da cui

Å ∪ B̊ ⊂ A ∪B , Å ∩ B̊ ⊂ A ∩B.

ed essendo Å ∪ B̊ e Å ∩ B̊ degli insiemi aperti, per (4), si ha:

Å ∪ B̊ ⊂
>̊
A ∪B , Å ∩ B̊ ⊂

>̊
A ∩B.

Vediamo che la seconda inclusione è un’eguaglianza. Si ha:

A ∩B ⊂ A⇒
>̊
A ∩B ⊂ Å

A ∩B ⊂ B ⇒
>̊
A ∩B ⊂ B̊

⇒
>̊
A ∩B ⊂ Å ∩ B̊.

Le formule per le chiusure si ottengono passando ai complementari.

6. Per vedere che ∂A è chiuso basta mostrare che il suo complementare è aperto. Ma

per definizione C∂A = Å ∪
>̊
CA. Sia Å che

>̊
CA sono aperti (per (3)) e quindi la loro

unione è aperta.

7. Ricordiamo che, per definizione, ∂A = A \ Å. Inoltre Å ⊂ Å (per la (4)). Allora:

∂A = A \ Å = A \ Å ⊂ A \ Å = ∂A.

Passando al complementare

∂Å = ∂CÅ = ∂CA ⊂ ∂CA = ∂A.

8. Usando la definizione di frontiera, le (5) e alcune proprietà insiemistiche, ha:

∂(A ∩B) = A ∩B \
>̊
A ∩B = A ∩B \ (Å ∩ B̊) ⊂ A ∩B \ (Å ∩ B̊) =

A ∩B ∩ (CA ∪ CB) = (A ∩B ∩ CA) ∪ (A ∩B ∩ CB) = (∂A ∩B) ∪ (∂B ∩ A).

Da quanto sopra segue l’inclusione e anche l’eguaglianza quando A ∩B = A ∩B.

1.2.10 Osservazione. Un punto x0 è di frontiera per A se e solo se per ogni r > 0 esistono
x′, x′′ in B(x0, r) con x

′ ∈ A e x′′ /∈ A. Questo si vede facilmente dalla definizione dato
che x0 non è né interno né esterno ad A.

1.2.11 Definizione. Chiameremo aderente ad A un qualunque punto della chiusura di
A. Per la definizione di A, x0 è aderente ad A se e solo se x0 non è esterno ad A, cioè se:

∀r > 0 ∃x ∈ A :x ∈ B(x0, r).

In particolare i punti di A verificano la proprietà sopra prendendo x = x0 per ogni r > 0.

1.2.12 Definizione. Se x0 ∈ X e A ⊂ X dico che x0 è di accumulazione per A, se:

∀r > 0 ∃x ∈ B(x0, r) ∩ A con x ̸= x0.

L’insieme dei punti di accumulazione per A si chiama il derivato di A e si indica con D(A).
I punti di A che non sono di accumulazione per A si dicono punti isolati in A.
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1.2.13 Osservazione. Si ha
∂A \ A ⊂ D(A).

1.2.14 Esempio. In X = RN si considera la norma euclidea :

∥x∥ :=
√
x21 + · · ·+ x2N ∀x ∈ RN

indotta dal prodotto scalare di RN . La norma euclidea induce la distanza (euclidea)

d(x,y) :=
√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xN − yN)2.

1.2.15 Esempio. Dati due spazi normati X e X1 possiamo definire una norma su L(X,X1)
(applicazioni lineari da X in X1), ponendo:

∥L∥ := sup {∥Lx∥1 : ∥x∥ = 1}

(∥ ∥1 indica la norma in X1). Si vede facilmente che:

∥Lx∥1 ≤ ∥L∥∥x∥ ∀x ∈ X.

(anzi ∥L∥ è l’inf delle costanti C per cui ∥Lx∥1 ≤ C∥x∥). Verifichiamo che si tratta di
una norma. L’unica cosa non ovvia è la disuguaglianza triangolare: prendiamo dunque
L1, L2 ∈ L(X,X1). Se x ∈ X e ∥x∥ = 1 si ha:

∥(L1 + L2)x∥ = ∥L1x+ L2x∥ ≤ ∥L1x∥+ ∥L2x∥ ≤ ∥L1∥+ ∥L2∥.

Prendendo l’estremo superiore su tutte le x con ∥x∥ = 1:

∥L1 + L2∥ ≤ ∥L1∥+ ∥L2∥.

Dunque abbiamo definito una norma. Si vede subito che (X2 è un terzo spazio normato):

∥L2L1∥ ≤ ∥L2∥ ∥L1∥ ∀L1 ∈ L(X,X1) ∀L2 ∈ L(X1,X2).

Di fatto abbiamo anche introdotto una norma tra le matrici. Se N,M ∈ N definiamo:

X =M(M,N) := {matrici M ×N a coefficienti reali} .

Se A ∈M(M,N) definita la norma di A:

∥A∥M,N := sup
{
∥Ax∥RM :x ∈ RN , ∥x∥RN = 1

}
.

dove con ∥ ∥RK indichiamo la norma euclidea in RK . È chiaro che:

∥Ax∥RM ≤ ∥A∥M,N∥x∥RN ∀x ∈ RN ,

∥AB∥M,K ≤ ∥A∥M,N∥B∥N,K ∀A ∈M(M,N), ∀B ∈M(N,K).

1.3 Limite e continuità in spazi normati

1.3.1 Definizione (limite). Sia A un sottoinsieme di uno spazio normato X e sia x0 ∈ X
un punto di accumulazione per A. Sia f : A→ X1 dove X1 è un altro spazio normato con
norma ∥ ∥1. Diciamo che un elemento l di X1 è il limite di f(x) per x che tende a x0, e
scriveremo

lim
x→x0

f(x) = l,
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se

∀ε > 0 ∃δ > 0 tale che ∀x con x ∈ A, x ̸= x0, ∥x− x0∥ < δ si ha ∥f(x)− l∥1 < ε. (1.5)

Notiamo che agli effetti del limite non ha nessuna rilevanza l’eventuale valore che f(x0)
assume in x0. Quando lim

x→x0

f(x) = l diremo anche che f(x) tende a l per x che tende a

x0 e scriveremo:

f(x)
x→x0−−−→ l (f(x)→ l se x0 è chiaro dal contesto) .

1.3.2 Teorema (unicità del limite). Siano X e X1 due spazi normati con norme ∥ ∥ e
∥ ∥1 rispettivamente. Siano A ⊂ X, f : A → X1 una funzione e x0 ∈ X un punto di
accumulazione per A. Se esistono

l0 = lim
x→x0

f(x), l1 = lim
x→x0

f(x),

allora l0 = l1.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che l0 ̸= l1. Prendiamo ε :=
d1(l0, l1)

3
(> 0).

Per la definizione di limite esistono r0 > 0 e r1 > 0 tali che valga la (1.5) per r = r0, l = l0
e per r = r1, l = l1. Prendendo r := min(r0, r1) otteniamo che

∀x ∈ B(x0, r) ∩ A con x ̸= x0 si ha f(x) ∈ B1(l0, ε) e f(x) ∈ B1(l1, ε).

Dato che x0 è di accumulazione per A c’è sicuramente un punto x in B(x0, r) ∩ A con
x ̸= x0 e quindi y = f(x) deve stare contemporaneamente in B1(l0, ε) e in B1(l1, ε). Ma
questo è impossibile, dato che:

3ε = d1(l0, l1) ≤ d1(l0,y) + d1(y, l1) < ε+ ε = 2ε !!!

1.3.3 Osservazione. Si ha lim
x→x0

f(x) = l se e solo se lim
x→x0

∥f(x)− l∥1 = 0 (la funzione x 7→
∥f(x)− l∥ = d(f(x), l) va da A in R). Inoltre è semplice verificare che, se f(x)→ l ∈ X1,
allora ∥f(x)∥ è limitata per x vicino a x0. Anzi si ha ∥f(x)∥ → ∥l∥.

1.3.4 Proposizione. Siano f : A → X1, A ⊂ X e x0 di accumulazione per A. Se esiste
il limite di f(x) per x che tende a x0, allora f è “limitata vicino a x0”, cioè esiste r > 0
tale che f è limitata in B(x0, r) ∩ A.

Valgono le solite proprietà del limite di cui omettiamo la dimostrazione.

1.3.5 Teorema. Siano X, X1 e X2 spazi normati, A ⊂ X, B ⊂ X1, x0 di accumulazione
per A e y0 di accumulazione per B. Valgono i fatti seguenti (sottinteso che x→ x0).

• (linearità del limite) Siano f1, f2 : A → X1. Se f1(x) → l1 e f2(x) → l2 allora
(f1 + f2)(x)→ l1 + l2.

• (limite del prodotto) Se f1 : A → R, f2 : A → X1 e se f1(x) → l1 e f2(x) → l2 ,
allora il prodotto f1f2(x)→ l1l2.

• limite del quoziente Se f : A→ R, se f(x)→ l con l ̸= 0, allora 1/f(x)→ 1/l.

• Se f1 : A→ R, f2 : A→ X1, se una delle due è limitata e l’altra tende a zero, allora
f1f2(x)→ 0.
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• (limite della composizione/cambio di variabile) Se f : A→ B, f(x)
x→x0−−−→ y0

con f(x) ̸= y0 per x ̸= x0, se g : B → X2 e g(y)
y→y0−−−→ l, allora g(f(x))

x→x0−−−→ l.

• (limite della restrizione) Se f : A → X1 e f(x) → l, se A1 ⊂ A e x0 è di
accumulazione per A1, allora la restrizione f |A1 : A1 → X tende ancora a l.

• (limite e componenti) Se f : A → RN si ha che f(x) → l se e solo fi(x) → li
dove fi e li indicano l’i-esima componente di f e l.

Inoltre per ogni x′ ∈ RN e ogni i = 1, . . . , N si ha:

lim
x→x′

xi = x′i.

• (permanenza del segno)) Se f : A → R e f(x) → l > 0, allora esiste δ > 0 tale
che f(x) > 0 per ogni x ∈ A con x ̸= x0 e ∥x− x0∥ < δ.

• (monotonia del limite) Se f : A→ R e f(x)→ l > 0 e se f(x) ≥ 0, allora l ≥ 0.

• (teorema dei carabinieri) Se f, g, h : A→ R, f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) per ogni x ∈ A
con x ̸= x0 e se f(x)→ l, h(x)→ l, allora g(x)→ l.

Aggiungiamo qualche altra proprietà, più specificamente vettoriale, di cui diamo la
dimostrazione.

1.3.6 Proposizione. Siano A e x0 come nella proposizione precedente.

1. Se f : A→ RM e se f(x)→ l per x→ x0, allora ∥f(x)∥M → ∥l∥M .

2. Se f1, f2 : A→ RM , se f1(x)→ l1 f2(x)→ l2 per x→ x0, allora f1(x) · f2(x)→ l1 · l2.

3. Se f : A→ RM , g : A→ R, se (per x→ x0) si ha f(x)→ v ̸= 0 e g(x)f(x)→ λv,
allora g(x)→ λ.

Dimostrazione. La 1. dipende dalla proprietà della norma mostrata nell’Osservazione
(1.2.4) (usando la definizione di limite).

Per la 2. si può notare che (aggiungendo e togliendo f1(x) · l2):

|f1(x) · f2(x)− l1 · l2| ≤ |f1(x) · (f2(x)− l2)|+ |(f1(x)− l1) · l2| ≤
∥f1(x)∥ ∥f2(x)− l2)∥+ ∥f1(x)− l1∥ ∥·l2∥ → 0.

(si è usata la disuguaglianza di Schwartz e il fatto che ∥f1(x)∥ è limitata, in quanto ha
limite).

Dimostriamo la 3. Introduciamo la funzione f̂(x) :=
f(x)

∥f(x)∥2
che è ben definita (almeno

vicino a x0, dato che ∥f(x)∥ → ∥v∥ ≠ 0. Dato che g(x)f(x)→ λl e f̂(x)→ l

∥l∥2
, facendo

il prodotto scalare:

g(x) = g(x)f(x)̂f(x)→ λl · l

∥l∥2
= λ.
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1.3.7 Definizione (limiti infiniti). Nel caso in cui lo spazio di arrivo X1 sia R si pos-
sono considerare il limiti infiniti “in arrivo”. Consideriamo dunque f : A → R, x0 di
accumulazione per A. Si dice che f tende a +∞ (−∞) per x→ x0 e si scrive:

lim
x→x0

f(x) = +∞
(

lim
x→x0

f(x) = −∞
)

se

∀C ∈ R ∃δ > 0 tale che ∀x ∈ A,x ̸= x0, ∥x− x0∥ < δ si ha f(x) > C (f(x) < C).

Se A ⊂ R diremo che +∞ (−∞) è di accumulazione per A quando supA = +∞ (inf A =
−∞). In questo caso si possono definire i limiti a più o a meno infinito.

Data f : A→ X1 e l ∈ X1 dico che f(x) tende a l per x→ +∞ (x→ −∞) e scrivo

lim
x→+∞

f(x) = l

(
lim

x→−∞
f(x) = l

)
se

∀ε > 0 ∃C ∈ R tale che ∀x ∈ A, x > C (x < C) si ha ∥f(x)− l∥1 < ε.

Ovviamente le due definizioni si possono combinare se c’è R sia in partenza che in arrivo
(ma questo è stato fatto in Analisi 1).

Se A ∈ X diciamo che∞ (senza segno) è di accumulazione per A quando A è illimitato.
In questo caso possiamo introdurre il limite per ∥x∥ → ∞.

Data f : A→ X1 e l ∈ X1 dico che f(x) tende a l per ∥x∥ → ∞ e scrivo:

lim
∥x∥→∞

f(x) = l

se
∀ε > 0 ∃C ∈ R tale che ∀x ∈ A con ∥x∥ ≥ C si ha ∥f(x)− l∥1 < ε.

Nel caso in cui X1 = R posso definire anche

lim
∥x∥→∞

f(x) = +∞ (−∞)

combinando le definizioni sopra.

Per i limiti infiniti valgono gli stessi risultati dimostrati in Analisi 1 (quando c’era R
anche in partenza). Le dimostrazioni sono identiche pur di rimpiazzare il valore assoluto
con la norma.

1.3.8 Proposizione. Siano A ⊂ X x0 di accumulazione per A e consideriamo funzioni
da A a valori reali e limiti per x→ x0. Usiamo la notazione f(x)→ l+ (f(x)→ l−) per
indicare che f(x)→ l e che in più f(x) > l (f(x) < l) quando x è vicino a x0 e x− ≠ x0.

• se f(x)→ +∞ e g(x)→ +∞ allora (f + g)(x)→ +∞;

• se f(x)→ −∞ e g(x)→ −∞ allora (f + g)(x)→ −∞;

• se f(x)→ +∞ e g(x)→ l > 0 (l < 0) allora (fg)(x)→ +∞ (−∞);

• se f(x)→ −∞ e g(x)→ l > 0 (l < 0) allora (fg)(x)→ −∞ (+∞);

• se f(x)→ +∞ (−∞) allora 1/f(x)→ 0+ (0−);

• se f(x)→ 0+ (0−) allora 1/f(x)→ +∞ (−∞);
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I casi +∞−∞, 0·∞ e quelli che si riconducono a questi sono (come sempre) indeterminati,
cioè il loro valore (e la loro esistenza) non seguono una regola generale e bisogna ragionare
caso per caso.

1.3.9 Proposizione. Se A ⊂ X, x0 di accumulazione per A, f, g : A→ R con

g(x) ≤ f(x) ∀x ∈ A,

allora (sottintendendo x→ x0):

g(x)→ +∞⇒ f(x)→ +∞ , f(x)→ −∞⇒ g(x)→,∞.

1.3.10 Definizione (successioni). Chiamiamo successione in X o successione di punti di
X una applicazione a da N a valori in X. Nel caso di una successione si usa le convenzione
di indicare con an, in luogo di a(n), l’elemento n-esimo della successione e con (an) ( o
(an)n∈N ) la successione a.

Dato che l’unico punto di accumulazione per N è +∞ l’unico limite che si può condi-
derare per una successione è quello a +∞. Ricordiamo che an → l con ∈ X, se

∀ε > 0 ∃n̄ ∈ N tale che ∀n ≥ n̄ ∥an − l∥ < ε.

Notiamo anche che ai fini del limite contano soli gli elementi an con n grande per cui
possiamo includere nelle successioni anche le applicazioni (an) definite da un certo n0 in
poi (che si possono indicare con (an)n≥n0).

1.3.11 Proposizione (caratterizzazioni di interno/aderente mediante successioni). Siano
A ⊂ X e x0 ∈ X. Allora:

• x0 è interno ad A se e solo se per ogni successione (xn) in X che converge a x0 si
ha che xn ∈ A per n grande (∃n̄ :∀n ≥ n̄ xn ∈ A).

• x0 è aderente ad A se e solo se esiste una successione (xn) di punti di A tale che
xn → x0;

1.3.12 Proposizione (caratterizzazione della chiusura mediante successioni). Sia A ⊂ X
(rispettivamente A ⊂ Ω ⊂ X). A è chiuso (risp. A è chiuso in Ω) se e solo se per ogni
successione (xn) di punti di A che ammetta limite x ∈ X (risp. x ∈ Ω) si ha x ∈ A, cioè:

xn ∈ A, xn → x ⇒ x ∈ A.

1.3.13 Proposizione (caratterizzazione della frontiera mediante successioni). Siano A ⊂
X e x ∈ X. Allora x ∈ ∂A se e solo se esistono due successioni (x′

n) e (x′′
n) tali che

x′
n ∈ A ∀n, x′′

n /∈ A ∀n, x′
n → x, x′′

n → x.

1.3.14 Proposizione (caratterizzazione del derivato mediante successioni). Siano A ⊂ X
e x ∈ X. Allora: x0 è di accumulazione per A se e solo se esiste una successione (xn) di
punti di A con xn ̸= x0 tale che xn → x0.

1.3.15 Proposizione (caratterizzazione del limite mediante successioni). Siano A ⊂ X,
x0 di accumulazione per A, f : A→ X1 e l ∈ X1. Allora sono fatti equivalenti:

1. lim
x→x0

f(x) = l;

2. per ogni successione (xn) di punti di A con xn ̸= x0 e xn → x0 si ha f(xn)→ l.
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1.3.16 Definizione (estratte). Data una successione (an)n∈N chiamo sottosuccessione di
(an)n∈N o successione estratta da (an)n∈N una (ank

)k∈N dove (σk)k∈N è una successione di
interi strettamente crescente.

1.3.17 Proposizione. Sia (an) una successione di punti di X che ammetta limite l ∈ X
(o anche l = ±∞ nel caso in cui X = R. Allora ogni sua estratta (ank

) tende allo stesso
limite l. Questo è un caso particolare del risultato sulle restrizioni.

1.3.18 Teorema (Bolzano-Weierstrass). Se (an) è una successione di punti di RN ed è
limitata allora esiste una sua estratta (ank

) che ammette limite l ∈ RN . Lo stesso vale se
(an) è una successione di punti di X con X di dimensione finita.

Dimostrazione. Questo teorema è stato dimostrato in Analisi 1 nel caso N = 1. La
dimostrazione nel caso generale si ottiene notando che (an) è limitata in RN se e solo se
ogni componente an,i di an è limitata in R. Si può allora considerare un (nk) tale che ank,1

ammette limite a1 in R. In questo modo le rimanenti componenti ristrette alla (nk) sono
ancora limitate e quindi, passando ad un’ulteriore estratta (ankh

) si può fare in modo che
anche ankh

,2 ammetta limite a2 (continuando a valere che ankh
,1 → a1). Ripetendo N volte

il procedimento alla fine si trova la tesi.

1.4 Norme equivalenti

1.4.1 Definizione (norme equivalenti). Sia X uno spazio vettoriale e siano ∥ ∥ e ∥ ∥1
due norme su X. Diciamo che sono norme equivalenti se esistono due costanti positive,
0 < C1 < C2, tali che:

C1∥x∥ ≤ ∥x∥1 ≤ C2∥x∥ ∀x ∈ X.

Ciò che rende interessante questa definizione è il fatto che due norme equivalenti danno
luogo alla stessa nozione di limite.

Più precisamente, se (X, ∥ ∥) e (Y, ∥ ∥′) sono due spazi normati, f : X → Y è una
funzione tale che f

x→x0−−−→ l, dove x0 ∈ X e l ∈ Y , allora sostituendo le norme su X e su Y
con due norme equivalenti ∥ ∥1 e ∥ ∥′1 (e quindi considerando due “diversi” spazi normati
(X, ∥ ∥1) e (Y, ∥ ∥′1)) è ancora vero che f

x→x0−−−→ l.
È anche vero che le nozioni di punto interno/esterno/di frontiera/di accumulazione

non cambiano passando da una norma a una equivalente.

1.4.2 Esempio. Dato p ≥ 1 poniamo:

∥x∥p := (|x1|p + · · ·+ |xN |p)1/p ∀x ∈ RN

e
∥x∥∞ := max (|x1|, . . . , |xN |)1/p ∀x ∈ RN

(si può dimostrare che ∥x∥p → ∥x∥∞ per p→ +∞). Notiamo che ∥ ∥2 è la norma euclidea.
Si puo dimostrare che ∥ ∥p è una norma su RN per qualunque p ∈ [1,+∞]. Verifichiamolo
nei casi estremi p = 1 e p =∞ (vedremo più in là il caso p = 2). Al solito l’unica proprietà
difficile è la disuguaglianza triangolare. Dato che |a+ b| ≤ |a|+ |b| se a, b ∈ R, abbiamo:

∥x+ y∥1 = |x1 + y1|+ · · ·+ |xN + yN | ≤ |x1|+ |y1|+ · · ·+ |xN |+ |yN | = ∥x∥1 + ∥y∥1.

Da |xi + yi| ≤ |xi|+ |yi| per i = 1, . . . N si ricava (per una nota proprietà del massimo):

∥x+ y∥∞ ≤ max
i=1,...,N

(|xi|+ |yi|) ≤ max
i=1,...,N

|xi|+ max
i=1,...,N

|yi| = ∥x∥∞ + ∥y∥∞.
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Tutte le norme ∥ ∥p sono tra loro equivalenti. In effetti dato p ≥ 1:

se i = 1, · · · , N si ha |xi| = (|xi|p)1/p ≤ (|x1|p + · · ·+ |xn|p)1/p ⇒ ∥x∥∞ ≤ ∥x∥p

e d’altra parte, essendo :|xi| ≤ ∥x∥∞ per i = 1, · · · , N , si ha:

∥x∥p = (|x1|p+· · ·+|xn|p)1/p ≤ (∥x∥p∞+· · ·+∥x∥p∞)1/p = N1/p∥x∥∞ ⇒ ∥x∥p ≤ N1/p∥x∥∞

Dunque la norma ∥ ∥∞ è equivalente a una qualunque ∥ ∥p. Da questo si deduce il resto:
dati p1, p2 ≥ 1 si ha:

∥x∥p1 ≤ N1/p1∥x∥∞ ≤ N1/p1∥x∥p2 , ∥x∥p2 ≤ N1/p2∥x∥∞ ≤ N1/p2∥x∥p1

Dunque qualunqe p si scelga, la nozione di limite che ne ne ricava non cambia. La norma
euclidea è spesso la più conveniente per motivi che vedremo ora (esistenza di un prodotto
scalare), ciò nonostante a volte può risultare più comodo utilizzare la norma ∥ ∥∞ o la
norma ∥ ∥1. La figura mostra come sono fatte le palle di centro 0 e raggio 1 al variare di
p (nel caso N = 2).

1.4.3 Esempio. Le matriciM×N si possono anche vedere come dei vettori di lunghezza
NM “mettendo in un’unica fila gli NM coefficienti”.

Possiamo allora introdurre inM(M,N) le norme:

∥A∥p :=

(
M∑
i=1

N∑
j=1

|ai,j|p
)1/p

, ∥A∥∞ := max
i=1,...,M,j=1,...,N

(|ai,j|)

(p ≥ 1) – qui ai,j sono le componenti della matrice A. Tutte queste norme sono equivalenti
e inducono suM(M,N) la medesima nozione di limite.

Queste norme sono anche equivalenti alla norma “canonica” ∥ ∥M,N . Vediamo che
la norma ∥ ∥M,N è equivalente alla ∥ ∥2 ( da cui il caso generale per p ∈ [0,∞]). Se
A ∈M(M,N) e x ∈ RN si ha (uso Schwartz dentro la parentesi):

∥Ax∥2RM =
M∑
i=1

(Ax)2i =
M∑
i=1

(
N∑
j=1

ai,jxj

)2

≤
M∑
i=1

(
N∑
j=1

a2i,j

N∑
j=1

x2j

)
= ∥A∥22∥x∥2.

Prendendo il massimo al variare tra tutti gli x di norma 1 si trova:

∥A∥M,N ≤ ∥A∥2. (1.6)

Viceversa indichiamo con êi l’i-esimo vettore della base canonica che ha tutte componenti
nulle tranne la i-esima pari a 1. Dato che ∥êi∥ = 1:

∥A∥M,N ≥ ∥Aêi∥ =

(
M∑
j=1

a2i,j

)1/2

.
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Eleviamo al quadrato e sommiamo su tutti gli indici i = 1 . . . .N si ricava:

M∥A∥2M,N ≥
M∑
i=1

M∑
j=1

a2i,j = ∥A∥22

e dunque:

∥A∥M,N ≥
1√
M
∥A∥2. (1.7)

Da (1.6), (1.7) si deduce la tesi.
Notiamo che questa dimostrazione fa vedere che la norma ∥A∥M,N è finita per

qualunqe matrice A ∈ M(M,N). È immediato verificare che (rispetto a una qualunque
di queste norme):

An → A inMM , N) ⇔ (An)i,j → (A)i,j ∀i = 1, . . . ,M ∀j = 1, . . . , N.

1.5 Funzioni continue

1.5.1 Definizione (continuità). Siano X e X1 due spazi normati con norme ∥ ∥ e ∥ ∥1
rispettivamente. Sia A ⊂ X e f : A→ X1, e sia x0 ∈ A. Si dice che f è continua in x0 se

∀ε > 0 ∃r > 0 tale che ∀x ∈ A con ∥x− x0∥ < r si ha ∥f(x)− f(x0)∥1 < ε.

Si vede subito che se x0 è un punto isolato di A qualunque funzione è continua in x0: basta
prendere r > 0 in modo che A∩B(x0, r) contenga solo x0. Se invece x0 è di accumulazione
è facile vedere che f è continua in x0 se e solo se

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

1.5.2 Osservazione (caratterizzazione della continuita mediante successioni). Sia f : A→
X1 e sia x0 ∈ A. Allora f è continua in x0 se e solo se:

per ogni (xn) successione in A con xn → x0 si ha f(xn)→ f(x0).

Infatti se x0 è isolato non c’è niente da dimostrare (si noti che se xn ∈ A e xn → x0

allora xn = x0 per n grande, per cui f(xn) = f(x0) per gli stessi n). Se invece x0 è di
accumulazione si usa la corrispondente caratterizzazione del limite con l = f(x0).

Valgono i soliti teoremi di cui omettiamo la dimostrazione

1.5.3 Teorema. Siano X, X1 e X2 normati, A ⊂ X e x0 ∈ A. Valgono i fatti seguenti.

• Se f ,g : A→ X1 sono continue in x0, allora la somma f + g è continua in x0.

• Se f : A → X1 e g : A → R sono continue in x0, allora il prodotto gf : A → X1 è
continuo in x0.

• Se f : A→ R è continua in x0 e se f(x0) ̸= 0, allora 1/f è continua in x0.

• Se f : A → B ⊂ X1 è continua in x0, g : B → X2 è continua in y0 := f(x0), allora
la composizione g ◦ f : A→ X2 è continua in x0.

• Se f : A→ X1 è continua in x0 e se x0 ∈ B ⊂ A, allora la restrizione f |B : A1 → X1

è continua in x0.
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• f : A → RN è continua in x0 se e solo se tutte le sue componenti fi : A → R
(i = 1, . . . , N) sono continue in x0.

• Per ogni i = 1, . . . , N la proiezione i-esima x 7→ xi è continua.

1.5.4 Definizione. Siano A ⊂ RN e f : A→ R. Se c ∈ R consideriamo i seguenti insiemi:

{f ≤ c} := {x ∈ A : f(x) ≤ c} , {f < c} := {x ∈ A : f(x) < c} ,
{f = c} := {x ∈ A : f(x) = c} .

diremo che {f ≤ c} è un sottolivello e che {f = c} è un insieme di livello per f .

1.5.5 Proposizione. Supponiamo che A ⊂ RN , che f : RN → R sia continua e che c sia
un numero reale. Allora:

1. Se A è chiuso, allora {f ≤ c} e {f = c} sono chiusi.

2. Se A è aperto allora {f < c} è aperto.

3. Se A = RN si ha:

∂ {f ≤ c} ⊂ {f = c} , ∂ {f < c} ⊂ {f = c} .

Notiamo che se A = RN (che è contemporaneamente aperto e chiuso) allora valgono sia
{f ≤ c} e {f = c} chiusi, sia {f < c} aperto.

Dimostrazione. Usiamo la caratterizzazione della chiusura mediante successioni (vedi la
(b) della (1.3.12)). Supponiamo che (xn) sia una successione di punti di {f ≤ c} (risp. di
{f = c}) che converga a un punto x in RN . Dato che A è chiuso deve essere x ∈ A. Per
definizione si ha f(xn) ≤ c (risp. f(xn) = c). Per la continuità di f si ha f(x) ≤ c (risp.
f(x) = c), cioè x ∈ {f ≤ c} (risp. x ∈ {f = c}). Dunque {f ≤ c} ed {f = c} sono chiusi.

Supponiamo ora che x ∈ {f < c} e che (xn) sia una successione in RN con xn → x.
Dato che A è aperto si ha xn ∈ A per n grande. Inoltre f(x) < c per definizione e
allora per la continuita di f deve essere f(xn) < c per n grande (permanenza del segno).
Dunque xn ∈ {f < c} per n grande e abbiamo dimostrato che x è interno a {f < c} (vedi
la Proposizione (1.3.11)). Dato che ciò è vero per ogni x di {f < c} l’insieme {f < c} è
aperto.

Per quanto riguarda il terzo punto mostriamo ad esempio la prima inclusione.. Sappia-
mo per la (1.3.13) che x ∈ ∂ {f ≤ c} se e solo se esistono due successioni, una in {f ≤ c} –
chiamiamola (x′n) – e una fuori da {f ≤ c} – chiamiamola (x′′n)– entrambe convergenti a x.
Dunque f(x′n) ≤ c, f(x′′n) > c, x′n → x, x′′n → x. Per la continuità di f e la monotonia del
limite ne segue f(x) = c, cioè x ∈ {f = c}. Abbiamo dimostrato che ∂ {f ≤ c} ⊂ {f = c}.
Nello stesso modo si vede che ∂ {f < c} ⊂ {f = c}.

In generale non valgono le eguaglianze in 3. Se per esempio f(x, y) = −x2
(definita su tutto R) e se c = 0, si ha:

{f ≤ c} = R ⇒ ∂ {f ≤ c} = ∅ ≠ {(0)} = {f = c} .

Oppure si prenda f(x) := x2(x− 1) (sempre definita su R). Allora:

{f < 0} =]−∞, 1[ ⇒ ∂ {f < 0} = {1} ≠ {0, 1} = {f = 0} .
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1.5.6 Esempio. Il disco unitario in R2: D := {(x, y) :x2 + y2 ≤ 1} è in insieme chiuso e
la sua parte interna è D̊ = B(0, 1) = {(x, y) :x2 + y2 < 1}. La frontiera di D è la sfera
unitaria ∂B = S := {x2 + y2 = 1}. In effetti dalla continuità della funzione (x, y) 7→
x2 + y2 si ricava che D è chiuso e B(0, 1) è aperto, come pure il fatto che ∂D ⊂ S.
Mostriamo che S ⊂ ∂D; per questo dobbiamo mostrare che ogni punto di S è limite di
punti di D ed è limite di punti di CD. Il primo fatto è ovvio dato che S ⊂ D; per il
secondo prendiamo (x, y) ∈ S e consideriamo Pn = (xn, yn) := (1 + 1/n)(x, y). È chiaro
che x2

n + y2n = (1 + 1/n)2 > 1, dunque Pn /∈ D, e che Pn → (x, y). Quindi ∂D = S. Ne
segue anche D̊ = D \ ∂D = D \ S = B(0, 1).

Se prendiamo D++ := {(x, y) :x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}, allora D++ è ancora un
chiuso, la sua parte interna è {(x, y) :x2 + y2 < 1, x > 0, y > 0}, mentre la frontiera è{
x2 + y2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0

}
∪
{
x2 + y2 ≤ 1, x = 0, y ≥ 0

}
∪
{
x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y = 0

}
.

Per vederlo notiamo che D++ = D ∩ Π1 ∩ Π2 dove Π1 := {(x, y) :x ≥ 0} e Π2 :=
{(x, y) : y ≥ 0}. Per la continuità delle funzioni (x, y) 7→ x e (x, y) 7→ y gli insiemi Π1 e Π2

sono chiusi, e ∂Π1 ⊂ Σ1, ∂Π2 ⊂ Σ2, dove Σ1 := {(x, y) :x = 0} e Σ2 := {(x, y) : y = 0}. In
effetti vale ∂Π1 = Σ1: per vederlo, ragionando come prima, basta notare che dato (0, y) in
Σ1 lo posso ottenere come limite di (1/n, y) (successione in Π1) e come limite di (−1/n, y)
(successione in CΠ1). Nello stesso modo si ottiene ∂Π2 = Σ2. Dato che tutti gli insiemi
in ballo sono chiusi vale la formula

∂D++ = (∂D ∩ Π1 ∩ Π2) ∪ (D ∩ ∂Π1 ∩ Π2) ∪ (D ∩ Π1 ∩ ∂Π2) =

(S ∩ Π1 ∩ Π2) ∪ (D ∩ Σ1 ∩ Π2) ∪ (D ∩ Π1 ∩ Σ2)

che corrisponde a quanto affermato sopra. Per differenza si ricava l’espressione di
>̊
D++.

Se invece prendiamo la “mezza palla” E := {(x, y) :x2 + y2 ≤ 0, x > 0} otteniamo un
insieme che non è né aperto né chiuso in R2. Però si può vedere che E è (relativamente)
chiuso nel semipiano aperto Ω := {(x, y) :x > 0}. Inoltre la frontiera di E è costituita da

∂E =
{
(x, y) :x2 + y2 = 2, x > 0

}
∩ {(x, 0) : − 1 ≤ x ≤ 1} ;

da cui segue che ∂EΩ = {(x, y) ∈ Ω :x2 + y2 = 1}.

1.5.7 Definizione (Grafico ed epigrafico). Sia f : A → R una funzione dove A ⊂ RN .
Definiamo il grafico di f come l’insieme in RN+1 dato da G(f) := {(x, y) :x ∈ A, y = f(x)}
e l’epigrafico epi(f) := {(x, y) :x ∈ A, y ≤ f(x)}. Introduciamo anche l’insieme e̊pi(f) :=
{(x, y) :x ∈ A, y < f(x)}.

1.5.8 Proposizione. Supponiamo che f : RN → R sia continua. Allora (in RN+1) G(f)
e epi(f) sono chiusi, e̊pi(A) è aperto e

e̊pi(f) =
>̊
epi(f), e̊pi(f) = epi(f), ∂ epi(f) = ∂ e̊pi(f) = G(f).

Se in generale f : A→ R con A ⊂ RN , f è continua, allora epi(f) e G(f) sono chiusi
in A× RN , e̊pi(f) è aperto in A× RN ,

e̊pi(f) =
>̊
epi(f)A×RN , e̊pi(f)A×RN = epi(f), ∂A×RN epi(f) = ∂A×RN e̊pi(f) = G(f).

Notiamo che quest’ultima affermazione ci dice che, se A è chiuso, allora (A × RN è
chiuso e) epi(f) e G(f) sono chiusi in RN+1, mentre se A è aperto, allora allora (A×RN

è aperto e) e̊pi(f) è aperto in RN+1.

Notiamo anche che, in ogni caso
>̊
G(f) = ∅ perchè G(f) è una frontiera.
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Dimostrazione. Se consideriamo g : RN+1 → R definita da g(x, y) := f(x) − y, allora
G(f) = {g(x, y) = 0}, epi(f) = {g(x, y) ≤ 0} e e̊pi(f) = {g(x, y) < 0}. Dunque per
quanto visto sopra G(f), epi(f) sono chiusi, e̊pi(f) è aperto e ∂ epi(f) ⊂ G(f), ∂ e̊pi(f) ⊂
G(f). Rimane da dimostrare G(f) ⊂ ∂ epi(f) e G(f) ⊂ ∂ e̊pi(f). In effetti dato (x, y)
con f(x) = y possiamo prendere Pn := (x, y + 1/n) e Qn := (x, y − 1/n). Allora Pn ∈
Cepi(f) ⊂ Ce̊pi(f), Qn ∈ e̊pi(f) ⊂ epi(f), Pn → (x, y) e Qn → (x, y).

Il caso generale si fa in maniera analoga.

1.5.9 Proposizione. (insiemi normali) Sia A ⊂ RN un insieme chiuso e siamo f, g :
A→ R due funzioni continue. L’insieme:

B := {(x, y) :x ∈ A, y ∈ R, g(x) ≤ y ≤ f(x)}

si dice normale rispetto all’asse N + 1-esimo (relativo a A, f e g).
Allora B è chiuso in RN+1 e la sua frontiera ∂B è data da

{(x, y) :x ∈ A, y = g(x)} ∪ {(x, y) :x ∈ A, y = f(x)} ∪ {(x, y) :x ∈ ∂A, g(x) ≤ y ≤ f(x)}

Inoltre la parte interna di B coincide con

B̊ =
{
(x, y) :x ∈ Å, g(x) < f(x)

}
.

Dimostrazione. Omettiamo la (semplice) dimostrazione.

Vediamo ora i corrispondenti in RN di alcuni “teoremi globali” sulle funzioni continue.

1.5.10 Lemma. Sia A ⊂ RN → R. Allora esistono due successioni (x′n) e (x′′n) di punti
di A tali che:

lim
n→∞

f(x′n) = inf
x∈A

f(x) , lim
n→∞

f(x′′n) = sup
x∈A

f(x)

Dimostrazione. Facciamo il caso dell’estremo inferiore.
Poniamo m := inf

x∈A
f(x). Ci sono due possibilità.

(I) m ∈ R Per definizione di inf so che f(x) ≥ m per ogni x ∈ A e che per ogni
n ∈ N esiste xn ∈ A tale che f(xn) ≤ m+ 1/n. Ne segue che f(xn)→ m.

(II) m = −∞ Dunque f non è inferiormente limitato in A. Allora per ogni n ∈ N
esiste xn ∈ A per cui f(xn) ≤ −n. Ne segue f(xn)→ −∞ = m.

1.5.11 Teorema (Weierstrass). Sia A ⊂ RN un insieme limitato e chiuso. Sia f : A→ R
una funzione continua. Allora f ammette massimo e minimo, cioè esistono x′ e x′′ in A
tali che

f(x′) ≤ f(x) ≤ f(x′′) ∀x ∈ A.

Dimostrazione. Facciamo il caso del minimo. Prendiamo m := inf
x∈A

f(x). Per il Lemma

(1.5.10) si trova una successione (xn) di punti di A con f(xn)→ m. Dato che A è limitato
(xn) è limitata, dunque per il Teorema di Bolzano Weierstrass esiste una sottosuccessione
(xnk

) che ammette limite x̄, cioè: xnk
→ x̄ per k → ∞. Dato che A è chiuso deve essere

x̄ ∈ A. Per la continuità di f si deduce che f(xnk
)→ f(x̄). Ma (f(xnk

)) è una successione
estratta da (f(xn) e quest’ultima tende a m per come è stata costruita. Dato che il limite
di (f(xnk

)) è unico, deve essere f(x̄) = m. Per definizione di m questo equivale a dire che:

−∞ < m = f(x̄)⇔ f(x̄) = min
x∈A

f(x).
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1.5.12 Proposizione. Sia A ⊂ RN un insieme chiuso e limitato e sia f : A → RM una
funzione continua. Allora f(A) = {f(x) :x ∈ A} è chiuso e limitato.

Dimostrazione. (a) Dimostriamo che f(A) è chiuso. Per questo prendiamo (yn) in f(A)
tale che yn → y ∈ RM . Per definizione di f(A) esiste (xn) in A per cui yn = f(xn). Dato
che A è limitato esiste un’estratta (xnk

) che ha limite: xnk
→ x ∈ RM . Dato che A è

chiuso x ∈ A. Dato che f è continua si ha ynk
= f(xnk

) → f(x). Essendo (ynk
) estratta

da (yn) si ha ynk
→ y e quindi, per l’unicità del limite, f(x) = y. Questo ci dice che

y ∈ f(A), dunque f(A) è chiuso (vedi la (1.3.12)).
(b) Dimostriamo che f(A) è limitato. Se non lo fosse si troverebe una successione

(yn) in f(A) per cui ∥yn∥RM → +∞. Per definizione di f(A) ciò significa che esiste
(xn) in A per cui ∥f(xn)∥RM = ∥yn∥RM → +∞. Ragionando come sopra si può trovare
un’estratta (xnk

) e un punto x in A per cui xnk
→ x e per la continuità di f in x si ha

ynk
= f(xnk

)→ f(x). In particolare (ynk
) è limitata, il che è in contraddizione con il fatto

che (ynk
) è estratta da una successione che diverge in norma.

1.5.13 Teorema (Weierstrass generalizzato). Sia A ⊂ RN e sia f : A→ R una funzione
continua. Supponiamo che:

(a) Se x0 ∈ ∂A ma x0 /∈ A allora:

lim
x→x0

f(x) = +∞ ( risp. −∞);

(b) Se A non è limitato, allora:

lim
∥x∥→∞

f(x) = +∞ ( risp. −∞).

Allora f ammette minimo (risp. f ammette massimo). Notiamo che se A è limitato e
chiuso le (a) e (b) sono automaticamente verificate (in entrambe le versione) e quindi si
riottiene il teorema di Weierstrass.

Dimostrazione. Facciamo il caso del minimo. Per il Lemma (1.5.10) possiamo prendere
una successione (xn) di punti di A tale che: f(xn) → m := inf

x∈A
f(x). Notiamo che

m < +∞ (perché m ≤ f(x) < +∞ per un qualunque x ∈ A). Dico che (xn) è limitata.
Se non lo fosse, dato k intero troverei un elemento xnk

della successione per cui ∥xnk
∥ ≥

k. Dunque troverei un’estratta (xnk
) tale che ∥xnk

∥ → ∞. Ma allora per la (b) avrei
f(xnk

) → +∞. Però essendo un’estratta deve ancora valere che f(xnk
) → m < +∞ da

cui un assurdo. Dunque (xn) è limitata. Per Bolzano Weierstrass esiste una (xnk
) che

converge a un punto x̄. Se x̄ non fosse in A potrei usare la (a) e ottenere f(xnk
)→ +∞.

Ma per lo stesso motivo detto sopra dovrebbe essere f(xnk
) → m < +∞ che è di nuovo

impossibile. Dunque x̄ ∈ A. A questo punto per la continuità si ha f(xnk
→ f((̄x) e,

come nella dimostrazionedi Weierstrass si ricava f(x̄) = m, cioè x̄ è punto di minimo per
f su A.

1.5.14 Teorema (continuità dell’inversa). Sia A ⊂ RN un insieme limitato e chiuso in
RN e sia f : A → RM una funzione continua e iniettiva. Posto B := f(A) (che è anche
lui chiuso e limitato per quanto visto prima) è ben definita f−1 : B → A. Allora f−1 è
continua.

Dimostrazione. Fissiamo y0 in B e dimostriamo che f−1 è continua in y0. Se y0 è isolato
in B non c’è nulla da dimostrare, se no bisogna far vedere che

lim
y→y0

f−1(y) = y0.



34 CAPITOLO 1. LIMITE E CONTINUITÀ IN SPAZI VETTORIALI NORMATI

Ragionando per successioni basta far vedere che se yn ∈ B, yn → y0 ∈ B allora f−1(yn)→
f−1(y0). Indichiamo xn := f−1(yn), x0 := f−1(y0) e supponiamo per assurdo che non
valga xn → x0. Negando la definizione di limite si vede che esistono ε > 0 e una estratta
(xnk

) tali che ∥xnk
− x0∥ ≥ ε. Essendo A chiuso e limitato, pur di passare a un’ulteriore

sottosuccessione, possiamo supporre che xnk
→ x̄ per un opportuno punto x̄ ∈ A, che

deve verificare ∥x̄− x0∥ ≥ ε e dunque x̄ ̸= x0. Applicando f e usando la continuità si ha
ynk

= f(xnk
) → f(x̄). Peraltro essendo (ynk

) estratta da (yn) che converge a y0 = f(x0)
se ne ricava f(x̄) = f(x0). Questo è assurdo perché f è iniettiva.

1.6 Continuità delle funzioni lineari

In questo paragrafo X denota uno spazio normato con norma ∥ ∥ e X1 denota uno spazio
normato con norma ∥ ∥1.

1.6.1 Proposizione. Sia L : X→ X1 un’applicazione lineare. Allora sono equivalenti:

(a) L è continua in 0;

(b) L è continua in X;

(c) esiste una costante M tale che

∥Lx∥1 ≤M∥x∥ ∀x ∈ X1.

Dimostrazione. (a)⇒ (c) Se L è continua in 0, allora per la definizione di limite:

∃R > 0 tale che ∥Lx− L0∥1 = ∥Lx∥1 ≤ 1 ∀x ∈ B(0, R).

Preso un generico x ∈ X con x ̸= 0, si ha
Rx

∥x∥
∈ B(0, R), e quindi:∥∥∥∥L(Rx∥x∥

)∥∥∥∥
1

≤ 1⇒ ∥Lx∥1 ≤
1

R
∥x∥.

Ne segue (c) con M = 1/R ( se x = 0 la disuguaglianza a destra è ovvia ).
(c)⇒ (b) Se vale (c) si ha:

∥Lx1 − Lx2∥1 = ∥L(x1 − x2)∥1 ≤M∥x1 − x2∥ ∀x1,x2 ∈ X.

Ne segue che Lx→ Lx0 se x→ x0, cioè la continuità di L.
(b)⇒ (c) È ovvia.

1.6.2 Definizione. Se L : X→ X1 è lineare e continua, possiamo definire la norma di L
ponendo

∥L∥ := inf {M ∈ R : ∥Lx∥1 ≤M∥x∥ ∀x ∈ X1}
Tale norma è finita per quanto appena visto. Si verifica facilmente che le proprietà della
norma sono verificate.

1.6.3 Osservazione. Supponiamo che dim(X) = N e sia B = {e1, . . . , eN} una base per
X. Ricordiamo che ∥ ∥ è la norma in X. Definiamo ∥ ∥∗ in RN ponendo:

∥v∥∗ := ∥v1e1 + · · ·+ vnen∥ =

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

viei

∥∥∥∥∥ se v = (v1, . . . , vN) ∈ RN .

Allora si verifica facilmente che ∥ ∥∗ è una norma in RN .
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1.6.4 Osservazione. Se ∥ ∥ è una norma in X si ha:

|∥x1∥ − ∥x2∥| ≤ ∥x1 − x2∥ ∀x1,x2 ∈ X.

Infatti per la disuguaglianza triangolare

∥x1∥ = ∥x1 − x2 + x2∥ ≤ ∥x1 − x2∥+ ∥x2∥ ⇒ ∥x1∥ − ∥x2∥ ≤ ∥x1 − x2∥

e scambiando i due punti tra loro si ha anche ∥x2∥ − ∥x1∥ ≤ ∥x2 − x1∥ = ∥x1 − x2∥ da
cui segue la disuguaglianza con il modulo.

1.6.5 Teorema. Nello spazio vettoriale RN tutte le norme sono equivalenti tra loro.

Dimostrazione. Mostriamo che se ∥ ∥ è una norma in RN allora ∥ ∥ è equivalente alla
norma euclidea ∥ ∥2. Prima di tutto notiamo che, se x = (x1, . . . .xN) ∈ RN , si ha:

∥x∥ =

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

xiêi

∥∥∥∥∥ ≤
N∑
i=1

|xi|∥êi∥ ≤

√√√√ N∑
i=1

|xi|2

√√√√ N∑
i=1

∥êi∥2 = ∥x∥2

√√√√ N∑
i=1

∥êi∥2︸ ︷︷ ︸
=:M

(si è usato Schwartz). Definiamo p : RN → R ponendo p(x) := ∥x∥. Si ha:

|p(x1)− p(x2)| ≤ ∥x1 − x2∥ ≤M∥x1 − x2∥2 ∀x1,x2 ∈ RN , (1.8)

dunque p è continua in RN rispetto all’usuale norma euclidea. Dato che la sfera unitaria
S :=

{
x ∈ RN : ∥x∥2 = 1

}
è chiusa e limitato, per Weierstrass, p ha massimo e minimo su

S. ci sono dunque x1,x2 ∈ S tali che:

C1 := p(x1) ≤ p(x) ≤ p(x2) =: C2 ∀x ∈ S.

È chiaro che C1 > 0. Se x ∈ RN possiamo usare la disuguaglianza sopra per x/∥x∥2 ∈ S
– per la definizione di p e per l’omegeneità della norma si ricava la tesi:

C1∥x∥2 ≤ ∥x∥ ≤ C2∥x∥2 ∀x ∈ RN .

1.6.6 Teorema. Se X e X1 hanno dimensione finita allora ogni applicazione lineare L :
X→ X1 è continua.

Dimostrazione. Siano B = {e1, . . . , eN} una base per X e B′ = {e′1, . . . , e′M} una base
per X1. Per l’Osservazione (1.6.3) possiamo considerare la norma ∥ ∥∗ in RN e la norma
∥ ∥∗,1 in RM definite da:

∥(x1, . . . , xN)∥∗ := ∥x1e1 + · · ·+ xNeN∥, ∥(y1, . . . , yM)∥∗,1 := ∥y1e′1 + · · ·+ yNe
′
M∥1

Inoltre possiamo considerare la matrice A ∈M(M,N) che rappresenta L:

[Lx]B′ = A[x]B ∀x ∈ X.

Sappiamo che:
∥Av∥M ≤ ∥A∥M,N∥v∥N ∀v ∈ RN

dove ∥ ∥N e ∥ ∥M denotano le norme euclideee in RN e RM rispettivamnente e ∥ ∥M,N

è la norma nelle matrici M × N , che è finita come visto in (1.4.3). D’altra parte per il
Teorema (1.6.5) possiamo trovare delle costanti 0 < C1 < C2 e 0 < C ′

1 > C ′
2 tali che:

C1∥v∥∗ ≤ ∥v∥N ≤ C2∥v∥∗ ∀v ∈ RN , C ′
1∥v′∥∗,1 ≤ ∥v′∥M ≤ C ′

2∥v′∥∗,1 ∀v′ ∈ RM .
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Da tutto questo si deriva che:

∥Av∥∗,1 ≤
∥A∥M,NC2

C ′
1︸ ︷︷ ︸

=:M

∥v∥∗ ∀v ∈ RN ,

che, per tutte le definizioni fatte, si traduce in

∥Lx∥1 ≤ ∥x∥ ∀x ∈ X

(si prende v = [x]B). Questo prova che L è continua.

1.6.7 Osservazione. Abbiamo introdotto il simbolo L(RN ,RM) per indicare le applicazioni
lineari da RN a RM . In generale si usa il simbolo L(X,X1) per indicare le applicazioni
lineari e continue da X in X1. Nel caso di X = RN e X1 = RM non è necessario chiedere
la continuità perché questa segue automaticamente dalla linearità.

L’insieme L(X,X1) è chiaramente uno spazio lineare ed è anche uno spazio normato
rispetto alla norma per le applicazioni lineari continue introdotta prima.

1.6.8 Esempio. Consideriamo X := {f : [0, 1]→ R : f è continua}. Se f, g ∈ X poniamo:

⟨f, g⟩ :=
∫ 1

0

f(x)g(x) dx ∥f∥ :=

√∫ 1

0

f(x)2 dx =
√
⟨f, f⟩.

È facile vedere che ⟨·, ·⟩ è un prodotto scalare e che ∥·∥ è la relativa norma. Dunque X è
uno spazio normato (con la norma detta sopra). Definiamo L : X→ R ponendo:

Lf := f(0).

È immediato verificare che L è lineare. Se prendiamo in X la successione (fn) con fn
definite da: fn(x) := e−nx, abbiamo che Lfn = fn(0) = 1, mentre:

∥fn∥2 =
∫ 1

0

e−2nx dx =

[
e−2nx

−2n

]x=1

x=0

=
1

2n
(1− e−2n)→ 0.

Allora si ha fn → 0 in X, ma 1 = Lfn non tende a L0 = 0. Dunque L non è continua.

1.7 Completezza

1.7.1 Definizione (successioni di Cauchy). Sia X uno spazio normato e sia (xn) una
successione in X. Si dice che (xn) ha la proprietà di Cauchy o che (xn) è di Cauchy, se

∀ε > 0 ∃n̄ ∈ N tale che ∀n,m ≥ n̄ si ha ∥xn − xm∥ < ε

(i punti della successione si avvicinano tra loro al crescere degli indici).

1.7.2 Osservazione. Se xn → x in X, di sicuro (xn) è di Cauchy – lo si vede dalla definizione
dato che ∥xn − xm∥ ≤ ∥xn − x∥+ ∥xm − x∥. Il viceversa può essere falso. Per esempio in
X = Q ci sono successioni di Cauchy che non hanno limite – basta prendere una successione
di razionali (qn) che in R tenda a

√
2 (questa non ha limite in Q).

1.7.3 Proposizione. Se una successione (xn) è di Cauchy, allora è limitata.
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Dimostrazione. Applicando la definizione sopra con ε = 1 si trova n̄ tale che per ogni
n,m ≥ n̄ risulta ∥xn − xm∥ ≤ 1. In particolare per n ≥ n̄:

∥xn∥ = ∥xn − xn̄ + xn̄∥ ≤ ∥xn − xn̄∥+ ∥xn̄∥ ≤ 1 + ∥xn̄∥.

Ne segue che preso un n arbitrario:

∥xn∥ ≤ max(∥x1∥, ∥x2∥, . . . , ∥xn̄−1∥, 1 + ∥xn̄∥).

1.7.4 Definizione (completezza). Si dice che uno spazio normato X è completo se ogni
successione di Cauchy converge a un punto x ∈ X.

1.7.5 Teorema. Lo spazio RN è completo.

Dimostrazione. Facciamo vedere che R è completo. Sia data una successione di numeri
reali (xn) che sia di Cauchy. Dato che (xn) è limitata esiste un sottosuccessione (xnk

) ed
esiste x ∈ R per cui xnk

→ x. Sia ora ε > 0 e scegliamo n̄ come dalla proprietà di Cauchy.
Dato che nk → +∞ (nk NON xnk

) si ha che nk ≥ n̄ per k abbastanza grande. Dunque se
n ≥ n̄ e k è grande abbiamo:

∥xn − xnk
∥ ≤ ε.

Facendo tendere k →∞ si ha xnk
→ x da cui:

∥xn − x∥ ≤ ε ∀n ≥ n̄

che (essendo ε > 0 arbitrario) è la definizione di xn → x. Questo dimostra il caso N = 1.
Nel caso generale basta notare che se (xn) è di Cauchy in RN , ogni componente (xi,n)

è di Cauchy in R (per i = 1, . . . , N), come è facile verificare. Dunque esistono x1, . . . , xN
tali che xi,n → xi per i = 1, . . . , N . Posto x := (x1, . . . , xN) si ha allora xn → x e la
dimostrazione è conclusa.

La completezza gioca un ruolo chiave in moltissime questioni. Ne riportiamo due.

1.7.6 Definizione (serie assolutamente convergenti). Data una successione (xn) in uno
spazio normato X si definisce la serie degli xn come la successione Sn delle somme parziali,
definite da:

Sn := x1 + · · ·+ xn =
n∑
k=1

xk.

Si dice che la serie degli xn è convergente o anche che la successione (xn) è sommabile, se
la successione (Sn) ammette limite S in X. Se questo accade il punto S si chiama somma

della serie degli xn e lo so indica con
∞∑
n=1

xn. In realtà, con abuso di linguaggio, spesso si

indica con
∞∑
n=1

xn anche la serie (oltrechè la sua somma) cioè la successione (Sn).

Si dice che la serie degli xn è assolutamente convergente o anche che la successione

(xn) è assolutamente sommabile, se la serie di numeri reali positivi
∞∑
n=1

∥xn∥ è convergente.

Si noti che quest’ultima serie, essendo a termini positivi può solo convergere o divergere
a +∞ e che a questa serie si possono applicare i criteri queli quello del confronto.

1.7.7 Teorema. Se lo spazio X è completo ogni serie assolutamente convergente è con-
vergente.
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Dimostrazione. Sia (xn) una successione e siano

Sn := x1 + · · ·+ xn, σn := ∥x1∥+ · · ·+ ∥xn∥

le somme parziali di
∞∑
n=1

xn e di
∞∑
n=1

∥xn∥ rispettivamente. Supponiamo che
∞∑
n=1

xn converga

assolutamente cioè che
∞∑
n=1

∥xn∥ converga. Questo significa che (σn) converge per cui è di

Cauchy. Dunque dato ε > 0 esiste n̄ ∈ N tale che

|σn − σm| ≤ ε ∀n,m ≥ n̄.

(c’è il valore assoluto perché siamo in R). Se allora n ≥ m ≥ n̄ si ha:

∥Sn − Sm∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

xk −
m∑
k=1

xk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

xk

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m+1

∥xk∥ =

=
n∑
k=1

∥xk∥ −
m∑
k=1

∥xk∥ = |σn − σm| ≤ ε.

Dunque (Sn) è di Cauchy. Per la completezza di X (Sn) ha limite cioè la serie
∞∑
n=1

xn

converge.

Un altro risultato legato alla completezza è il Teorema delle Contrazioni.

1.7.8 Definizione (contrazioni). Chiamiamo contrazione un’applicazione f : A → A,
dove A ⊂ X, tale che

∥f(x)− f(y)∥ ≤ α∥x− y∥ ∀x, y ∈ A.

per un’opportuna costante α < 1. Notiamo che una contrazione è sicuramente continua.

1.7.9 Teorema (delle contrazioni). Se X è completo ogni contrazione f definita su un
insieme A chiuso ha un punto fisso x̄ ∈ A, cioè un punto tale che

f(x̄) = x̄.

Dimostrazione. Prendiamo un punto (a caso) x0 ∈ A e definiamo ricorsivamente una
successione (xn) ponendo:

xn+1 = f(xn) ∀n ≥ 1

(dunque x1 = f(x0), x2 = f(x1) = f(f(x0)) e cos̀ı via). Preso n ∈ N, si ha:

∥xn+1 − xn∥ = ∥f(xn)− f(xn−1)∥ ≤ α∥xn − xn−1∥ ≤
≤ α2∥xn−1 − xn−2∥ ≤ · · · ≤ αn∥x1 − x0∥ = αn∥f(x0)− x0∥.

Più in generale se n > m ∈ N:

∥xn − xm∥ =

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=m

(xk+1 − xk)

∥∥∥∥∥ ≤
n−1∑
k=m

∥xk+1 − xk∥ ≤
n−1∑
k=m

αk∥f(x0)− x0∥ ≤

≤ ∥f(x0)− x0∥
∞∑
k=m

αk = ∥f(x0)− x0∥αm
∞∑
k=0

αk = ∥f(x0)− x0∥
αm

1− α
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La disuguaglianza sopra implica che (xn) è di Cauchy, perché se ε > 0 basta fissare n̄ in

modo che ∥f(x0) − x0∥
αn̄+1

1− α
< ε per avere ∥xn − xm∥ < ε per n,m ≥ n̄. Dato che X

è completo esiste x̄ ∈ X tale che xn → x̄. Dato che A è chiuso x̄ ∈ A. Dato che (xn+1)
è un’estratta da (xn) si ha anche xn+1 → x̄ e per la continuità di f vale f(xn) → f(x̄).
Andando al limite nella relazione xn+1 = f(xn) otteniamo la tesi:

x̄ = f(x̄).

Concludiamo mostrando un esempio di spazio vettoriale non completo.

1.7.10 Esempio (⋆). Consideriamo lo spazio X delle funioni continue su [0, 1] con la
norma introdotta nell’Esempio (1.6.8). Consideriamo le funzioni fn : [0, 1] → R definite
da:

fn(x) :=


0 se 0 ≤ x ≤ 1

2
− 1

2n
,

n
(
x− 1

2

)
+ 1

2
se 1

2
− 1

2n
≤ x ≤ 1

2
+ 1

2n
,

1 se 1
2
+ 1

2n
≤ x ≤ 1.

Si verifica facilmente che le fn sono continue (fn ∈ X). Siano m ≤ n interi. Notiamo che:

|fn(x)− fm(x)| ≤
1

2
∀x ∈ [0, 1].

+ +--

Ne segue:

∥fn − fm∥2 =
∫ 1

0

(fn(x)− fm(x))2 dx =

∫ 1
2
+ 1

2m

1
2
− 1

2m

(fn(x)− fm(x))2 dx ≤
1

m

1

4
.

Se ne ricava che (fn) è una successione di Cauchy. In effetti dato ε > 0 si può prendere
n̄ := 1/4ε2, di modo che, quando n ≥ m ≥ n̄ si ha:

∥fn − fm∥2 ≤
1

4m
≤ 1

4n̄
= ε2 ⇔ ∥fn − fm∥ ≤ ε.

Se X fosse completo esisterebbe f ∈ X tale che fn → f . Dico che:

(a) 0 ≤ f ≤ 1, (b)

∫ 1
2

0

f(x) dx = 0, (c)

∫ 1

1/2

(1− f(x)) dx = 0.

Le proprietà (a), (b) e (c), per quanto intuitive non sono evidenti. Vediamo come si
dimostra la (a). Per questo definiamo la funzione ausiliaria g : [0, 1]→ R ponendo:

g(x) =


f(x)− 1 se 1 ≤ f(x),

0 se 0 ≤ f(x) ≤ 1.

−f(x) se f(x) ≤ 0.
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Si vede facilmente dalla definizione che g ≥ 0 e che g è continua (se f lo è). Inoltre:

g(x) ≤ |f(x)− fn(x)| ∀x ∈ [0, 1].

Infatti se 0 ≤ f(x) ≤ 1 si ha g(x) = 0, dunque la tesi è vera. Se invece f(x) ≥ 1 si ha
g(x) = f(x) − 1 ≤ f(x) − fn(x) = |f(x) − fn(x)| (dato che fn ≤ 1). Analogamente se
f(x) ≤ 0 si ha g(x) = −f(x) ≤ fn(x) − f(x) = |f(x) − fn(x)| (dato che fn ≥ 0). Allora
per ogni n ∈ N:

0 ≤
∫ 1

0

g(x) dx ≤
∫ 1

0

|f(x)− fn(x)| dx = ⟨1, |f − fn|⟩ ≤ ∥1∥ ∥f − fn∥ = ∥f − fn∥

(qui stiamo usando la disuguaglianza di Schwartz per il prodotto scalare introdotto in
(1.6.8) tra la funzione identicamente eguale a 1 e la funzione |f − fn|; la norma della

funzione 1 vale
√∫ 1

0
12 dx = 1). Dato che ∥f − fn∥ → 0 l’unica possilità è che

∫ 1

0
g(x) dx =

0. Ma allora, essendo g continua, deve essere g(x) = 0 per ogni x ∈ [0, 0]. Per la definizione
di g ne segue 0 ≤ f ≤ 1. Mostriamo che vale (b). Se n ∈ N si ha:

0 ≤
∫ 1/2

0

f(x) dx =

∫ 1/2

0

(f(x)− fn(x)) dx+
∫ 1/2

0

fn(x) dx ≤
∫ 1/2

0

|f(x)− fn(x)| dx+∫ 1/2

1/2−1/2n

fn(x) dx ≤
∫ 1

0

|f(x)− fn(x)| dx+
∫ 1/2

1/2−1/2n

(1/2) dx ≤ ∥1∥ ∥f − fn∥+ 1/4n.

Ragionando come nella dimostrazione di (a) si conclude che
∫ 1/2

0
f(x) dx = 0. In maniera

naloga si dimostra (c).
Da (a), (b) e (c) (e dalla continuità di f) si ricava facilmente che f dovrebbe essere

nulla su [0, 1/2[ ed eguale a uno su ]1/2, 1]. Questo è chiaramente impossibile se f è
continua e dunque non può esistere una tale f .



Capitolo 2

Curve e integrali curvilinei

2.1 Curve

2.1.1 Definizione. Sia A ⊂ RM . Chiamiamo curva in A una applicazione γ : I → A
dove I è un intervallo in R.

Nel caso (tipico) in cui I = [a, b] con a, b ∈ R, a <, b diremo che P = γ(a) è il primo
estremo di γ e Q = γ(b) è il secondo estremo di γ, oppure che γ congiunge P a Q.
Diremo che γ è chiusa (in A) se γ(a) = γ(b).

Se γ è una curva chiamiamo sostegno di γ l’immagine di γ, cioè γ(I) = {γ(t) : t ∈ I}.

Mettiamo in evidenza che per definire una curva non basta dare il sostegno S = γ(I)
ma si deve anche precisare la “legge del moto” con cui il punto γ(t) percorre S. Per
esempio gli estremi della curva dipendono da questa legge. Se infatti γ : [0, 2π] → R2 è
definita da γ(t) := (sin(t), sin(t)), allora γ ha come estremi γ(0) = γ(2π) = 0, dunque è
una curva chiusa. Il sostegno di γ è {(x, x) : − 1 ≤ x ≤ 1}. Peraltro se γ1(t) = (t, t), per
t ∈ [−1, 1], allora γ1 ha lo stesso sostegno di γ ma gli estremi di γ1 sono (−1,−1) e (1, 1).

Notiamo anche che γ(t) induce un “verso” sul sostegno. In effetti le due curve (chiuse):

γ(t) := (cos(t), sin(t)), γ1(t) := (cos(t),− sin(t)) t ∈ [0, 2π]

hanno entrambre come sostegno la circonferenza S := {x2 + y2 = 1}, ma la prima “per-
corre S in verso antiorario” mentre la seconda “percorre S in verso orario”.

2.1.2 Definizione. Essendo le curve delle funzioni di variabile reale ha senso dire che
una curva γ è continua, derivabile, k volte derivabile. Indicheremo

γ(i)(t) = (γ
(i)
1 (t), . . . , γ

(i)
M (t)) (∈ RM)

la derivata i-esima di γ nel punto t. Al solito γ(0) = γ, γ ′ = γ(1), γ ′′ = γ(2).
Diremo che una curva è di classe Ck su I o che γ ∈ Ck(I) se γ : I → RM ha derivate fino

all’ordine k in I̊ e tali derivate γ(j) si prolungano con continuità a tutto I. Se γ ∈ Ck(I)
per ogni intero k diremo che γ è di classe C∞ su I o che γ ∈ C∞(I). Un altro modo
equivalente per definire la classe Ck([a, b]) è di dire che γ è derivabile k volte in ]a, b[ e
che, per ogni i tra 0 e k esistono:

γ(i)(a+) := lim
t→a+

γ(i)(t), γ(i)(b−) := lim
t→b+

γ(i)(t).

N.B. : le notazioni a+ e b− sono suggestive per ricordare che si arriva ad a da destra e a
b da sinistra, ma non definiscono a+ e b− individualmente. Se c’è solo l’intervallo [a, b] si
può tranquillamente usare γ(i)(a) invece di γ(i)(a+), e lo stesso per b.

41
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Diremo che γ : I → RM è Ck a tratti su I se γ ∈ C0(I) e si possono trovare un numero
finito di punti t1 < t2 < · · · < tK in I tali che posto t0 := −∞, tK+1 := +∞ si abbia:

γ ∈ Ck([tj, tj+1] ∩ I).

Se γ è Ck a tratti su I, allora le derivate γ(j)(t) esistono per tutte le t diverse da t1, . . . , tK ,
mentre se t è uno di questi punti esistono comunque la derivata sinistra γ(j)(t−) e la
derivata destra γ(j)(t+), definite come sopra (fanno eccezione il primo punto a = inf I, se
a ∈ I, in cui non esiste γ(i)(a−) e il punto b = sup I, se b ∈ I, in cui non esiste γ(i)(b+)).

Diciamo che γ è regolare se γ ∈ C1(I) e γ ′(t) ̸= 0 per ogni t ∈ I. Diciamo che
γ è regolare a tratti se se γ ∈ C0(I) e si possono trovare un numero finito di punti
t1 < t2 < · · · < tK come prima tali che γ sia regolare su ogni [tj, tj+1] ∩ I.

2.1.3 Osservazione. Il motivo per cui si chiede γ ′ ̸= 0 per definire la regolarità si intuisce
dal seguente esempio. Prendiamo γ(t) = (t2, t3) per t ∈ [−1, 1]. È chiaro che γ ∈
C∞([−1, 1]). Se però si disegna il sostegno S di γ si trova

S =
{(
x, x3/2

)
: 0 ≤ x ≤ 1

}︸ ︷︷ ︸
=:S1

∪
{(
x,−x3/2

)
: 0 ≤ x ≤ 1

}︸ ︷︷ ︸
=:S2

e si vede che i due insiemi S1 e S2 formano una “cuspide” nel punto 0 in cui si intersecano.
Si può vedere che nessuna γ regolare può avere S come sostegno; è invece possibile ottenere
S come sostegno di una curva regolare a tratti: basta prendere

γ1(t) :=
(
|t|, sgn(t)|t|3/2

)
− 1 ≤ t ≤ 1;

la γ1 è C1([0, 1]) ed è C1([−1, 0]), ma γ ′(0+) = (1, 0) ̸= γ ′
1(0

−) = (−1, 0).

2.1.4 Proposizione. Siamo I un intervallo, t0 ∈ I, γ,γ1,γ2 : I → RM delle curve
derivabili in t0 e f : I → R una funzione derivabile in t0. Allora è vero quanto segue.

• γ1 + γ2 è derivabile in t0 e (γ1 + γ2)
′(t0) = γ ′

1(t0) + γ ′
2(t0).

• fγ è derivabile in t0 e (fγ)′(t0) = f ′(t0)γ(t0) + f(t0)γ
′(t0). Se f(t) = c è costante

si ricava (cγ)′(t0) = cγ ′(t0).

• γ1 · γ2 è derivabile in t0 e (γ ′
1 · γ2)

′(t0) = γ ′
1(t0) · γ2(t0) + γ1(t0) · γ ′

2(t0).

2.1.5 Osservazione. Dalla formula sulla derivata del prodotto scalare segue che, se γ :
I → RM è derivabile e se x0 ∈ RM , allora

d

dt
∥γ(t)− x0∥2 =

d

dt
(γ(t)− x0) · (γ(t)− x0) = 2(γ(t)− x0) · γ ′(t).

Se ne deduce che, se ∥γ(t)−x0∥ è costante, allora γ ′(t) è sempre ortogonale a (γ(t)−x0).

2.1.6 Proposizione. Sia γ : [a, b]→ RM una curva di classe C1. Allora

∥γ(t2)− γ(t1)∥ ≤
(
max
a≤t≤b

∥γ ′(t)∥
)
|t2 − t1| ∀t1, t2 ∈ [a, b]. (2.1)

Dimostrazione. Se t1 ∈ [a, b] e definiamo p : [a, b] → R ponendo p(t) := ∥γ(t) − γ(t1)∥.
Dato che p(t) =

√
∥γ(t)− γ(t1)∥2 (usando la derivata della norma al quadrato) si ha:

p′(t) =
2(γ(t)− γ(t1)) · γ ′(t)

2
√
∥γ(t)− γ(t1)∥2

=
(γ(t)− γ(t1))

∥γ(t)− γ(t1)∥
· γ ′(t) ∀t ̸= t1.
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Usando Schwartz se ne ricava che |p′(t)| ≤ ∥γ ′(t)∥. Prendiamo t2 ∈ [a, b] con t2 ̸= t1 e
applichiamo Lagrange alla funzione p:∣∣∣∣p(t2)− p(t1)t2 − t1

∣∣∣∣ = |p′(ξ)| ≤ max
a≤x≤b

|p′(t)| ≤ max
a≤x≤b

∥γ(t)∥.

(ξ è il punto intermedio tra t1 e t2 ottenuto dal teorema di Lagrange e si è usata la
disuguaglianza sopra). Ne segue la tesi poiché |p(t2)−p(t1)| = p(t2) = ∥γ(t2)−γ(t1)∥.

2.1.7 Osservazione. Il Teorema di Lagrange NON si può estendere alle curve: non è vero
infatti che, se γ : [a, b]→ RM è derivabile in [a, b] si trova ξ tra a e b per cui

γ(b)− γ(a)

b− a
= γ ′(ξ).

Un controesempio è dato dall’elica γ : [0, 2π]→ R3 definita da

γ(t) := (cos(t), sin(t), t) ⇒ γ ′(t) = (− sin(t), cos(t), 1).

Si vede infatti che
γ(2π)− γ(0)

2π − 0
= (0, 0, 1),

mentre in nessun punto t la γ ′(t) ha mai nulle entrambe le prime due componenti.

2.1.8 Definizione. Date due curve γ : I → RM e γ1 : I1 → RM diciamo che γ1 è una
riparametrizzata di γ, o che γ1 si ottiene da γ mediante un cambio di parametro, se esiste
una funzione φ : I1 → I tale che φ è continua, bigettiva e γ1(s) = γ(φ(s)) per ogni
s ∈ I1. Se questo avviene diciamo che φ (o t = φ(s) ) è la riparametrizzazione o il cambio
di parametro che fa passare da γ a γ1. È chiaro che in questa situazione γ e γ1 hanno lo
stesso sostegno.

2.1.9 Osservazione. Le due curve dell’Osservazione (2.1.3) sono una riparametrizzata
dell’altra. Infatti se φ(s) = sgn(t)

√
|s| per s ∈ [−1, 1], allora γ1(s) = γ(φ(s)).

2.1.10 Definizione. Sia A un sottoinsieme di RM (senza particolari proprietà). Diremo
che un vettore v ∈ RM è tangente ad A in un punto x0 ∈ A se esiste ε > 0 ed esiste una
curva γ :]− ε, ε[→ A di classe C1 tale che γ(0) = x0, γ

′(x0) = v.

2.1.11 Osservazione. Notiamo che il vettore nullo è sempre tangente a qualunque insieme
A in un qualunque suo punto x0, dato che si può sempre considerare la curva costante
γ(t) = x0, che ha ovviamente derivata nulla. Inoltre se v è tangente ad A in x0 allora
anche λv è tangente ad A in x0, per ogni λ ∈ R. Se λ = 0 questo è chiaro per quanto
appena detto, altrimenti supponiamo λ ̸= 0 e prendiamo γ :] − ε, ε[→ A curva C1 con
γ(0) = x0 e γ

′(x0) = v. Poniamo ε1 := ε/|λ| e φ :]−ε1, ε1[→]−ε, ε[ definita da φ(s) := λs.
φ è un cambio di parametro (che mantiene il verso se λ > 0, mentre lo scambia se λ < 0) e
γ1 := γ ◦φ ha le proprietà γ1 :]− ε1, ε1[→ A, γ1(0) = x0, γ1(s) = φ′(s)γ ′(λs)⇒ γ ′(0) =
λv. Dunque λv è tangente ad A in x0.

Non è invece vero in generale che v1, v2 tangenti ad A in x0 implica v1 + v2 tangente
ad A in x0. Per esempio se A := {(x, y) :x2 − y2 = 0}, cioè se A è l’unione delle due rette
{x = y} e {x = −y} allora i vettori (1, 1) e (1,−1) sono tangenti ad A nell’origine, ma il
vettore (0, 2) = (1, 1)+(−1, 1) non lo è. Per quest’ultima proprietà ci vuole una maggiore
“regolarità” di A.
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2.2 Integrali curvilinei di prima specie

2.2.1 Definizione. (integrale curvilineo di primo tipo) Sia γ : [a, b] → A ⊂ RM una
curva di classe C1 e sia f : A→ R una funzione continua. Chiamiamo integrale di f lungo
γ il numero ∫

γ

f ds :=

∫ b

a

f(γ(t))∥γ ′(t)∥ dt.

Si può anche scrivere
∫
γ

f(x) ds per esprimere la definizione di f (anche se non è una

notazione rigorosa). Si può generalizzare questa nozione al caso in cui γ è C1 a tratti:∫
γ

f ds :=
K∑
i=1

∫ ti

ti−1

f(γ(t))∥γ ′(t)∥ dt.

dove a = t0 < t1 < · · · < tK = b sono tali che γ ∈ C1([ti−1, ti]) per i = 1, . . . , K.

2.2.2 Definizione. Sia γ : [a, b]→ A ⊂ RM una curva di classe C1. Chiamiamo lunghezza
di γ l’integrale su γ della funzione f(x) = 1:

ℓ(γ) :=

∫
γ

1 ds =

∫ b

a

∥γ ′(t)∥ dt.

2.2.3 Proposizione. Se γ : [a, b] → A ⊂ RM , γ1 : [a1, b1] → [a, b] sono curve C1 e se
φ : [a1, b1] → [a, b] è un cambio di parametro di classe C1 tale che γ1 = γ ◦ φ, allora per
qualunque funzione continua f : A→ R si ha:∫

γ

f ds =

∫
γ1

f ds.

Lo stesso risultato vale se γ è C1 a tratti.

Dimostrazione. Usando il cambio di variabile t = φ(s) nell’integrale si ha:∫
γ1

f ds =

∫ b1

a1

f(γ1(s))∥γ ′
1(s)∥ ds =

∫ b1

a1

f(γ(φ(s)))|φ′(s)|∥γ ′(φ(s))∥ ds =∫ b

a

f(γ(t))∥γ ′(t)∥ dt =
∫
γ

f ds.

La generalizzazione al caso C1 a tratti è immediata.

2.2.4 Proposizione. Se γ : [a, b]→ A ⊂ RM è curva di classe C1 (a tratti), se f, g : A→
R sono due funzioni continue e se λ, µ ∈ R, allora:∫

γ

(λf + µg) ds = λ

∫
γ

f ds+ µ

∫
γ

g ds

2.2.5 Definizione (curva opposta). Sia γ : [a, b] → RM una curva. Definiamo la curva
opposta di γ come γ̃ : [a, b]→ RM definita da

γ̃(t) := γ (a+ b− t) ∀t ∈ [a, b].

È chiaro che γ̃ è una particolare riparametrizzata di γ e e che gli estremi delle due curve
si scambiano tra loro. La curva γ̃ “percorre il sostegno in verso opposto” a quello di γ.
Per quanto visto sopra, se f è continua definita sul sostegno di γ , si ha:∫

γ̃

f ds =

∫
γ

f ds
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2.2.6 Definizione. (incollamento di curve) Siano γ1 : [a, b] → RM e γ2 : [a1, b1] → RM

due curve. Diciamo che γ1 e γ2 sono consecutive se b = a1 e γ1(b) = γ2(a1). Se γ1 e γ2

sono consecutive defininiamo la curva γ = γ1 ∨ γ2 ponendo:

γ : [a, b1]→ RM γ(t) :=

{
γ1(t) se t ∈ [a, b],

γ2(t) se t ∈ [a1, b1].

2.2.7 Proposizione. Se γ1 e γ2 sono due curve di classe C1 (o C1 a tratti) consecutive,
allora per ogni funzione continua f (definita sul sostegno di γ1 ∨ γ2) si ha:∫

γ1∨γ2

f ds =

∫
γ1

f ds+

∫
γ2

f ds.

2.2.8 Osservazione. Se guardiamo le definizione vediamo che una curva γ è C1 a tratti se
e solo se esistono γ1, . . .γK curve di classe C1 consecutive e tali che γ = γ1 ∨ · · · ∨ γK .

2.2.9 Osservazione. Nella definizione di incollamento non è cos̀ı importante che b = a1
dato che possiamo sempre usare una translazione come cambio di parametro in modo che
questa proprietà sia vera. È allora sempre possibile incollare una curva γ : [a, b] → RM

con la sua opposta: γ ∨ γ̃ ottenendo una curva chiusa.
In generale l’intervallo I su cui è definita una curva γ è abbastanza arbitrario (almeno

ai fini dell’integrale su γ). Si potrebbe decidere che ogni curva definita su un intervallo
chiuso e limitato sia in realtà definita su [0, 1]. Un’altra alternativa sarebbe di scegliere
la parametrizzazione in modo che ∥γ ′(t)∥ = 1.

2.2.10 Proposizione. Sia γ : [a, b] → A ⊂ RM una curva regolare di classe C1 e sia
L := ℓ(γ). Allora esiste una riparametrizzazione φ : [0, L] → [a, b] di classe C1 tale
che γ1 := γ ◦ φ ha la proprietà ∥γ ′

1(s)∥ = 1 per ogni s ∈ [0, L]. In questo modo il
parametro s ∈ [0, L] rappresenta la lunghezza del tratto di γ1 tra 0 ed s: si dice che γ1 è
parametrizzata in lunghezza d’arco.

Dimostrazione. Definiamo L : [a, b]→ [0, L] ponendo:

l(t) :=

∫ t

a

∥γ(τ)∥ dτ.

È chiaro che l(a) = 0, l(b) = L, l è derivabile e l′(t) = ∥γ ′(t)∥ > 0 (la curva è regolare!).
Dunque l è bigettiva e la sua inversa φ := l−1 è una funzione bigettiva da [0, L] in [a, b],
derivabile e si ha (derivata della funzione inversa):

φ′(s) =
1

l′(φ(s))
=

1

∥γ ′(φ(s))∥
∀s ∈ [0, L]

Se definiamo γ1 := γ ◦ φ abbiamo γ1 : [0, L]→ RM e per ogni s ∈ [0, L]:

γ ′
1(s) =

d

ds
γ(φ(s)) = γ ′(φ(s))φ′(s) =

γ ′(φ(s))

∥γ ′(φ(s))∥
⇒ ∥γ ′(s)∥ = 1.

2.2.11 Esempio. Siano dati x0,x1 ∈ RM . La curva γ : [0, 1]→ RM definita da:

γ(t) := tx1 + (1− t)x0 = x0 + t(x1 − x0) t ∈ [0, 1],

descrive il segmento tra x0 e x1. La sua lunghezza vale ∥x1 − x0∥, infatti

ℓ(γ) =

∫ 1

0

∥γ ′(t)∥ dt =
∫ 1

0

∥x1 − x0∥ dt = ∥x1 − x0∥.
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2.2.12 Proposizione. Sia γ̂ : [a, b]→ RM−1 e definiamo γ : [a, b]→ RM ponendo

γ(t) := (t, γ̂(t)) = (t, γ̂1(t), . . . , γ̂M−1(t)) .

La curva γ si dice grafico di γ̂. Si ha allora γ(t) := (1, γ̂ ′(t)) =
(
1, γ̂′1(t), . . . , γ̂

′
M−1(t)

)
,

da cui ∥γ ′(t)∥ =
√

1 + ∥γ̂ ′(t)∥2 Dunque∫
γ

f ds =

∫ b

a

f(t, γ̂(t))
√

1 + ∥γ̂ ′(t)∥2 dt.

In particolare

ℓ(γ) =

∫ b

a

√
1 + ∥γ̂ ′(t)∥2 dt.

Il caso più semplice è quello in cui M = 2, dunque γ̂ è una funzione scalare che possiamo
indicare con g : [a, b]→ R (invece che con γ̂). Allora γ(t) = (t, g(t)) e∫

γ

f ds =

∫ b

a

f(t, g(t))
√

1 + |g′(t)|2 dt, ℓ(γ) =

∫ b

a

√
1 + |g′(t)|2 dt.

2.2.13 Esempio (lunghezza di un arco di parabola). Prendiamo la curva γ : [0, L]→ R
definita da γ(t) := (t, t2), che è il grafico della funzione g tale che g(x) = x2. Allora:

ℓ(γ) =

∫ L

0

√
1 + 4t2 dt =

L
√
1 + L2

2
+

arcsinh(2L)

2
.

2.2.14 Esempio. Anche l’elica che abbiamo già incontrato γ(t) = (cos(t), sin(t), t) è un
grafico (rispetto alla coordinata z), dove γ̂(t) = (cos(t), sin(t)). Più in generale si può
prendere γ̂ : [0, L] → R2 con γ̂(t) := (cos(ωt), sin(ωt)) con ω > 0 e γ(t) = (γ̂(t), t), di

modo che γ̂ ′(t) = ω(− sin(t), cos(t) da cui ∥γ̂ ′(t)∥ = ω e ℓ(γ) =
L∫
0

√
1 + ω2 dt = L

√
1 + ω2.

2.2.15 Proposizione. Se γ : [a, b]→ A ⊂ RM è una curva, A è chiuso e limitato e C1 e
f : A→ R è continua, allora: ∣∣∣∣∫

γ

f ds

∣∣∣∣ ≤ max
x∈A
|f(x)|ℓ(γ).

2.2.16 Definizione. Si può estendere l’integrale curvilineo a funzioni vettoriali. Se γ :
[a, b] → A ⊂ RM è una curva di classe C1 e se f⃗ : A → RN è una funzione (a valori
vettoriali) continua, allora:∫

γ

f⃗ ds =

∫
γ

(f1, . . . , fN) ds :=

(∫
γ

f1 ds, . . . ,

∫
γ

fN ds

)
.

In sostanza si integra “componente per componente”.

2.2.17 Proposizione. Se γ : [a, b]→ A ⊂ RM è una curva di classe C1 e se f⃗ : A→ RN

è continua, allora: ∥∥∥∥∫
γ

f⃗ ds

∥∥∥∥ ≤ ∫
γ

∥f⃗∥ ds (2.2)
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2.2.18 Esempio. Sia γ : [a, b] → R3 una curva C1 che descrive un filo nello spazio e sia
σ = σ(x, y, z una funzione reale positiva definita sul sostegno di γ che descrive la densità
di ogni punto del filo. Allora:

M(γ) =

∫
γ

σ ds

è la massa del filo. Inoltre il punto

P = (x̄, ȳ, z̄) :=

∫
γ
σ(x, y, z)(x, y, z) ds∫

γ
σ(x, y, z) ds

=

∫
γ
σ(x)x ds∫

γ
σ(x) ds

(a numeratore c’è l’integrale su γ della funzione vettoriale f⃗(x) := σ(x)x, dove x =
(x, y, z)) rappresenta il centro di massa del filo. Nel caso σ ≡ 1 il punto

B(γ) :=
1

ℓ(γ)

∫
γ

(x, y, z) ds =
1

ℓ(γ)

∫
γ

x ds

è detto centro geometrico (spesso baricentro ) del filo.

2.3 Lunghezza geometrica di una curva

2.3.1 Definizione. Ricordiamo che, dato un intervallo [a, b] in R si chiama suddivisione di
[a, b] un insieme finito di punti σ = (ti)i=0,...,k con a = t0 < t1 < · · · < tN = b. Indichiamo
con Σ(a, b) l’inseme di tutte le suddivisioni di [a, b].

2.3.2 Definizione. Sia γ : I → RM una curva. Data una suddivisione (ti)i=0,...,k ∈ Σ(a, b)
poniamo

ℓ(γ, σ) :=
k∑
j=1

∥γ(tj)− γ(tj−1)∥ = ∥γ(t1)− γ(t0)∥+ · · ·+ ∥γ(tk)− γ(tk−1)∥

e chiamiamo lunghezza geometrica di γ il numero (eventualmente +∞):

ℓG(γ) := sup
σ∈Σ(a,b)

ℓ(γ, σ). (2.3)

Se ℓG(γ) < +∞ diciamo che γ è rettificabile.

2.3.3 Osservazione. Dalla definizione si vede che, se γ : [a, b]→ RM , allora:

∥γ(b)− γ(a)∥ ≤ ℓG(γ).

Inoltre se x0,x1 ∈ RM e γ(t) = tx1 + (1 − t)x0 = x0 + t(x0 − x1) (segmento tra x0 e
x1), allora ℓG(γ) = ∥x1 − x0∥. Infatti se σ è una qualunque suddivisione di [0, 1], allora
ℓ(γ, σ) = ∥x1−x0∥ (dato che, essendo i punti γ(ti) tutti allineati, vale l’eguaglianza nella
disuguaglianza triangolare) – passando al sup si ha la tesi.

Dunque, tra le curve che congiungono due punti, il segmento ha lunghezza minima.

2.3.4 Proposizione. Se γ1 : [a1, b1] → RM è una riparametrizzata di γ : [a, b] → RM ,
allora ℓG(γ1) = ℓG(γ).
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Dimostrazione. Sia φ : [a1, b1]→ [a, b], continua, bigettiva e tale che γ1 = γφ. Allora per
ogni σ1 = {τ0, . . . , τk} suddivisione di [a1, b1] i punti ti := φ(τi) formano una suddivisione
σ = φ(σ1) di [a, b] (notiamo che φ, essendo continua e bigettiva, deve essere strettamente
crescente per cui i punti ti sono ancora ordinati, eventualmente in verso opposto, e in
particolare t0 = a e tk = b oppure t0 = b e tk = a). Allora:

∀σ1 ∈ Σ(a1, b1) ℓ(γ1, σ1) = ℓ(γ, φ(σ1)) ≤ ℓG(γ) ⇒ ℓG(γ1) ≤ ℓG(γ).

D’altra parte si possono scambiare i ruoli di γ e γ1 (anche φ−1 è continua e bigettiva)
ottenendo la disuguaglianza opposta.

2.3.5 Proposizione. Se γ1 e γ2 sono consecutive, allora ℓG(γ1 ∨ γ2) = ℓG(γ1) + ℓG(γ2)
(con l’ovvia convenzione sugli infiniti).

Dimostrazione. Siano γ1 : [a1, b1] → RM e γ2 : [a2, b2] → RM e supponiamo b1 = a2,
γ1(b1) = γ2(a2).

Se σ1 è una suddivisione di [a1, b1] e σ2 è una suddivisione di [a2, b2], allora σ := σ1∪σ2
(ottenuta mettendo insieme tutti i punti) è una suddivisione di [a1, b2] e vale

ℓG(γ1 ∨ γ2) ≥ ℓ(γ1 ∨ γ2, σ) = ℓ(γ1, σ1) + ℓ(γ2, σ2).

Prendendo gli estremi superiori in σ1 e σ2 si ottiene:

ℓG(γ1 ∨ γ2) ≥ ℓG(γ1) + ℓG(γ2).

Viceversa data σ sudddivisione di [a1, b2] prendiamo σ′ := σ ∪ {b1} (aggiungiamo a σ
il punto b1 = a2). Definiamo inoltre σ1 prendendo tutti i punti di σ′ minori o eguali a
b1 = a2 e σ2 prendendo tutti i punti di σ′ maggiori o eguali a b1 = a2; in questo modo σ1
è una suddivisione di [a1, b1] e σ2 è una suddivisione di [a2, b2]. Si ha allora:

ℓ(γ1 ∨ γ2, σ) ≤ ℓ(γ1 ∨ γ2, σ
′) = ℓ(γ1, σ1) + ℓ(γ2, σ2) ≤ ℓG(γ1) + ℓG(γ2).

Prendendo l’estremo superiore in σ:

ℓG(γ1 ∨ γ2) ≤ ℓG(γ1) + ℓG(γ2).

da cui la tesi.

2.3.6 Osservazione. Sia γ : I → RM una curva. Per ogni T ∈ [a, b] consideriamo la curva
γT : [a, T ] → RM definita come la restrizione di γ all’intervallo [a, T ] e chiamiamo γ̃T
la restrizione a [T, b]. Dalla Proposizione precedente segue che ℓG(γT ) ≤ ℓG(γ) per ogni
T ∈ [a, b]. Infatti γ = γT ∨ γ̃ e dunque ℓG(γ) = ℓG(γT ) + ℓG(γ̃) ≥ ℓG(γT ). Quindi
l’applicazione T 7→ ℓG(γT ) =: l(T ) è crescente e per cui ammette limite destro l(T+) e
limite sinistro l(T−) in ogni T di [a, b]. Questi due limiti possono essere diversi: se per
esempio γ : [0, 1]→ R2 è definita da:

γ(t) :=


(t, 0) se 0 ≤ t ≤ 1

2
,

(t, 1) se
1

2
< t ≤ 1,

allora si può dimostrare che

l(T ) := ℓ(γT ) =


T se 0 ≤ T ≤ 1

2
,

T + 1 se
1

2
< T ≤ 1,
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Infatti se T ≤ 1/2 la γT è un segmento tra (0, 0) e (T, 0) che ha dunque lunghezza T .
Supponiamo allora T ∈]1/2, 1] e consideriamo γ̂T : [1/2, T ] → R2 definita da γ̂T (1/2) =
(T, 0) e γ̂T (t) = (t, 1) se t ∈]1/2, T ]. Voglio calcolare ℓG(γ̂T ): per questo considero una
suddivisione σ̂ = {t0, t1, . . . , tk} di [1/2, T ] e calcolo:

ℓ(γ̂T , σ̂) = ∥γ̂(t1)− γ̂(t0)∥+
k∑
i=2

∥γ̂(ti)− γ̂(ti−1)∥ =
√

1 + (t1 − 1/2)2 + (T − t1)

(perché i punti γ(t1),γ(t2), . . .γ(tk) sono tutti allineati). È facile vedere che l’espressione
scritta a destra è decrescente in t1 per cui il suo estremo superiore coincide con il limite
destro per t1 → (1/2)+ che fa 1+T−1/2 = 1/2+T . Usando l’additività dell’incollamento:
ℓG(γT ) = ℓG(γ1/2) + ℓG(γ̂T ) = 1/2 + 1/2 + T = 1 + T , per ogni T > 1/2.

Allora 1/2 = l((1/2)−) < l((1/2)+) = 3/2.
Questo esempio mostra anche che curve discontinue possono avere lunghezza finita.

2.3.7 Esempio. Vediamo che esistono curve continue con lunghezza infinita.
Definiamo γ : [0, π−1]→ R2 ponendo:

γ(t) := (t, t cos(1/t)) 0 < t ≤ π−1, γ(0) := (0, 0).

È chiaro che γ è continua in [0, π] (se t → 0+ si ha che t → 0 e cos(1/t) è limitatata).
Consideriamo la successione (tn) =

(
1
nπ

)
per n ≥ 1; allora γ(tn) = (tn, tn(−1)n). Se

σn = {0, tn, tn−1, . . . , t1}, allora σn è una suddivisione di [0, π−1] e

ℓ(γ, σn) = ∥γ(tn)∥+
n−1∑
i=1

∥γti+1−γ(ti)
∥ ≥

n−1∑
i=1

√
(ti+1 − ti)2 + (ti+1 + ti)2 ≥

n−1∑
i=1

|ti+1 + ti| =
n−1∑
i=1

(
1

(i+ 1)π
+

1

iπ

)
≥ 1

π

n−1∑
i=1

1

i

Dato che ℓG(γ) è il sup di ℓ(γ, σ) si ha:

ℓG(γ) ≥ ℓ(γ, σn) ≥
1

π

n−1∑
i=1

1

i
∀n ∈ N⇒ ℓG(γ) ≥

1

π

∞∑
n=1

1

n
= +∞.

Il seguente teorema dice che la definizione geometrica di lunghezza di una curva γ coin-
cide con l’integrale curvilineo su γ della funzione 1, cioè con la definizione di lunghezza
introdotta nel paragrafo precedente (quando quest’ultima ha senso). Questo ci autoriz-
zerà a togliere l’indice G dal simbolo ℓG(γ) dato che non c’è ambiguità nello scrivere
semplicemente ℓ(γ).
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2.3.8 Teorema. Sia γ : [a, b]→ RM una curva regolare. Allora γ è rettificabile e

ℓG(γ) = ℓ(γ) =

∫ b

a

∥γ ′(t)∥ dt.

Dimostrazione. La dimostrazione non è semplice e viene omessa.

2.3.9 Lemma. Sia γ : [a, b] → RM una curva continua di lunghezza finita. Se T ∈ [a, b]
indichiamo con γT la restrizione di γ all’intervallo [a, T ]. Allora esiste T con a < T < b
per cui ℓG(γT ) ≥ ℓG(γ)/2.

Dimostrazione. Prima di fare la dimostrazione notiamo che il risultato è falso se γ non è
continua. Per vederlo consideriamo γ : [0, 1]→ R2 è definita da

γ(t) =

{
(0, 0) se 0 ≤ t < 1

(0, 2) se t = 1

(siamo imitando l’esempio di (2.3.6)). Allora si ha ℓG(γ) = 3 mentre ℓG(γT ) < 1 per ogni
T ∈]0, 1[.

Dimostriamo il lemma. Per definizione di lunghezza si trova una suddivisione σ di
[a, b] per cui ℓG(γ, σ) ≥ 3ℓG(γ)/4. Se σ è fatta dai punti a = t0 < t1 < · · · < tk = b
possiamo trovare un punto T con tk−1 < T < tk = b tale che ∥γ(T )− γ(b)∥ < ℓG(γ)/4
(usando la continuità di γ). Indichiamo con σ̃ la suddivisione ottenuta aggiungendo T a
σ e con σ∗ la suddivisione di [a, T ] ottenuta da σ̃ togliendo tk = b. Allora:

ℓG(γT ) ≥ ℓG(γT , σ
∗) = ℓG(γ, σ̃)− ∥γ(T )− γ(b)∥ ≥

ℓG(γ, σ)− ∥γ(T )− γ(b)∥ ≥
3

4
ℓG(γ)−

1

4
ℓG(γ) =

1

2
ℓG(γ).

2.3.10 Proposizione. Se γ : [a, b]→ RM è continua e rettificabile, allora

lim
T→b−

ℓG(γT ) = ℓG(γ)

(stiamo sempre indicando con γT la restrizione di γ su [a, T ]).

Dimostrazione. Dato che ℓG(γT ) è crescente, esiste il limite

L̃ := lim
T→b−

ℓG(γT ) = sup
T<b

ℓG(γT ) ≤ ℓG(γ).

Se fosse L̃ < ℓG(γ) posto δ := ℓG(γ)− L̃ > 0 avremmo:

ℓG(γ|[T,b]) = ℓG(γ)− ℓG(γT ) ≥ δ ∀T ∈ [a, b[.

Ma allora, usando il Lemma (2.3.9), potremmo costruire una successione (an) con la
seguente regola:

a0 := a, an+1 ∈]an, b[ tale che ℓG(γ|[an,an+1]) ≥ δ/2

(an+1 si può costruire dato che ℓG(γ|[an,b]) ≥ δ). Ma allora, per ogni k intero:

ℓG(γ) ≥ ℓG(γ|[a0,ak]) =
k∑
i=1

ℓG(γ|[ai−1,ai]) ≥
k

2
δ

da cui ℓG(γ) = +∞, contro l’ipotesi che γ fosse rettificabile.
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2.3.11 Corollario. Se γ : [a, b]→ RM è continua su [a, b] ed è C1(]a, b[), allora:

ℓG(γ) =

∫ b

a

∥γ′(t)∥ dt

dove l’integrale è da intendersi in senso improprio e va considerato +∞ se non converge.

Dimostrazione. Sia M ∈]a, b[. Allora:

ℓG(γ|[a,M ]) = lim
α→a+

ℓG(γ|[α,M ]) , ℓG(γ|[M,b]) = lim
β→b−

ℓG(γ|[M,β]).

Infatti se uno dei due limiti è infinito allora, per monotonia, la corrispondente porzione
di curva ha lunghezza infinita, altrimenti su usa la Proposizione (2.3.10). Per il Teorema
(2.3.8) si ha:

ℓG(γ|[α,M ]) =

∫ M

α

∥γ′∥ (t) dt , ℓG(γ|[M,β]) =

∫ β

M

∥γ′∥ (t) dt

e quindi

ℓG(γ|[a,M ]) = lim
α→a+

∫ M

α

∥γ′∥ (t) dt , ℓG(γ|[M,b]) = lim
β→b−

∫ β

M

∥γ′∥ (t) dt

che ci dà la tesi.

2.4 Integrali curvilinei di seconda specie

2.4.1 Definizione (Campi). Chiameremo campo vettoriale una applicazione f⃗ : Ω→ RN ,
dove Ω è un aperto di RN .

2.4.2 Definizione (integrale curvilineo di seconda specie). Sia f⃗ : Ω → RN un campo

continuo e sia γ : [a, b] → Ω una curva di classe C1. Definiamo l’integrale di f⃗ lungo γ
come: ∫

γ

f⃗ · ds⃗ :=
∫ b

a

f⃗(γ(t)) · γ ′(t) dt.

Possiamo estendere questa nozione nel caso di γ C1 a tratti: se γ = γ1 ∨ · · · ∨ γk con γj
di classe C1 consecutive, allora: ∫

γ

f⃗ · ds⃗ :=
k∑
j=1

∫
γj

f⃗ · ds⃗

2.4.3 Osservazione. Se γ è una curva costante (γ(t) = x0 per ogni t), allora
∫
γ

f⃗ · s⃗ = 0

(per qualunque f⃗).

2.4.4 Definizione. Se γ : [a, b] → Ω ⊂ RN , γ1 : [a1, b1] → [a, b] sono curve C1 e se
φ : [a1, b1]→ [a, b] è un cambio di parametro di classe C1 tale che γ1 = γ ◦ φ diremo che
γ e γ1 hanno lo stesso verso se φ′ ≥ 0, mentre diremo che γ e γ1 hanno verso opposto
se φ′ ≤ 0. Notiamo che φ′ non può cambiare segno essendo φ bigettiva. Notiamo anche
che φ′ ≥ 0 se e solo se φ(a1) = a e φ(b1) = b (φ′ ≤ 0 se e solo se φ(a1) = b e φ(b1) = a).
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2.4.5 Proposizione. Se γ : [a, b] → Ω ⊂ RN , γ1 : [a1, b1] → A sono curve C1 e se
φ : [a1, b1] → [a, b] è un cambio di parametro di classe C1 tale che γ1 = γ ◦ φ e γ1 ha lo

stesso verso di γ, allora per ogni campo continuo f⃗ : Ω→ RN si ha:∫
γ

f⃗ · ds⃗ =
∫
γ1

f⃗ · ds⃗.

Nel caso di verso opposto i due integrali sono opposti. Lo stesso risultato vale se γ è C1
a tratti. In particolare: ∫

γ̃

f⃗ · ds⃗ = −
∫
γ

f⃗ · ds⃗.

Dimostrazione. Usando il cambio di variabile t = φ(s) nell’integrale si ha:∫
γ1

f⃗ · ds⃗ =
∫ b1

a1

f⃗(γ1(s)) · γ ′
1(s) ds =

∫ b1

a1

f⃗(γ(φ(s))) · φ′(s)γ ′(φ(s)) ds =∫ φ(b1)

φ(a1)

f⃗(γ(t)) · γ ′(t) dt = ±
∫
γ

f⃗ · ds⃗

a seconda che φ′ ≥ 0 o φ′ ≤ 0. La generalizzazione al caso C1 a tratti è immediata.

2.4.6 Proposizione. Se γ : [a, b]→ Ω ⊂ RN è curva di classe C1 (a tratti), se f⃗, g⃗ : Ω→
RN sono due campi continui e se λ, µ ∈ R, allora:∫

γ

(λf⃗ + µg⃗) · ds⃗ = λ

∫
γ

f⃗ · ds⃗+ µ

∫
γ

g⃗ · ds⃗.

2.4.7 Proposizione. Se γ1 e γ2 sono due curve di classe C1 (o C1 a tratti) consecutive

in un aperto Ω, allora per ogni campo continuo f⃗ : Ω→ RN si ha:∫
γ1∨γ2

f⃗ · ds⃗ =
∫
γ1

f⃗ · ds⃗+
∫
γ2

f⃗ · ds⃗.

2.4.8 Proposizione. Sia f⃗ : Ω→ RN un campo continuo e sia γ : [a, b]→ Ω una curva
di classe C1. Allora ∣∣∣∣∫

γ

f⃗ · ds⃗
∣∣∣∣ ≤ ∫

γ

∥f⃗∥ ds.

Dimostrazione. Si ha:∣∣∣∣∫
γ

f⃗ · ds⃗
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

f⃗(γ(t)) · γ ′(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∣∣∣f⃗(γ(t)) · γ ′(t)
∣∣∣ dt ≤∫ b

a

∥f⃗(γ(t))∥∥γ ′(t)∥ dt =
∫
γ

∥f⃗∥ ds.

2.5 Un altro approccio: curve come sottoinsiemi

In questo paragrafo consideriamo una nozione alternativa in cui chiameremo curva un
sottoinsieme di RN (invece di una funzione). Per motivi di brevità useremo sempre il
termine “curva”, anche se a rigore dovremmo usare un termine diverso, per distinguere le
nuove definizioni da quelle dei paragrafi precedenti.

Cominciamo con un risultato che ci dà una condizione per cui due curve differiscono
per un cambio di parametro.
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2.5.1 Lemma. Siano γ : [a, b]→ RN e γ1 : [a1, b1]→ RN continue e tali che:

• γ è iniettiva su [a, b], γ è di classe C1(]a, b[), γ′(t) ̸= 0 per ogni t ∈]a, b[,

• γ1 è iniettiva su [a1, b1], γ1 di classe C1(]a1, b1[), γ′1(s) ̸= 0 per ogni s ∈]a1, b1[,

• γ([a, b]) = γ1([a1, b1]); in altri termini γ e γ1 hanno lo stesso sostegno.

Allora esiste φ : [a1, b1] → [a, b] continua e bigettiva tale che γ1 = γ ◦ φ. Inoltre φ è
bigettiva tra ]a1, b1[ e ]a, b[ ed è di classe C1(]a, b[) e φ′(s) ̸= 0 per ogni s ∈]a1, b1[.

Dimostrazione. (∗) Indichiamo con C il sostegno comune delle due curve. Definiamo
φ := γ−1◦γ1 (usando il fatto che γ e γ1 sono bigettive dai rispettivi intervalli di definizione
a C). La funzione φ è continua dato che, per il Teorema (1.5.14) γ−1 è continua. Dato che
φ è bigettiva e continua tra due intervalli, φ deve essere strettamente monotona, dunque
φ manda ]a1, b1[ in ]a, b[. Inoltre l’inversa φ−1 = γ−1

1 ·γ è continua. Prendiamo s0 ∈]a1, b1[
e siano t0 := φ(s0), P0 := γ1(s0). Per quanto appena detto t0 ∈]a, b[ e per la definizione

di φ si ha P0 = γ(t0). Indichiamo con v̂ :=
γ′(t0)

∥γ′(t0)∥
e definiamo la mappa π : RN → RN

definita da π(P ) := P0 + (P − P0) · v̂ v̂. Chiaramente π(P ) è la proiezione ortogonale di
P sulla retta {P0 + tv̂ : t ∈ R}. Dico che:

lim
P→P0,P∈C

∥P − π(P )∥
∥P − P0∥

= 0 (2.4)

Dato che γ−1 è continua, la (2.4) equivale a:

lim
t→t0

∥γ(t)− π(γ(t))∥
∥γ(t)− P0∥

= 0

(usando il cambio di variabile P = γ(t)). Questo è vero perché:

∥γ(t)− π(γ(t))∥
∥γ(t)− P0∥

=

∥∥∥∥γ(t)− γ(t0)− (γ(t)− γ(t0)) · v̂ v̂
t− t0

∥∥∥∥∥∥∥∥γ(t)− P0

t− t0

∥∥∥∥ → ∥γ
′(t0)− γ′(t0) · v̂ v̂∥
∥γ′(t0)∥

e l’ultima quantità è zero dato che:

γ′(t0) · v̂ v̂ = γ′(t0) ·
γ′(t0)

∥γ′(t0)∥
γ′(t0)

∥γ′(t0)∥
= γ′(t0).

Dunque (2.4) è vera. Ne segue:

lim
s→s0

∥γ1(s)− π(γ1(s))∥
∥γ1(s)− P0∥

= 0

da cui segue:∥∥∥∥γ1(s)− γ1(s0)− (γ1(s)− γ1(s0)) · v̂ v̂
s− s0

∥∥∥∥ =
∥γ1(s)− π(γ1(s))∥
∥γ1(s)− P0∥

∥∥∥∥γ1(s)− γ1(s0)s− s0

∥∥∥∥→ 0.

Ma allora:

0 = lim
s→s0

γ1(s)− γ1(s0)− (γ1(s)− γ1(s0)) · v̂ v̂
s− s0

= γ′1(s0)− γ′1(s0) · v̂ v̂.
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Se guardiamo come è definta v̂, vediamo che:

γ′1(s0) = λ0 γ
′(t0) dove λ0 :=

γ1(s0) · γ′(t0)
∥γ′(t0)∥2

.

Notiamo che λ0 ̸= 0, dato che γ′1(s0) ̸= 0. Allora da:

lim
s→s0

γ(φ(s)− γ(φ(s0)
φ(s)− φ(s0)

= lim
t→t0

γ(t− γ(t0)
t− t0

= γ′(t0)

e da

lim
s→s0

φ(s)− φ(s0)
s− s0

γ(φ(s)− γ(φ(s0)
φ(s)− φ(s0)

= lim
s→s0

γ(φ(s)− γ(φ(s0)
s− s0

= γ′(s0) = λ0γ
′(t0)

si ricava, usando la 3. della Proposizione (1.3.6), che:

φ′(s0) = lim
s→s0

φ(s)− φ(s0)
s− s0

= λ0 ̸= 0.

Dunque φ è derivabile. Dalla relazione γ′1(s) = φ′(s)γ′(φ(s)), usando la continuità di γ′,
γ′1 e φ e usando ancora la 3. di (1.3.6) si ricava che φ′ è continua in ]a, b[.

2.5.2 Definizione. Sia C ⊂ RN . Diciamo che C è una curva semplice se esistono un
intervallo [a, b] e una γ : [a, b]→ RN tale che:

1. γ([a, b]) = C.

2. γ è iniettiva (dunque è bigettiva da [a, b] in C).

3. γ è continua su [a, b] ed è C1 su ]a, b[.

4. γ′(t) ̸= 0 per ogni t in ]a, b[.

Diremo in questo caso che γ è una parametrizzazione per C. In particolare γ è una curva
nel senso dei paragrafi precedenti e C è il sostegno di γ.

A causa del Lemma (2.5.1) se γ e γ1 sono due parametrizzazioni per C, allora si
ottengono l’una dall’altra mediante un cambio di parametro φ. Questo fa s̀ı che le seguenti
nozioni abbiano senso.

Chiamiamo estremi di C i due punti γ(a) e γ(b). Questa nozione non dipende da γ
perchè se γ1 : [a1, b1]→ C è un’altra parametrizzazione, allora γ1 = γ ◦ φ, con φ come in
(2.5.1). In particolare φ e iniettiva da {a1, b1} in {a, b} e dunque vale una delle due:

γ1(a1) = γ(a), γ1(b1) = γ(b) oppure γ1(a1) = γ(b), γ1(b1) = γ(a).

In ogni caso γ1 individua gli stessi estremi di γ.
Indicheremo con Σ(C) l’insieme dei due punti estremi. In qualche senso Σ(C) è il

“bordo di C visto come insieme unidimensionale”, da non confondere con ∂C che, con le
ipotesi fatte, è destinato a coincidere con C.

Se P ∈ C \ Σ(C), definiamo la retta tangente a C in P come:

TC(P ) := {λγ′(t) :λ ∈ R} dove t ∈]a, b[ è tale che P = γ(t)

Anche la retta tangente non dipende dalla parametrizzazione: se γ1 e φ sono come sopra
e se s := φ−1(t) allora P = γ1(s) e

{µγ′1(s) :µ ∈ R} = {µφ′(s)γ′(t) :µ ∈ R} = {λγ′(t) :λ ∈ R} .

TC(P ) è una retta per l’origine, a volte si chiama retta tangente a C in P l’insieme

R = RC(P ) := P + TC(P ) = {P + λγ′(t) :λ ∈ R}
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2.5.3 Definizione. Sia C una curva semplice in RN e sia f : C → R una funzione
continua. Definiamo l’integrale di prima specie di f su C come:∫

C

f ds :=

∫ b

a

f(γ(t)) ∥γ′(t)∥ dt

dove γ : [a, b] → C è una parametrizzazione. Notiamo che l’integrale a destra è (in
generale) un integrale improprio dato che nell’integrando il termine ∥γ′(t)∥ è continuo
solo su ]a, b[. Dunque se f ≥ 0 l’integrale si può considerare, con valore eventualmente
+∞, se invece f non ha segno costante l’integrale potrebbe non esistere. Naturalmente
se γ è C1([a, b]) l’integrale esiste finito.

Notiamo infine che la definizione è ben posta in quanto non dipende dalla parametriz-
zazione, a causa della Proposizione (2.2.3).

In particolare chiamiamo lunghezza si C l’integrale su C della funzione uno:

ℓ(C) :=

∫
C

ds =

∫ b

a

∥γ′(t)∥ dt.

Come detto sopra la lunghezza di C può anche essere infinita (nel caso che l’integrale di
destra diverga).

2.5.4 Definizione. Chiameremo curva semplice orientata (o curva semplice con un verso)
una coppia (C, v̂) dove C è una curva semplice e v̂ : C \Σ(C)→ RN è un campo di vettori
continuo tale che:

∥v̂(P )∥ = 1 , v̂(P ) ∈ TC(P ) ∀P ∈ C \ Σ(C).

È abbastanza chiaro che ogni curva semplice ammette solo due possibili versi ottenuti
come segue: si prende una parametrizzazione γ : [a, b] → C e per ogni P ∈ C \ Σ(C) si
definisce v̂(P ) in uno dei due modi seguenti:

v̂(P ) :=
γ′(t)

∥γ′(t)∥
oppure v̂(P ) := − γ′(t)

∥γ′(t)∥

dove t ∈]a, b[ è tale che P = γ(t). Nel caso in cui valga la prima delle due eguaglianze
diremo che γ è una parametrizzazione concorde con v̂.

La presenza di v̂, che si può pensare come il “verso” di C, permette di ordinare gli
estremi di C. Diremo infatti che A ∈ Σ(C) è il l’estremo sinistro di C (o il primo estremo)
e B ∈ Σ(C) è l’estremo destro di C (o il secondo estremo) se esiste una parametrizzazione
γ : [a, b]→ C tale che:

γ(a) = A, γ(b) = B, v̂(γ(t)) =
γ′(t)

∥γ′(t)∥
∀t ∈]a, b[.

2.5.5 Definizione. Sia (C, v̂) una curva semplice orientata e sia f⃗ : C → RN una campo

vettoriale continuo. Definiamo l’integrale di seconda specie di f⃗ su C come:∫
(C,v̂)

f⃗ · ds⃗ :=
∫
C

f⃗ · v̂ ds =
∫ b

a

f⃗(γ(t)) · γ′(t) dt

dove γ : [a, b]→ C è una parametrizzazione concorde con v̂. Anche questo integrale è ben
definito a causa della Proposizione (2.4.5).

Anche questo integrale è (in generale) un integrale improprio, a meno che non s possa
trovare una parametrizzazione γ : [a, b]→ C di classe C1([a, b]).
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2.5.6 Definizione. Sia C ⊂ RN . Diciamo che C è una curva regolare a tratti se esistono
C1, . . . Ck curve semplici tali che

1. C = C1 ∪C2 ∪ · · · ∪Ck e Ci ∩Ci+1 ̸= ∅ i = 1, . . . , k− 1 (C si ottiene “incollando” k
curve semplici);

2. se i ̸= j ∈ {1, . . . , k} si ha Ci ∩ Cj ⊂ Σ(Ci) ∩ Σ(Cj) (“lincollamento avviene agli
estremi”);

3. se i, j, h sono diversi tra loro, allora Ci ∩ Cj ∩ Ch = ∅ (non ci sono “punti tripli”).

Se valgono le proprietà sopra diremo che C1, . . . , Ck è una decomposizione di C.
Si vede ottenere abbastanza facilmente che, se C1, . . . , Ck è una decomposizione di

C, esistono k + 1 punti P0, P1, . . . , Pk in RN tali che P1, . . . , Pk sono tra loro distinti e
Σ(Ci) = {Pi−1, Pi}. Inoltre ci sono due possibilità:

(a) P0 ̸= Pi i = 1, . . . , k , (b) P0 = Pk

Se vale la (a) diciamo che C ha come estremi P0 e Pk e scriviamo Σ(C) = {P0, Pk}; se
vale la (b) diciamo che C è una curva chiusa e che Σ(C) = ∅ (C non ha estremi). Si
può dimostrare che la definizione di Σ(C) non dipende dalla decomposizione utilizzata
per descrivere C e quindi Σ(C) è ben definito.

Sia C una curva regolare a tratti e sia P ∈ C. Diciamo che P è un punto regolare
di C se esiste una decomposizione C1, . . . , Ck per C tale che P ∈ Ci \ Σ(Ci), per un i
tra 1 e k. Se P non è regolare diciamo che P è un punto singolare di C. Indichiamo con
Σ∗(C) l’insieme dei punti singolari di C. Notiamo che Σ(C) ⊂ Σ∗(C). Se Σ(C) = Σ∗(C)
dico che C è una curva regolare. Possiamo pensare ai punti di Σ∗(C) diversi dagli estremi
come “agli spigoli” di C.

Se C è una curva regolare a tratti e P /∈ Σ∗(C) è ben definita la retta tangente a C in P ,
che indichiamo al solito con TC(P ). Si può infatti prendere una decomposizione C1, . . . , Ck
di C tale che P ∈ Ci \ Σ(Ci), per un indice i tra 1 e k e definire TC(C) := TCi

(P ). Si
può dimostrare che questa definizione è ben posta in quanto cambiando decomposizione
il risultato non cambia.

Chiameremo curva regolare a tratti orientata una coppia (C, v̂) dove C è una cur-
va regolare a tratti e v̂ è un campo di vettori definito in C \ {P0, P1, . . . , Pk}, dove
P0, P1, . . . , Pk ∈ C, tali che esistono (C1, v̂1), . . . (Ck, v̂k) curve orientate con:

C1 ∪ · · ·Ck è una decomposizione di C e, se i = 1, . . . , k, si ha:

Pi−1 è estremo sinistro di Ci, Pi è estremo destro di Ci, v̂i = v̂|Ci

(notiamo che per parlare di estremo destro o sinistro abbiamo bisogno del verso v̂). Diremo
in questo caso che (C1, v̂1) . . . , (Ck, v̂k) è una decomposizione per (C, v̂).

2.5.7 Definizione. Se C è una curva regolare a tratti e se f : C → R è una funzione
continua, allora si definisce l’integrale di prima specie di f su C come:∫

C

f ds :=
k∑
i=1

∫
Ci

f ds

dove C1, . . . , Ck è una decomposizione per C.
Se (C, v̂) è una curva regolare a tratti orientata e se f⃗ : C → RN è un campo di vettori

continuo, allora si definisce l’integrale di seconda specie di f⃗ su (C, v̂) come:∫
C

f⃗ · ds⃗ :=
k∑
i=1

∫
(Ci,v̂i)

f⃗ · ds⃗
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dove (C1, v̂1) . . . , (Ck, v̂k) è una decomposizione per (C, v̂).
È sottinteso che, data la natura impropria degli integrali sopra, perché l’integrale di

sinistra esista bisogna che esistano tutti gli integrali nella sommatoria a destra. Nel caso
dell’integrale di prima specie, se f ≥ 0 si conviene che gli integrali esistano potendo essere
+∞ (quando uno degli integrali nella sommatoria è divergente). Come al solito si chiama
lunghezza di C l’integrale della funzione 1 su C.

Queste definizioni sono ben poste dato che si può dimostrare che, cambiando la
decomposizione, il risultato non cambia.
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Capitolo 3

Calcolo differenziale

3.1 Derivate parziali e differenziale

In questo paragrafo introdurremo le basi del calcolo differenziale in più variabili. Ci
ambientiamo, almeno inizialmente in spazi vettoriali normati, per avere delle nozioni il
più possibile flessibili. Successivamente passeremo a RN .

Consideriamo dunque due spazi normati X,X1, e indichiamo con ∥ ∥, ∥ ∥1 le rispettive
norme. Siano Ω un sottoinsieme aperto di X e f : Ω→ X1 una funzione.

3.1.1 Definizione (derivata direzionale). Sia x0 ∈ Ω e sia v⃗ ∈ X. Diciamo che f è
derivabile lungo la direzione v⃗ se esiste il limite:

f ′(x0)(v⃗) := lim
t→0

f(x0 + tv⃗)− f(x0)

t
(∈ X1) .

Il vettore f ′(x0)(v⃗), che sta in X1, si chiama derivata direzionale di f lungo v⃗ ( o nella
direzione v⃗). Detto in un altro modo f ′(x0)(v⃗) è la derivata in t = 0 della funzione di una
variabile φ(t) := f(x0 + tv⃗) (cioè della restrizione di f sulla retta per x0 con direzione v⃗
(se v⃗ ̸= 0).

3.1.2 Definizione. Nel caso in cui X = RN chiamiamo derivata parziale i-esima di f in
x0 il limite (se esiste):

∂f

∂xi
(x0) = fxi(x0) = Dif(x0) := lim

h→0

f(x1, . . . , x0,i + h, . . . , xN)− f(x1, . . . , x0,i, . . . , xN)

x− x0,i

cioè la derivata in x = x0,i della funzione x 7→ f(x1, . . . , x, . . . , xN). È facile vedere che:

∂f

∂xi
(x0) = f ′(x0)(êi),

dove êi sono i versori della base canonica di RN .

3.1.3 Osservazione. L’esistenza delle derivate direzionali, anche rispetto a ogni v ∈ RN ,
non è di per sé garanzia di regolarità per la funzione f . Sia f : R2 → R definita da:

f(x, y) :=
xy

x2 + y2
se (x, y) ̸= (0, 0), f(0, 0) := 0.

Questa funzione non è continua come già visto; però:

∂f

∂x
(0, 0) = 0,

∂f

∂y
(0, 0) = 0,

59
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(le restrizioni di f all’asse x e all’asse y sono identicamente nulle). Si noti che nelle
direzioni diverse da ê1 ed ê2 la derivata direzionale non esiste. Infatti se v⃗ = (vx, vy), con
vx ̸= 0 e vy ̸= 0 si ha

φ(t) := f(tvx, tvy) =
vxvy
v2x + v2y

̸= 0 mentre φ(0) := f(0, 0) = 0,

dunque φ non è derivabile on t = 0. Se invece prendiamo

f(x, y) :=
xy2

x2 + y4
se (x, y) ̸= (0, 0), f(0, 0) := 0,

abbiamo φ(t) := f(tvx, tvy) =
tvxv

2
y

v2x + t2v4y
, da cui, con semplice calcoli:

f ′(0, 0)(vx, vy) =
v2y
vx
, se vx ̸= 0; f ′(0, 0)(vx, vy) = 0, se vx = 0.

Dunque in questo caso le derivate direzionali in (0, 0) esistono per ogni direzione v⃗ =
(vx, vy); anche in questo caso sappiamo però che f non è continua in zero. Notiamo che
in questo secondo esempio l’espressione di f ′(0, 0)(v⃗) non è lineare in v⃗ (come si evince
dai calcoli sopra). Se consideriamo un terzo caso:

f(x, y) :=
xy3

x2 + y6
se (x, y) ̸= (0, 0), f(0, 0) := 0

e calcoliamo le derivate direzionali rispetto a v⃗ = (vx, vy) ̸= (0, 0). Troviamo:

f(hvx, hvy)− f(0, 0)
h

=
h4vxv

3
y

h(h2v2x + h6v6y)
=

hvxv
3
y

v2x + h4v6y
→ 0.

(se vx ̸= 0 conta h a numeratore – se vx = 0 la quantità vale 0 per ogni h ̸= 0). Dunque
f ′(0, 0)(v⃗) = 0 per ogni v⃗; anche questa funzione però non è continua come si vede
restrigendola sulla curva γ(t) := (t, t3). In questo caso peraltro f ′(0, 0)(v⃗) è lineare in v⃗.

3.1.4 Definizione (differenziabilità). Diremo che f è differenziabile in x0 ∈ Ω se esiste
una applicazione lineare L : X→ X1 tale che L è continua e:

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− L(x− x0)

∥x− x0∥
= 0. (3.1)

Una tale L viene detta differenziale di f in x0. A rigore dovremmo dire “un” differenziale
perché per quanto ne sappiamo potrebbero esserci più di un L con queste proprietà.
Vedremo subito che L è unico: questo ci autorizza a indicare con df(x0) il differenziale di
f in x0, cioè l’unico L per cui vale la (3.1).

3.1.5 Osservazione. Se X e X1 hanno dimensione finita, la linearità di L implica automa-
ticamente la continuità di L. D’ora in poi supponiamo X e X1 abbiano dimensione
finita e quindi possiamo non chiedere che L sia continua (perché lo è automaticamente).

3.1.6 Proposizione (differenziale e derivate direzionali). Supponiamo che f sia differen-
ziabile in x0 e che L sia un differenziale. Allora per ogni vettore v⃗ ∈ X esiste la derivata
direzionale f ′(x0)(v⃗) e vale

f ′(x0)(v⃗) = Lv⃗.
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Dimostrazione. Se v⃗ = 0 la tesi è ovvia. Suppongo v⃗ ̸= 0. Dalla (3.1), restringendo il
limite alla curva γ(t) = x0 + tv⃗, si ha:

lim
t→0

f(x0 + tv⃗)− f(x0)− L(x0 + tv⃗ − x0)

∥x0 + tv⃗ − x0∥
= lim

t→0

f(x0 + tv⃗)− f(x0)− tL(v⃗)
|t|∥v⃗∥

= 0.

che si vede facilmente essere equivalente a:

lim
t→0

f(x0 + tv⃗)− f(x0)

t
= Lv⃗

Questo prova la tesi.

3.1.7 Osservazione (unicità del differenziale). Dalla precedente proposizione si ricava che
il differenziale è unico (e dunque si può usare la notazione df(x0)). Se infatti ci fossero
due differenziali L e L1 avremmo:

Lv⃗ = L1v⃗ ∀v⃗ ∈ X.

Ma questo significa esattamente che le due applicazioni lineari L ed L1 coincidono.
Dunque la definizione di differenziale si potrebbe anche dare chiedendo che:

• esiste la derivata direzionale f ′(x0)(v⃗) per ogni v⃗ ∈ X;

• f ′(x0)(λv⃗1+µv⃗2) = λf ′(x0)(v⃗1)+µf
′(x0)(v⃗2) per ogni v⃗1, v⃗2 ∈ X, per ogni λ, µ ∈ R;

• si ha

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)

∥x− x0∥
= 0. (3.2)

Nel caso di X = RN questo è anche equivalente a chiedere:

• esiste la derivata parziale
∂f(x0)

∂xi
per ogni i = 1, . . . , N ;

• posto Lv⃗ :=
N∑
i=1

∂f(x0)

∂xi
vi (dove vi sono le componenti di v⃗) si ha:

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− L(x− x0)

∥x− x0∥
= 0. (3.3)

3.1.8 Teorema. Se f è differenziabile in x0, allora è continua in x0.

Dimostrazione. Dalla definizione di differenziale si ottiene:∥∥∥∥f(x)− f(x0)− df(x0)(x− x0)

∥x− x0∥

∥∥∥∥
1

≤ 1 per x ∈ B(x0, ρ)

pur di prendere ρ > 0 sufficientemente piccolo. Allora:

∥f(x)− f(x0)− df(x0)(x− x0)∥1 ≤ ∥x− x0∥ per x ∈ B(x0, ρ)

e quindi:
∥f(x)− f(x0)∥1 ≤ (∥df(x0)∥+ 1)∥x− x0∥ per x ∈ B(x0, ρ).

Se ne ricava che f(x)→ f(x0) per x→ x0.
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3.1.9 Osservazione. L’esistenza del differenziale in x0 si può esprimere:

f(x) = f(x0) + df(x0)(x− x0) +R(x,x0)

dove il “resto” R(x,x0) è o(∥x − x0∥), cioè lim
x→x0

R(x, x0)

∥x− x0∥
= 0. In altri termini “local-

mente” f(x) si comporta come la funzione affine π(x) := f(x0) + df(x0)(x− x0)

3.1.10 Definizione (iperpiano tangente). Se f è differenziabile in x0 chiamiamo iperpiano
tangente al grafico di f l’insieme

Π := {(x,y) ∈ X× X1 :y = f(x0) + df(x0)(x− x0)} ,

cioè il grafico della funzione π(x) introdotta sopra. Nel caso X = RN , X1 = R (funzione a
valori reali) Π è effettivamente un iperpiano di dimensione N in RN+1.

Da ora in poi, se non detto altrimenti, supponiamo X = RN e X1 = RM per N,M ∈ N.

3.1.11 Definizione (matrice jacobiana). Supponiamo che f sia differenziabile in x0. Al-
lora esiste una matriceM×N , che indichiamo con Jf (x0), che rappresenta df(x0) (rispetto
alle basi canoniche B̂N in RN e B̂M in RM – nota che v⃗ = [v⃗]B̂N

perché v⃗ ∈ RN):

df(x0)(v⃗) = Jf (x0) v⃗ ∀v⃗ ∈ RN .

Nella scrittura a destra si intende il prodotto tra matrici – per questo d’ora in poi
scriveremo i vettori di RN come colonne).

Sappiamo che, se 1 ≤ i ≤ M , 1 ≤ j ≤ N , (Jf (x0))i,j = (df(x0)êj)i =

(
∂f

∂xj
(x0)

)
i

=

∂fi
∂xj

(x0), dunque:

Jf (x0) =


∂f1
∂x1

(x0)
∂f1
∂x2

(x0) · · · ∂f1
∂xN

(x0)

...
...

...
∂fM
∂x1

(x0)
∂fM
∂x2

(x0) · · ·
∂fM
∂xN

(x0)


La matrice Jf (x0) si chiama matrice jacobiana di f nel punto x0. Per indicare la matrice
jacobiana di f in x0 useremo anche le notazioni

∂f

∂x
(x0) =

∂(f1, . . . , fM)

∂(x1, . . . , xN)
(x0).

3.1.12 Osservazione. È facile verificare che f è differenziabile in un punto x0 se e solo se
ognuna delle sue componenti fi, i = 1, . . . ,M è differenziabile in x0. Se ciò accade la
matrice Jacobiana di f in x0 ha come righe le matrici Jacobiane delle fi (che sono 1×N).

3.1.13 Definizione (gradiente). Se f : Ω→ R è differenziabile in x0 chiamiamo gradiente
il vettore:

∇f(x0) :=



∂f

∂x1
(x0)

∂f

∂x2
(x0)

...
∂f

∂xN
(x0)


= Jf (x0)

⊺ =
∂f

∂x
(x0)

⊺.
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Il gradiente permette di rappresentare il differenziale df(x0) mediante il prodotto scalare
(canonico): df(x0)v⃗ = ∇f(x0) · v⃗. Possiamo allora riscrivere la differenziabilità come:

f(x) = f(x0) +∇f(x0) · (x− x0) + o(∥x− x0∥)

3.1.14 Osservazione. Supponiamo f : Ω→ R differenziabile in x0 e ∇f(x0) ̸= 0. Poniamo

v̂ :=
∇f(x0)

∥∇f(x0)∥
. Allora ∥v̂∥ = 1 e

f ′(x0)(v̂) = ∇f(x0) · v̂ = ∇f(x0) ·
∇f(x0)

∥∇f(x0)∥
= ∥∇f(x0)∥.

Peraltro, usando Schwartz, se ∥v⃗∥ = 1 si ha:

f ′(x0)(v⃗) = ∇f(x0) · v⃗ ≤ ∥∇f(x0)∥∥v⃗∥ = ∥∇f(x0)∥.

Dunque il gradiente individua la direzione v̂ rispetto a cui la derivata direzionale è massima
(tra i vettori di norma 1) e la sua norma è proprio il valore massimo di tali derivate
direzionali:

∥∇f(x0)∥ = max
∥v⃗∥=1

f ′(x0)(v⃗) = f ′(x0)

(
∇f(x0)

∥∇f(x0)∥

)
.

3.1.15 Osservazione (curve). Consideriamo il caso in cui la dimensione in partenza sia
N = 1. Consideriamo dunque una curva γ : I → RM , I intervallo aperto e t0 ∈ I. Allora
la differenziabilità di γ in t0 equivale a dire che esiste un vettore w⃗ ∈ RM tale che:

γ(t)− γ(t0)− w⃗(t− t0)
|t− t0|

→ 0⇔ γ(t)− γ(t0)− w⃗(t− t0)
t− t0

→ 0⇔ lim
t→t0

γ(t)− γ(t0)

t− t0
= w⃗.

Dunque nel caso N = 1 la differenziabilità equivale alla derivabilità. Più precisamente γ
è differenziabile in t0 se e solo se γ è derivabile in t0 e dγ(t0)t = γ ′(t0)t per ogni t ∈ R.

3.1.16 Esempio (∗). Sia X = {f : [0, 1]→ R : f è continua }. È chiaro che X è uno
spazio lineare. Definiamo un prodotto scalare in X ponendo

f · g :=
∫ 1

0

f(x) g(x) dx

(si verifica facilmente che l’espressione sopra è bilineare, simmetrica e positiva). Con
questo prodotto scalare risulta definita la norma:

∥f∥ :=

√∫ 1

0

f(x)2 dx.

Fissiamo una a0 ∈ X e consideriamo la seguente funzione F : X→ R:

F (f) :=

∫ 1

0

a0(x)f(x)
2 dx.

F è una funzione che ha come argomento delle funzioni (spesso si dice che F è un funzio-
nale). Ha senso chiederci se F è differenziabile in un punto f0 ∈ X. Fissiamo una funzione
δ ∈ X e vediamo se esiste la derivata direzionale F ′(f0)(δ). Si ha:

F (f0 + hδ)− F (f0)
h

=
1

h

∫ 1

0

a0(x)
[
(f0(x) + hδ(x))2 − f0(x)2

]
dx =

1

h

∫ 1

0

a0(x)
[
2hf0(x)δ(x) + h2δ(x)2

]
dx = 2

∫ 1

0

a0(x)f0(x)δ(x) dx+ h

∫ 1

0

a0(x)δ(x)
2 dx.
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Facendo tendere h a zero si ottiene:

F ′(f0)(δ) = 2

∫ 1

0

a0(x)f0(x)δ(x) dx = 2(a0f0) · δ.

È chiaro che δ 7→ 2(a0f0) · δ è lineare e (per Schwartz) continuo. Inoltre:∣∣∣∣F (f)− F (f0)− F ′(f0)(f − f0)
∥f − f0∥

∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣
∫ 1

0
a0(x)[f(x)

2 − f0(x)2 − 2f0(x)(f(x)− f0(x))] dx
∥f − f0∥

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣
∫ 1

0
a0(x)[f(x)− f0(x)]2 dx

∥f − f0∥

∣∣∣∣∣ ≤ max
0≤x≤1

|a0(x)|
∫ 1

0
[f(x)− f0(x)]2 dx
∥f − f0∥

=

max
0≤x≤1

|a0(x)|∥f − f0∥
f→f0−−−→ 0.

Ne segue che F è differenziabile in f0 e il differenziale dF (f0) è definito da:

dF (f0)δ = 2

∫ 1

0

a0(x)f0(x)δ(x) dx = (2a0f0) · δ.

La formula sopra dice anche che il gradiente di F in f0 è w := 2a0f0 (w ∈ X!).
Questo esempio è alla base di molte applicazioni avanzate. In realtà ci sono alcuni

problemi dovuti al fatto che lo spazio X, con la norma indotta dal prodotto scalare sopra
indicato, non è completo.

3.1.17 Teorema (del differenziale totale). Siano Ω ⊂ RN un aperto, x0 ∈ RN e sia

f : Ω → RM . Supponiamo che esistano le derivate parziali
∂f

∂xj
(x), j = 1, . . . .N , per

tutte le x di Ω (basterebbero le x di un opportuno disco B(x0, ρ)). Se tutte queste derivate
parziali sono continue in x0 allora f è differenziabile in x0.

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione nel caso N = 2, M = 1. Cambiamo un po’ la
notazione indicando con (x, y) e (x0, y0) i vari punti. Quello che dobbiamo dimostrare è:

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)− f(x0, y0)−
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0)−

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0)

∥(x− x0, y − y0)∥
= 0

Prendiamo (x, y) abbastanza vicino a (x0, y0) in modo che il rettangolo di base [x0, x] e
altezza [y0, y] sia contenuto in Ω (che è aperto). Allora (vedi anche la figura):

f(x, y0)− f(x0, y0) =
∂f

∂x
(ξ(x), y0)(x− x0)

per un opportuno ξ(x, y0) compreso tra x0 e x: si è usato il teorema di Lagrange rispetto
alla variabile x tenendo y = y0 fissa. Analogamente

f(x, y)− f(x, y0) =
∂f

∂y
(x, η(x, y))(y − y0)

con η(x, y) compreso tra y0 e y. Sommando le due relazioni otteniamo:

∆(x, y) :=

f(x, y)− f(x0, y0)−
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0)−

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0)

∥(x− x0, y − y0)∥
=(

∂f

∂x
(ξ(x, y0), y0)−

∂f

∂x
(x0, y0)

)
(x− x0) +

(
∂f

∂y
(x, η(x, y))− ∂f

∂y
(x0, y0)

)
(y − y0)

∥(x− x0, y − y0)∥
.
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Applicando Schwartz:

|∆(x, y)| ≤

√(
∂f

∂x
(ξ(x, y0), y0)−

∂f

∂x
(x0, y0)

)2

+

(
∂f

∂y
(x, η(x, y))− ∂f

∂y
(x0, y0)

)2

e quest’ultima quantità tende a zero per ipotesi, quando (x, y)→ (x0, y0), dato che:

ξ(x, y0)→ x0, η(x, y)→ y0 se (x, y)→ (x0, y0).

3.1.18 Teorema (calculus). Siano Ω un aperto di RN e x0 ∈ RN . Valgono i seguenti
risultati.

• Se f ,g : Ω→ RM sono differenziabili in x0 e λ, µ ∈ R, anche λf+µg è differenziabile
in x0 e si ha d(λf + µg)(x0) = λdf(x0) + µdg(x0). In termini di matrici jacobiane:
Jλf+µg(x0) = λJf (x0) + µJg(x0) oppure

∂(λf + µg)

∂x
(x0) = λ

∂f

∂x
(x0) + µ

∂g

∂x
(x0).

• Se f : Ω → R, g : Ω → RM sono differenziabili in x0, anche fg è differenziabile in
x0 e si ha d(fg)(x0)v⃗ = (df(x0)v⃗)g(x0) + f(x0)(dg(x0)v⃗). In termini di matrici
jacobiane: Jfg(x0) = Jf (x0)⊗g(x0)+f(x0)Jg(x0) (intendiamo qui che (v⃗⊗ w⃗)i,j =
vjwi dove v⃗ è 1×N e w⃗ è M × 1, e quindi v⃗ ⊗ w⃗ è M ×N). Se M = 1 si ha (la
formula più comprensibile) ∇(fg)(x0) = g(x0)∇f(x0) + f(x0)∇g(x0).

• Se f ,g : Ω→ RM sono differenziabili in x0, anche f ·g è differenziabile in x0 e si ha
d(f ·g)(x0)(v⃗) = df(x0)(v⃗)·g(x0)+f(x0)·dg(x0)(v⃗). In termini di matrici jacobiane:
Jf ·g(x0) = g(x0)

T Jf (x0) + f(x0)
T Jg(x0) e in termini di gradienti: ∇(f · g)(x0) =

Jf (x0)
T g(x0) + Jg(x0)

T f(x0)

Dimostrazione. Dimostriamo solo la formula sul prodotto scalare (le altre sono simili).
Dalle ipotesi sappiamo che:

f(x0 + v⃗) = f(x0) + df(x0)v⃗ +Rf (v⃗), g(x0 + v⃗) = g(x0) + dg(x0)v⃗ +Rg(v⃗),

dove

lim
v⃗→0

Rf (v⃗)

∥v⃗∥
= 0, lim

v⃗→0

Rg(v⃗)

∥v⃗∥
= 0.

Facendo il prodotto scalare:

f(x0 + v⃗) · g(x0 + v⃗) = (f(x0) + df(x0)v⃗ +Rf (v⃗)) · (g(x0) + dg(x0)v⃗ +Rg(v⃗)) =

f(x0) · g(x0) + f(x0) · dg(x0)v⃗ + df(x0)v⃗ · g(x0) + df(x0)v⃗ · dg(x0)v⃗+

Rf (v⃗) · (g(x0) + dg(x0)v⃗ +Rg(v⃗)) + (f(x0) + df(x0)v⃗ +Rf (v⃗)) ·Rg(v⃗) =

f(x0) · g(x0) + f(x0) · dg(x0)v⃗ + df(x0)v⃗ · g(x0) +R(v⃗),
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dove in R(v⃗) tiene conto di tutti i termini dopo i primi tre e si vede che

lim
v⃗→0

R(v⃗)

∥v⃗∥
= 0.

Dunque d(f ·g)(x0)v⃗ = df(x0)v⃗ ·g(x0)+f(x0) ·dg(x0)v⃗ = g(x0) ·df(x0)v⃗+f(x0) ·dg(x0)v⃗.
In termini di matrici Jacobiane:

Jf ·g(x0)v⃗ = g(x0)
T Jf (x0)v⃗ + f(x0)

T Jg(x0)v⃗,

da cui l’espressione di Jf ·g(x0). Per il gradiente basta passare ai trasposti.

3.1.19 Teorema (di composizione). Se f : Ω → RM è differenziabile in x0 ∈ Ω, se
g : Ω1 → RK è differenziabile in y0 = f(x0) ∈ Ω1, Ω1 aperto in RM , allora g ◦ f : Ω→ RK

è differenziabile in x0 e si ha d(g◦f)(x0) = dg(y0)◦df(x0). In termini di matrici jacobiane
lo jacobiano della composizione è il prodotto degli jacobiani: Jg◦f (x0) = Jg(y0)Jf (x0):

∂(g ◦ f)
∂x

(x0) =
∂g

∂y
(y0) ·

∂f

∂x
(x0).

Dimostrazione. Per ipotesi si ha:

g(y) = g(y0) + dg(y0)(y − y0) +Rg(y,y0)∥y − y0∥,
f(x) = f(x0) + df(x0)(x− x0) +Rf (x,x0)∥x− x0∥.

dove
lim
x→x0

Rf (x,x0) = 0, lim
y→y0

Rg(y,y0) = 0.

Combinando le due e usando y = f(x), y0 = f(x0):

g(f(x)) = f(g(x0)) + dg(y0)(df(x0)(x− x0) +Rf (x,x0)∥x− x0∥)+
Rg(f(x), f(x0))∥df(x0)(x− x0) +Rf (x,x0)∥x− x0∥∥ =

f(g(x0)) + dg(y0)df(x0)(x− x0) +R(x,x0)

dove:

R(x,x0) = dg(y0)Rf (x,x0)∥x−x0∥+Rg(f(x), f(x0))∥df(x0)(x−x0)+Rf (x,x0)∥x−x0∥∥

e quindi:

∥R(x,x0)∥ ≤
(
∥dg(y0)∥∥Rf (x,x0)∥+∥Rg(f(x), f(x0))∥(∥df(x0)∥+∥Rf (x,x0)∥)

)
∥x−x0∥

da cui si vede che
R(x,x0)

∥x− x0∥
→ 0 e quindi la tesi è dimostrata.

3.1.20 Osservazione. La formula di composizione è particolarmente espressiva in termini
dei differenziali ( o delle matrici jacobiane ). Possiamo tradurre questa formula in termini
di derivate parziali. Dato che:

(Jg◦f (x0))i,j =
M∑
k=1

(Jg(y0))i,k (Jf (x0))k,j =
M∑
k=1

∂gi
∂yk

(y0)
∂fk
∂xj

(x0),

si ha:
∂gi(f(x))

∂xj
(x0) =

M∑
k=1

∂gi
∂yk

(y0)
∂fk
∂xj

(x0) i = 1, . . . , K, = 1, . . . , N, (3.4)

(che non è una formula immediatamente intuitiva).
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3.1.21 Osservazione. Supponiamo che f : Ω → R sia differenziabile e che γ : [a, b] → Ω
sia una curva derivabile. Allora applicando la formula sulla derivata della composizione:

d

dt
f(γ(t))

∣∣∣∣
t=t0

=
N∑
i=1

∂f(γ(t0))

∂xi
γ ′
i(t0) = ∇f(γ(t0)) · γ ′(t0). (3.5)

Supponiamo che γ sia una curva di livello e cioè che f sia costante su γ: f(γ(t)) = C ∈ R
per ogni t ∈ [a, b]. Allora (f ◦ γ)′ = 0, da cui ∇f è ortogonale alle curve di livello.

3.1.22 Esempio. Sia p ≥ 1 e consideriamo gp(x) := ∥x∥p, definita per x ∈ RN . Se p > 1
la gp è differenziabile in ogni x e si ha:

∂gp
∂x

(x) = p∥x∥p−2x⊺ ⇔ ∇gp(x) = p∥x∥p−2x ∀x

(ricordiamo che il gradiente è il trasposto dello Jacobiano). Nel caso p = 1 il risultato è
vero per le x ̸= 0 (e ∇g1(x) = x/∥x∥).

Infatti gp(x) =

(
N∑
i=1

x2i

) p
2

da cui
∂gp
∂xi

(x) =
p

2

(
N∑
i=1

x2i

) p
2
−1

2xi = p∥x∥p−2xi. Questa

espressione è continua (nelle x ̸= 0 quando p = 1) e quindi la tesi segue dal teorema
del differenziale totale. Prendiamo ora f : Ω → RM differenziabile e sia h(x) := ∥f(x)∥p.
Allora h è diffenziabile in ogni x (tale che f(x) ̸= 0 se p = 1) e si ha:

∂h

∂x
(x) =

∂(gp ◦ f)
∂x

(x) =
∂gp
∂y

(f(x))
∂f

∂x
(x) = p∥f(x)∥p−2f(x)⊺ · ∂f

∂x
(x).

che (passando al trasposto) ci dice:

∇h(x) = p∥f(x)∥p−2

(
∂f

∂x
(x)

)⊺

f(x). (3.6)

Notiamo che per p = 2 si ritrova ∇(f · f)(x) = ∇∥f∥2(x) = 2Jf (x)
⊺f(x).

3.1.23 Esempio. Se f(x, y) = x2 + 4y2. Per C ∈ R consideriamo “l’insieme di livello”
{f = C} := {(x, y) : f(x, y) = C}. Allora:

{f = C} =


∅ se C < 0,

{0} se C = 0,

ellisse di semiassi
√
C e

√
C

2
se C > 0.

Prendiamo C > 0. Una curva che viaggia in {f = C} è data da:

γ(t) :=

(
cos(t),

1

2
sin(t)

)
0 ≤ t ≤ 2π.

Tale γ è derivabile e

γ ′(t) =

(
− sin(t),

1

2
cos(t)

)
.

Possiamo interpretare γ ′(t) come un vettore tangente alla γ e quindi a {f = C} nel punto
γ(t). Questo ci dice che, se (x, y) ∈ {f = C} allora il vettore v⃗(x, y) :=

(
−2y, x

2

)
è

tangente a {f = C} nel punto (x, y). Calcoliamo il gradiente di f . Si ha:

∇f(x, y) = (2x, 8y).

Se ora calcoliamo ∇f(x, y) · v⃗(x, y) troviamo effettivamente 2x(−2y) + 8y(x/2) = 0.
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3.1.24 Definizione (connessione). Diciamo che l’aperto Ω è connesso se per ogni coppia
di punti x1 e x2 in Ω esiste una curva continua in Ω che li congiunge: esiste γ : [a, b]→ Ω,
γ continua, γ(a) = x1 e γ(b) = x2.

Si può dimostrare la seguente proprietà.

3.1.25 Proposizione. Se Ω è connesso allora per ogni coppia di punti x1 e x2 in Ω esiste
una curva C1 in Ω che li congiunge: esiste γ : [a, b] → Ω, γ è derivabile, γ ′ è continua,
γ(a) = x1 e γ(b) = x2.

3.1.26 Teorema. Supponiamo che Ω sia connesso e che f : Ω → R abbia gradiente
identicamente nullo: ∇f(x) = 0 ∀x ∈ Ω. Allora f è costante in Ω.

Dimostrazione. Fissiamo x0 in Ω. Dato un qualunque altro punto x consideriamo γ :
[a, b]→ Ω di classe C1 che congiunga x0 a x. Si ha

d

dt
f(γ(t)) = ∇f(γ(t)) · γ ′(t) = 0 ∀t ∈]a, b[.

Dunque, per i risultati in una variabile, f(γ(t)) è costante su [a, b]. In particolare:

f(x) = f(γ(b)) = f(γ(a)) = f(x0).

Dato che questo vale per ogni x in Ω si ha la tesi.

Anche se non c’entra con la differenziabilità concludiamo con l’equivalente multidi-
mensionale del teorema degli zeri (che è legato alla connessione)

3.1.27 Teorema (Teorema degli Zeri). Se Ω è un aperto connesso, x1,x2 ∈ Ω e f : Ω→ R
è una funzione continua tale che f(x1) < 0, f(x2) > 0, allora esiste un punto x ∈ Ω tale
che f(x) = 0. Si può in realtà dire di più. Poniamo Z := {x ∈ Ω}: allora per ogni curva
continua γ : [a, b]→ Ω con γ(a) = x1 e γ(b) = x2 deve esistere t ∈]a, b[ tale che γ(t) ∈ Z.
Dimostrazione. Se γ è come sopra, posto φ := f ◦ γ si ha che φ : [a, b] → R è continua,
φ(a) < 0 e φ(b) > 0. Applicando il Teorema degli Zeri unidimensionale si trova t ∈ [a, b]
tale che φ(t) = 0, cioè γ(t) ∈ Z.

3.2 Derivate seconde e successive

Consideriamo sempre Ω ⊂ RN aperto x0 ∈ Ω e f : Ω→ RM .
Ricordiamo che L(RN ,RM) indica le applicazioni lineari da RN a RM e che in L(RN ,RN)

è definita la norma ∥L∥ := sup
∥x∥=1

∥Lx∥.

3.2.1 Definizione (derivate direzionali seconde). Siano v,w ∈ RN . Diciamo che f è
derivabile due volte nel punto x0 lungo (w,v) se esiste f ′(x)(v) per le x vicine a x0 e se
gv(x) := f ′(x)(v) è derivabile a sua volta in x0 nella direzione w. Poniamo:

f ′′(x0)(w,v) := g′
v(x0)(w) = lim

h→0

f ′(x0 + hw)(v)− f ′(x0)(v)

h

detto derivata direzionale seconda lungo (w,v).
Analogamente a quanto fatto per le derivate parziali prime introduciamo derivate

parziali di secondo ordine. Se i = 1, . . . ,M e j = 1, . . . , N chiamiamo derivata parziale
seconda in x0 rispetto a xi e xj la derivata parziale rispetto a xi, in x = x0, della derivata

parziale di f rispetto a xj :
∂2f

∂xi∂xj
(x0) :=

(
∂

∂xi

∂f

xj

)
(x0). È facile verificare che

∂2f

∂xi∂xj
(x0) = f ′′(x0)(êi, êj).
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3.2.2 Definizione (differenziale secondo). Se supponiamo f differenziabile in tutto Ω
risulta definita l’applicazione: df : Ω → L(RN ,RM). Dato che L(RN ,RM) è uno spazio
normato ha senso considerare le derivate direzionali e il differenziale di df nel punto x0. Se
d(df)(x0) esiste lo chiamiamo differenziale secondo di f in x0 e lo indichiamo con d2f(x0).
Quando esiste il differenziale secondo diremo che f è due volte differenziabile in x0.

Dunque d2f(x0) : RN → L(RN ,RM) ed è lineare (cioè d2f(x0) ∈ L(RN ,L(RN ,RM)).
Allora dati v,w ∈ RN ha senso calcolare (df)(x0)(v) ∈ L(RN ,RM) e applicarlo a un w. Il
risultato è lineare sia in v che in w per cui il differenziale secondo in un punto x0 si può
pensare come un’applicazione bilineare scrivendo:

d2f(x0)(w,v) = (d2f(x0)(v))(w).

3.2.3 Proposizione. Se f : Ω→ RM è differenziabile due volte in xo ∈ Ω, si ha:

f ′′(x0)(w,v) = d2f(x0)(w,v). (3.7)

Dimostrazione. (∗) Dato un vettore v ∈ RN , la derivata direzionale di df in x0 lungo v,
cioè (df)′(x0)(v) è un oggetto in L(RN ,RM) e per ogni w si ha:

((df)′(x0)(v))(w) = lim
t→0

(
df(x0 + tv)− df(x0)

t

)
(w) =

lim
t→0

df(x0 + tv)(w)− df(x0)(w)

t
= lim

t→0

f ′(x0 + tv)(w)− f ′(x0)(w)

t
= f ′′(w,v).

Dunque applicando le proprietà del differenziale:

d2f(x0)(w,v) = (d(df)(x0)(v))(w) = ((df)′(x0)(v))(w) = f ′′(x0)(w,v) ∀v,w ∈ RN .

In definitiva abbiamo trovato la formula (3.7)

Il seguente teorema è conseguenza del Teorema del differenziale totale.

3.2.4 Teorema (del differenziale totale per le derivate seconde). Se le derivate seconde
∂2f

∂xi∂xj
(x) (i, j = 1, . . . , N) esistono per tutte le x vicine a x0 e sono continue in x0,

allora f è due volte differenziabile in x0 e vale la formula:

d2f(x0)(w,v) = f ′′(x0)(w,v) =
N∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x0)wivj ∀w,v ∈ RN .

3.2.5 Definizione. Indichiamo con C2(Ω) l’insieme delle funzioni aventi derivate seconde
continue in tutto Ω. Chiaramente le funzioni in C2(Ω) ammettono differenziale primo e
secondo continui in Ω.

3.2.6 Esempio. Prendiamo la funzione f : R2 → R definita da:

f(x, y) :=


xy(x2 − y2)
x2 + y2

se (x, y) ̸= (0, 0).

0 se (x, y) = (0, 0).

Con qualche calcolo si vede che, per (x, y) ̸= (0, 0) si ha:

∂f

∂x
(x, y) =

y(x4 + 4x2y2 − y4)
(x2 + y2)2

,
∂f

∂y
(x, y) =

x(x4 − 4x2y2 − y4)
(x2 + y2)2

.
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mentre è chiaro che le derivate parziali in zero sono entrambe nulle. Si può anche verificare
che le derivate parziali prime sono continue in ogni punto.

Prendiamo due vettori v⃗ =

(
vx
vy

)
e w⃗ =

(
wx
wy

)
e vediamo se esiste la derivata di-

rezionale f ′′(0, 0)(v⃗, w⃗). Se (x, y) ̸= (0, 0), per quanto detto sopra sappiamo che f è
differenziabile e che:

f ′(x, y)(w⃗) = ∇f(x, y) · w⃗ =
∂f

∂x
(x, y)wx +

∂f

∂y
(x, y)wy =

y(x4 + 4x2y2 − y4)
(x2 + y2)2

wx +
x(x4 − 4x2y2 − y4)

(x2 + y2)2
wy.

Inoltre, sempre per quanto detto prima, si ha f ′(0, 0)(w⃗) = 0. Dato t ∈ R consideriamo
φ(t) := f ′(tv⃗)(w⃗). Se t ̸= 0, per i calcoli sopra, si ha:

φ(t) = t

(
vy(v

4
x + 4v2xv

2
y − v4y)

(v2x + v2y)
2

wx +
vx(v

4
x − 4v2xv

2
y − v4y)

(v2x + v2y)
2

wy

)
ed è chiaro che la formula vale anche in t = 0. Dunque:

f ′′(0, 0)(v⃗, w⃗) = φ′(0) =
vy(v

4
x + 4v2xv

2
y − v4y)

(v2x + v2y)
2

wx +
vx(v

4
x − 4v2xv

2
y − v4y)

(v2x + v2y)
2

wy.

Questo mostra che f non è differenziabile due volte nell’origine, dato che f ′′(0, 0)(v⃗, w⃗)
non è bilineare in (v⃗, w⃗) (dato che non è lineare in v⃗). Dalla formula sopra:

∂

∂x

∂

∂y
f(0, 0) = f ′′(0, 0)(ê1, ê2) = 1,

∂

∂y

∂

∂x
f(0, 0) = f ′′(0, 0)(ê2, ê1) = −1.

Quindi cambiando l’ordine di derivazione il risultato cambia.

3.2.7 Teorema (di Schwartz). Se f ammette derivate parziali seconde per tutte le x vicine
a x0 e queste sono continue in x0 allora:

∂2f

∂xi∂xj
(x0) =

∂2f

∂xj∂xi
(x0) i, j = 1, . . . , N,

dunque le derivate seconde miste non dipendono dall’ordine con cui si fanno le derivate.

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione nel caso N = 2. Consideriamo la funzione
(definita in un intorno di (x0, y0):

∆(x, y) := f(x, y)− f(x0, y)− f(x, y0) + f(x0, y0).

Se poniamo anche Φx(y) := f(x, y) − f(x0, y) (dove x è considerato un parametro)
possiamo scrivere:

∆(x, y) = Φx(y)− Φx(y0) = Φ′
x(η)(y − y0)

per un opportuno η = η(x, y) tra y0 e y (uso Lagrange). Calcolando Φ′
x:

∆(x, y) =

(
∂f

∂y
(x, η)− ∂f

∂y
(x0, η)

)
(y − y0) =

∂

∂x

∂f

∂y
(ξ, η)(x− x0)(y − y0)
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per un opportuno ξ = ξ(x, y) tra x0 e x (riapplico Lagrange a x 7→ ∂f

∂y
(x, η)). Questo

procedimento si può ripetere invertendo x e y (cominciando con lo scrivere ∆(x, y) =
Ψy(x)−Ψy(x0) dove Ψy(x) = f(x, y)− f(x, y0) e facendo gli stessi calcoli). Si trova:

∆(x, y) =
∂

∂y

∂f

∂x
(ξ′, η′)(y − y0)(x− x0).

con ξ′ = ξ′(x, y) compreso tra x0 e x e η′ = η′(x, y) compreso tra y0 e y. Eguagliando e
semplificando (x− x0)(y − y0) troviamo:

∂

∂x

∂f

∂y
(ξ, η) =

∂

∂y

∂f

∂x
(ξ′, η′)

A questo punto facciamo tendere (x, y)→ (x0, y0): notiamo che i punti passano al limite:

(ξ(x, y), η(x, y))→ (x0, y0); (ξ′(x, y), η′(x, y))→ (x0, y0)

(per come sono stati costruiti) e allora, per la continuità delle derivate seconde:

∂

∂x

∂f

∂y
(ξ, η)→ ∂

∂x

∂f

∂y
(x0, y0),

∂

∂y

∂f

∂x
(ξ′, η′)→ ∂

∂y

∂f

∂x
(x0, y0).

Dato che l’eguaglianza passa al limite:
∂

∂x

∂f

∂y
(x0, y0) =

∂

∂y

∂f

∂x
(x0, y0).

3.2.8 Definizione (matrice Hessiana). Sia f : Ω→ R di classe C2(Ω). Poniamo

Hf (x0) :=



∂2f

∂x1∂x1
(x0)

∂2f

∂x1∂x2
(x0) · · ·

∂2f

∂x1∂xN
(x0)

∂2f

∂x2∂x1
(x0)

∂2f

∂x2∂x2
(x0) · · ·

∂2f

∂x2∂xN
(x0)

...
...

...
...

∂2f

∂xN∂x1
(x0)

∂2f

∂xN∂x2
(x0) · · ·

∂2f

∂xN∂xN
(x0)


La matrice quadrata N ×N cos̀ı introdotta si chiama matrice Hessiana o Hessiano di f
nel punto x0 ed è una matrice simmetrica. Si ha:

f ′′(x0)(w,v) = w⊺Hf (x0)v ∀v,w ∈ RN . (3.8)

Infatti per definizione di Hf si ha ê⊺
i Hf (x0) êj =

∂2f

∂xi∂xj
(x0) = f ′′(x0)(ê, ê). Scrivendo

v =
N∑
i=1

viêi, w =
N∑
j=1

wjêj, per la bilinearità di (v,w) 7→ f ′′(x0)(v,w) si ha la (3.8).

Il fatto di prendere f a valori reali fa s̀ı che gli elementi di questa matrice siano numeri
reali (se f fosse a valori in RM gli elementi di Hf (x0) sarebbero vettori di RM). Questo
caso si può comunque recuperare ragionando sulle singole componenti di f .

3.2.9 Definizione (derivate successive). La costruzione fatta per le derivate seconde si
può iterare definendo le derivate direzionali (parziali) n-esime e i differenziali n-esimi.
Senza entrare troppo nei dettagli possiamo dire che, dati v1,v2, . . . ,vn possiamo definire
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f (n)(x0)(v1,v2, . . . ,vn) derivando f nella direzione vn, poi f
′(vn) nella direzione vn−1, poi

f ′′(vn−1, vn) nella direzione vn−2 e cos̀ı via. Nel caso i cui le direzioni siano scelte tra i
vettori della base canonica abbiamo le derivate parziali:

∂nf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xin
(x0) := f (n)(x0)(êi1 , êi2 , . . . , êin).

Se le derivate partiali esistono nell’intorno di x0 e sono continue in x0 allora:

f (n)(x0)(v1,v2, . . . ,vn) = dnf(x0)(v1,v2, . . . ,vn) ∀v1,v2, . . . ,vn ∈ RN

dove il differenziale n-esimo di f in x0 è un’applicazione n-lineare simmetrica: dnf(x0) :
RN × RM × · · · × RN︸ ︷︷ ︸

n fattori

→ R è lineare rispetto a ogni variabile e se i, j = 1, . . . , n:

dnf(x0)(v1, . . . ,vi, . . . ,vj, . . . ,vn) = dnf(x0)(v1, . . . ,vj, . . . ,vi, . . . ,vn).

3.2.10 Definizione. Definiamo l’insieme Cn(Ω;RM) come l’insieme delle funzioni f :
Ω → RM che hanno derivate partiali fino all’n-sima continue in Ω. Se M = 1 scriviamo
semplicemente Cn(Ω). Se f ∈ Cn(Ω;RM) diremo che f è di classe Cn su Ω.

Introduciamo anche Cn(Ω̄;RM) come l’insieme delle funzioni f di classe Cn(Ω;RM) le
cui derivate partiali fino all’n-sima si estendono a delle funzioni continue su tutto Ω̄.
Anche qui conveniamo che Cn(Ω̄) := Cn(Ω̄;R). Per esempio f(x) =

√
x è in C1(]0, 1[) ma

non in C1([0, 1]).
Ricordiamo anche che, se A ⊂ RN C0(A;RM) indica le funzioni continue da A a valori

in RM (C0(A) := C0(A;R)).

3.2.11 Osservazione. Notiamo che, se f ∈ Cn(Ω;RM), l’espressione

∂nf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xin
(x0)

si scrive di solito mettendo in ordine crescente le direzioni di derivazione e raggruppando
quelle rispetto alla medesima direzione, cioè:

∂nf

∂xm1
1 ∂xm2

2 · · · ∂x
mN
N

(x0) dove m1 + · · ·+mN = n

(con la convenzione che semi = 0 non c’è la derivata nella direzione i-esima). Per esempio:

invece di
∂4f

∂z∂x∂y∂x
si scrive

∂4f

∂x2∂y∂z
.

3.2.12 Osservazione. Se f ∈ Cn(Ω;RM), x0 ∈ Ω e v1, . . . ,vn ∈ RN , allora:

f (n)(x0)(v1,v2, · · · ,vn) =
N∑
i1=1

N∑
i2=1

· · ·
N∑

in=1

∂nf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xin
(x0)v1,i1v2,i2 · · · vn,in (3.9)

Infatti se i vi sono vettori della base la formula la formula è vera – nel caso generale si
usa la n-linearità.

3.2.13 Notazione. Conveniamo di scrivere f (n)(x0)(v
n) per indicare f (n)(x0)(v,v, . . . ,v).

Se per esempio M = 1 e n = 2 si ha:

f ′′(x0)(v
2) = v⊺Hf (x0)v

che è una forma quadratica.
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3.2.14 Osservazione. Dati x0 ∈ Ω e v ∈ RN , posto φv(t) := f(x0 + tv) si ha:

φ(n)
v (t) = f (n)(x0 + tv)(vn).

In particolare f (n)(x0)(v
n) = φ

(n)
v (0). Lo mostriamo nel caso n = 2. Notiamo che:

f ′(x0 + tv)(v) = lim
h→0

f((x0 + tv) + hv)− f(x0 + tv)

h
=

lim
h→0

f(x0 + (t+ h)v)− f(x0 + tv)

h
= lim

h→0

φ(t+ h)− φ(t)
h

= φ′(t).

Ripetendo lo stesso ragionamento:

f ′′(x0 + tv)(v2) := f ′′(x0 + tv)(v,v) = lim
h→0

f ′((x0 + tv) + hv)− f ′(x0 + tv)

h
=

lim
h→0

f ′(x0 + (t+ h)v)− f ′(x0 + tv)

h
= lim

h→0

φ′(t+ h)− φ′(t)

h
= φ′′t).

3.2.15 Definizione. Chiamiamo multiindice di ordine N (o N-multiindice) una N -upla
di interi α = (α1, α2, . . . , αN) con αh ≥ 0. Sia α un N -multiindice. Chiamiamo lunghezza
o modulo di α il numero |α| e fattoriale di α il numero α! definiti da:

|α| := α1 + α2 + · · ·+ αN , α! := α1!α2! · · ·αN !.

Dato un vettore v di RN definiamo anche la potenza α-esima di v:

vα := vα1
1 vα2

2 · · · v
αN
N

Se infine n = |α| e se f è una funzione di classe Cn definiamo la derivata α-esima di f :

Dαf :=
∂nf

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂x

αN
N

(convenendo che quando αi = 0 non c’è ∂xi a denominatore).

3.2.16 Osservazione. La notazione con i multiindici permette di esprimere in maniera
concisa molte formule complicate (vedremo fra poco la formula di Taylor in più variabili).
Un esempio è la generalizzazione della formula del binomio di Newton. Se N, k ∈ N,
x = (x1, . . . , xN) ∈ RN si ha:

(x1 + · · ·+ xN)
k =

(
N∑
i=1

xi

)k

=
∑
|α|=k

k!

α!
xα.

(naturalmente ne omettiamo la dimostrazione). L’espressione
|α|
α!

si chiama coefficiente

multinomiale associato a α. Notiamo che il binomiale

(
n

m

)
altro non è che il multinomiale

associato ad α = (m,n−m).

3.2.17 Proposizione. Se f ∈ Cn(Ω;RM), x0 ∈ Ω e v ∈ RN si ha:

f (n)(x0)v
n =

∑
|α|=n

n!

α!
Dαf(x0)v

α. (3.10)
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Idea di dimostrazione. Si usa la formula (3.9) con v1 = v2 = · · · = vk = v e si usa il
calcolo combinatorio per raggruppare i termini eguali nella sommatoria di destra. Vediamo
come funziona la cosa nel caso della derivata terza con M = 1, N = 3. La (3.9) ci dice:

f ′′′(x0)v
3 =

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

∂3f(x0)

∂xi∂xj∂xk
vivjvk =

∂3f(x0)

∂x1∂x1∂x1
v1v1v1 +

∂3f(x0)

∂x2∂x1∂x1
v2v1v1+

+
∂3f(x0)

∂x3∂x1∂x1
v3v1v1 ++

∂3f(x0)

∂x1∂x2∂x1
v1v2v1 +

∂3f(x0)

∂x2∂x2∂x1
v2v2v1 +

∂3f(x0)

∂x3∂x2∂x1
v3v2v1+

+
∂3f(x0)

∂x1∂x3∂x1
v1v3v1 +

∂3f(x0)

∂x2∂x3∂x1
v2v3v1 +

∂3f(x0)

∂x3∂x3∂x1
v3v3v1 +

∂3f(x0)

∂x1∂x1∂x2
v1v1v2+

+
∂3f(x0)

∂x2∂x2∂x1
v2v1v2 +

∂3f(x0)

∂x3∂x1∂x2
v3v1v2 +

∂3f(x0)

∂x1∂x2∂x2
v1v2v2 +

∂3f(x0)

∂x2∂x2∂x2
v2v2v2+

+
∂3f(x0)

∂x3∂x2∂x2
v3v2v2 +

∂3f(x0)

∂x1∂x3∂x2
v1v3v2 +

∂3f(x0)

∂x2∂x3∂x2
v2v3v2 +

∂3f(x0)

∂x3∂x3∂x2
v3v3v2+

+
∂3f(x0)

∂x1∂x3∂x1
v1v1v3 +

∂3f(x0)

∂x2∂x1∂x3
v2v1v3 +

∂3f(x0)

∂x3∂x1∂x3
v3v1v3 +

∂3f(x0)

∂x1∂x2∂x3
v1v2v3+

+
∂3f(x0)

∂x2∂x2∂x3
v2v2v3 +

∂3f(x0)

∂x3∂x2∂x3
v3v2v3 +

∂3f(x0)

∂x1∂x3∂x3
v1v3v3 +

∂3f(x0)

∂x2∂x3∂x3
v2v3v3+

+
∂3f(x0)

∂x3∂x3∂x3
v3v3v3 =

∂3f(x0)

∂x31
v31 +

∂3f(x0)

∂x32
v32 +

∂3f(x0)

∂x33
v33 + 3

∂3f(x0)

∂x21∂x2
v21v2 + 3

∂3f(x0)

∂x21∂x3
v21v3 + 3

∂3f(x0)

∂x1∂x22
v1v

2
2+

+ 3
∂3f(x0)

∂x22∂x3
v22v3 + 3

∂3f(x0)

∂x1∂x23
v1v

2
3 + 3

∂3f(x0)

∂x2∂x23
v2v

2
3 + 6

∂3f(x0)

∂x1∂x2∂x3
v1v2v3

Si vede che il risultato si può ottenere dalla formula dato che i possibili 3-multiindici α
con |α| = 3 sono:

(3, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 3)

(
3!

α!
= 1

)
(2, 1, 0), (2, 0, 1), (1, 2, 0), (0, 2, 1), (1, 0, 2), (0, 1, 2)

(
3!

α!
= 3

)
(1, 1, 1)

(
3!

α!
= 6

)

3.3 Formula di Taylor

In questo paragrafo supponiamo sempre f : Ω→ R dove Ω è un aperto di RN e x0 ∈ Ω.

3.3.1 Definizione (insiemi convessi). Si dice che un insieme A ⊂ RN è convesso se:

∀x0,x1 ∈ A, ∀t ∈ [0, 1] si ha: tx1 + (1− t)x0 ∈ A.

Notiamo che la curva t 7→ tx1+(1− t)x0 = x0+ t(x1−x0), che in t = 0 vale x0 e in t = 1
vale x1, descrive il segmento tra x0 e x1. Dunque un insieme A è convesso quando A ha
la proprietà di contenere tutti i segmenti aventi come estremi due punti di A.
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3.3.2 Lemma. Sia Ω un aperto convesso e siano x0,x ∈ Ω. Ha senso allora definire

φ(t) = f(x0 + t(x− x0)) ∀t ∈]− ε, 1 + ε[

per ε > 0 sufficientemente piccolo. Se f ∈ Cn(Ω), allora φ ∈ Cn(]− ε, 1 + ε[) e si ha:

φ(k)(t) = f (k)(x0 + t(x− x0))(x− x0)
k =

∑
|α|=k

k!

α!
Dαf(x0 + t(x− x0))(x− x0)

α (3.11)

Dimostrazione. Per la convessità si ha che γ(t) := x0 + t(x− x0) ∈ Ω se t ∈ [0, 1]. Dato
che Ω è aperto questa proprietà rimane valida anche per −ε < t ≤ 1 e 1 ≤ t < 1 + ε, se
ε > 0 è abbastanza piccolo. Dunque φ è definita su ]− ε, 1 + ε[.

Per l’Osservazione (3.2.14) φ(k)(t) = f (k)(γ(t)((x−x0)
k), cioè la prima eguaglianza in

(3.11). La seconda eguaglianza segue dalla (3.10).

3.3.3 Definizione (Polinomio di Taylor). Sia f di classe Cn(Ω). Dato x0 ∈ Ω definiamo
il polinomio di Taylor di ordine n per f rispetto al punto x0

Pf,n,x0(x) :=
n∑
k=0

1

k!
f (k)(x0)(x− x0)

k =
n∑
k=0

∑
|α|=k

1

α!
Dαf(x0)(x− x0)

α. (3.12)

Conveniamo che Pf,n(x) = Pf,n,0(x) (se x0 = 0 non scriviamo x0). Se f è chiara dal
contesto scriviamo semplicemente Pn,x0(x) o Pn(x).

3.3.4 Osservazione. Se n = 2 abbiamo:

P2,x0(x) = f(x0) +∇f(x0) · (x− x0) +
1

2
(x− x0)

⊺Hf (x0) (x− x0).

3.3.5 Teorema (formula di Taylor con resto di Lagrange). Siano Ω convesso, x0 ∈ Ω e
f ∈ C(n+1)(Ω). Allora per ogni x ∈ Ω esiste tx ∈]0, 1[ tale che, se ξx,x0

:= txx+(1− tx)x0

(ξx,x0
è “tra x e x0”), si ha:

f(x) = Pf,n,x0(x) +
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξx,x0

)(x− x0)
n+1 =

Pf,n,x0(x) +
∑

|α|=n+1

1

α!
Dαf(ξx,x0

)(x− x0)
α (3.13)

Dimostrazione. Consideriamo φ(t) := f(x0 + t(x − x0)) definita su I :=] − ε, 1 + ε[, per
ε > 0 sufficientemente piccolo. A causa del Lemma (3.3.2) la φ è di classe Cn+1(I) per cui
possiamo applicare la formula Taylor unidimensionale:

φ(t) =
n∑
k=0

φ(k)(0)

k!
tk +

φ(n+1)(τt)

(n+ 1)!
tn+1 ∀t ∈ I dove τt ∈]0, 1[.

Mettendo t = 1 e utilizzando la formula (3.11) otteniamo la tesi (con tx := τ1):

φ(1)︸︷︷︸
=f(x)

=
n∑
k=0

φ(k)(0)

k!︸ ︷︷ ︸
=Pf,n.x0

(x)

+
φ(n+1)(τ1)

(n+ 1)!︸ ︷︷ ︸
=

f(n+1)(x0+τ1(x−x0))(x−x0)
n+1

(n+1)!

.



76 CAPITOLO 3. CALCOLO DIFFERENZIALE

3.3.6 Osservazione. Conveniamo di chiamare resto di Taylor di ordine n (per f in x0)
l’espressione:

Rf,n,x0(x) := f(x)− Pf,n,x0(x)

con le stesse convenzioni di notazione adottate per Pf ,n,x0 . Il teorema precedente dice che:

Rf,n,x0(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξx,x0

)(x− x0)
n+1 per ξx,x0

interno al segmento tra x0 e x.

3.3.7 Teorema (di Taylor con resto di Peano). Siano Ω un aperto di RN , x0 ∈ Ω e f di
classe Cn(Ω). Allora

lim
x→x0

Rf,n,x0(x)

∥x− x0∥n
= 0.

Possiamo esprimere questo fatto dicendo che Rf,n,x0(x) = o(∥x− x0∥n) e scrivere

f(x) = Pf,n,x0(x) + o(∥x− x0∥n). (3.14)

Dimostrazione. Possiamo prendere ρ > 0 tale che B(x0, ρ) ⊂ Ω. Dato che B(x0, ρ) è
convesso possiamo utilizzare il teorema precedente al passo n− 1 ottenendo:

Rn−1,x0(x) =
f (n)(ξx,x0

)(x− x0)
n

n!
=
f (n)(x0)(x− x0)

n

n!
+
(f (n)(ξx,x0

)− f (n)(x0))(x− x0)
n

n!

che equivale a:

Rf,n,x0(x) =
1

n!
(f (n)(ξx,x0

)− f (n)(x0))(x− x0)
n

da cui
∥Rf,n,x0(x)∥
∥x− x0∥n

≤ 1

n!
max
∥v∥=1

∥(f (n)(ξx)− f (n)(x0))v
n∥

ed è chiaro che il termine a destra tende a zero se x→ x0 (⇒ ξx → x0).

3.3.8 Osservazione. La proprietà del resto secondo Peano si può esprimere:

Rf,n,x0(x) = σf,n,x0(x)∥x− x0∥n dove lim
x→x0

σf,n,x0(x) = 0.

3.4 Massimi e minimi liberi

3.4.1 Definizione (massimi e minimi relativi). Sia f : A→ R dove A ⊂ RN . Si dice che
un punto x0 di A è un punto di massimo (minimo) relativo per f se esiste ρ > 0 tale che

f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)) ∀x ∈ B(x0, ρ) ∩ A.

Se ciò avviene si dice che f(x0) è un massimo (minimo) relativo per f .

3.4.2 Teorema (di Fermat). Sia f : Ω → R con Ω aperto e sia x0 un punto di Ω (che
quindi è interno a Ω). Se x0 è punto di massimo o minimo relativo per f e se f è
differenziabile in x0 allora x0 è un critico (o stazionario) per f cioè:

∇f(x0) = 0.



3.4. MASSIMI E MINIMI LIBERI 77

Dimostrazione. Se x0 è un punto di massimo relativo interno a Ω si ottiene facilmente
dalle definizioni che

∃ρ > 0 tale che B(x0, ρ) ⊂ Ω e f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ B(x0, ρ).

Sia v ∈ RN con v ̸= 0. Allora x0 + tv ∈ B(x0, ρ) purché |t| < εv := ρ/∥v∥.
Da tutto questo segue:

φ(t) := f(x0 + tv) è definita per − εv < t < εv e ha massimo per t = 0.

Ne segue φ′(0) = 0. Ma (per definizione) φ′(t) = f ′(x0)(v) = ∇f(x0) · v e quindi

∇f(x0) · v ∀v ∈ RN .

Prendendo v = ∇f(x0) si trova ∥∇f(x0)∥2 = 0 da cui ∇f(x0) = 0.

3.4.3 Teorema (analisi dei punti critici). Sia f di classe C2(Ω) e supponiamo che x0 ∈ Ω
sia un punto critico per f . Allora:

1. se Hf (x0) è strettamente definita positiva (negativa), allora x0 è di minimo (massi-
mo) relativo per f ;

2. se Hf (x) è definita positiva (negativa) per le x in un intorno di x0, allora x0 è di
minimo (massimo) relativo per f ;

3. se Hf (x0) è indefinita, allora x0 non è né punto di massimo relativo né punto di
minimo relativo per f .

Dimostrazione. Usando la formula di Taylor con resto di Peano (nota che ∇f(x0) = 0):

f(x) = f(x0) + (x− x0)
⊺Hf (x0) (x− x0) + σ(x)∥x− x0∥2

dove σ(x) = σf,2,x0(x)→ 0 per x→ x0. Se Hf (x0) è strettamente positiva si ha:

v⊺Hf (x0)v ≥ ν∥v∥2 ∀v ∈ RN

per una opportuna ν > 0. Ne segue:

f(x) ≥ f(x0) + (ν + σ(x))∥x− x0∥2

Dato che ν+σ(x)→ ν > 0 per x→ x0 esiste un disco B(x0, ρ) ⊂ Ω tale che ν+σ(x) ≥ ν/2
per le x in B(x0, ρ). Dunque:

f(x) ≥ f(x0) +
ν

2
∥x− x0∥2 ∀x ∈ B(x0, ρ).

Abbiamo dimostrato la prima proprietà (per il massimo si fa nello stesso modo).
Se Hf è (solo) positiva in un intorno B(x0, ρ) possiamo usare la formula con il resto

di Lagrande in B(x0, ρ) (che è convesso):

f(x) = f(x0) + (x− x0)
⊺Hf (ξx) (x− x0) ≥ f(x0) ∀x ∈ B(x0, ρ)

dove ξx si trova sul segmento tra x0 e x e quindi ξx ∈ B(x0, ρ), da cui Hf (ξx) ≥ 0.
Se infine Hf (x0) è indefinita possiamo trovare due direzioni v1 e v2 in RN tali che:

f ′′(x0)v
2
1 = v⊺

1Hf (x0)v1 > 0, f ′′(x0)v
2
2 = v⊺

2Hf (x0)v2 < 0.

Dato che f ′(x0)v1 = f ′(x0)v2 = 0 se ne ricava che esiste ε > 0 tale che:

f(x0 + tv1) > f(x0) per 0 < |t| < ε, f(x0 + tv2) < f(x0) per 0 < |t| < ε.

Se ciò è vero x0 non è né di massimo né di minimo.
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3.5 Differenziabilità dell’inversa e funzioni implicite

3.5.1 Lemma. Sia Ω ⊂ RN un aperto convesso e sia Φ ∈ C1(Ω;RN) e supponiamo che
∥JΦ(x)∥ ≤ L per ogni x ∈ Ω. Allora:

∥Φ(x2)− Φ(x1)∥ ≤ L∥x2 − x1∥ ∀x1,x2 ∈ Ω.

Dimostrazione. Siano x1,x2 ∈ Ω. Per la formula di Taylor secondo Lagrange:

Φ(x2)− Φ(x1) = JΦ(ξ)(x2 − x1)

dove ξ si trova sul segmento tra x1 e x2. Passando alle norme:

∥Φ(x2)− Φ(x1)∥ ≤ ∥JΦ(ξ)∥ ∥x2 − x1∥ ≤ L∥x2 − x1∥.

3.5.2 Teorema (di inversione locale). Sia Ω aperto di RN e sia f ∈ C1(Ω;RN). Sia x0 ∈ Ω
tale che det(Jf (x0)) ̸= 0, cioè tale che il differenziale df(x0) sia invertibile.

Allora esiste ρ > 0 tale che f è iniettiva in B(x0, ρ), l’insieme Ω1 := f(B(x0, ρ)) è un
aperto di RN , la funzione inversa f−1 : Ω1 → B(x0, ρ) (a rigore l’inversa della restrizione
f |B(x0,ρ), che è ben definita su Ω1) è di classe C1(Ω1;RN)) e vale:

Jf−1(y) = Jf (f
−1(y))−1 ∀y ∈ Ω1,

che si può scrivere anche:

Jf−1(f(x))) = Jf (x)
−1 ∀x ∈ Ω.

Dimostrazione. Prendiamo ρ0 > 0 tale che B(x0, ρ0) ⊂ Ω e:

∥Id− Jf (x0)
−1Jf (x)∥ ≤

1

2
∀x ∈ B(x0, ρ0) (3.15)

(ciò è possibile perché Jf : Ω → L(RN ,RN) è continua e Jf (x0)
−1Jf (x0) = Id). Se

x ∈ B(x0, ρ0) poniamo:
Φ(x) := x− Jf (x0)

−1f(x)

Dato che JΦ(x) = Id− Jf (x0)
−1Jf (x), dalla (3.15) e dal Lemma (3.5.1):

∥Φ(x2)− Φ(x1)∥ ≤
1

2
∥x2 − x1∥ ∀x1,x2 ∈ B(x0, ρ0).

Ne segue che, per ogni x1,x2 ∈ B(x0, ρ0) si ha:

∥Jf (x0)
−1(f(x1)− f(x2))∥ = ∥(x1 − x2)− (Φ(x1)− Φ(x2))∥ ≥

∥x1 − x2∥ − ∥Φ(x1)− Φ(x2)∥ ≥ ∥x1 − x2∥ −
1

2
∥x1 − x2∥ =

1

2
∥x1 − x2∥.

D’altra parte ∥Jf (x0)
−1(f(x1)− f(x2))∥ ≤ ∥Jf (x0)

−1∥∥f(x1)− f(x2)∥ da cui:

∥f(x1)− f(x2)∥ ≥
∥x1 − x2∥
2∥Jf (x0)−1∥

∀x1,x2 ∈ B(x0, ρ0). (3.16)

In particolare f è iniettiva in B(x0, ρ) e quindi è definita f−1 : f(B(x0, ρ0))︸ ︷︷ ︸
=Ω1

→ B(x0, ρ0) e:

∥f−1(y1)− f−1(y2)∥ ≤ 2∥Jf (x0)
−1∥∥y1 − y2∥ ∀y1,y2 ∈ Ω1 (3.17)
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da cui f−1 è continua. Rimane da mostrare che Ω1 è aperto e la differenziabilità di f−1.
Prendiamo y ∈ Ω1 e sia x := f−1(y) l’unico punto in B(x0, ρ0) tale che f(x) = y.

Scegliamo ρ > 0 tale che B(x, ρ) ⊂ B(x0, ρ0) e poniamo ρ1 :=
ρ

2∥Jf (x0)−1∥
.

Dato y′ ∈ B(y, ρ1) definiamo la mappa Φy′ : B(x, ρ)→ RN ponendo:

Φy′(x′) := x′ − Jf (x0)
−1(f(x′)− y′) (= Φ(x′) + Jf (x0)

−1y′) (x′ ∈ B(x, ρ)).

Dato che Φy′ differisce da Φ per una costante, si ha ancora:

∥Φy′(x2)− Φy′(x1)∥ ≤
1

2
∥x2 − x1∥ ∀x1,x2 ∈ B(x, ρ).

Notiamo che Φy(x) = x. Se allora x′ ∈ B(x, ρ)

∥Φy′(x′)− x∥ = ∥Φy′(x′)− Φy(x)∥ ≤ ∥Φy′(x′)− Φy′(x)∥+ ∥Φy′(x)− Φy(x)∥ ≤

≤ 1

2
∥x′ − x∥︸ ︷︷ ︸

≤ρ

+∥Jf (x0)
−1∥ ∥y′ − y∥︸ ︷︷ ︸

<ρ1

<
1

2
ρ+ ∥Jf (x0)

−1∥ρ1 ≤
ρ

2
+
ρ

2
= ρ.

Dunque Φy′(x′) è contenuto in B(x, ρ) ⊂ B(x, ρ) per tutte le x′ di B(x, ρ); in altri

termini Φy′ : B(x, ρ) → B(x, ρ). Siamo dunque nelle condizioni di applicare il Teorema

delle Contrazioni e ottenere che esiste un punto x′ in B(x, ρ) tale che:

Φy′(x′) = x′ ⇔ Jf (x0)
−1(f(x′)− y′) = 0⇔ f(x′) = y′.

Riassumendo abbiamo dimostrato che, dato y in Ω1, esiste ρ1 > 0 tale che ogni y′ ∈
B(y, ρ1) appartiene a f

(
B(x, ρ)

)
⊂ f(B(x0, ρ0)) = Ω1. Questo significa che Ω1 è aperto.

Dimostriamo che f−1 è differenziabile. Innanzitutto notiamo che Jf (x) è invertibile
per ogni x in B(x0, ρ0). Questo si potrebbe dedurre dalla (3.15), ma lo si può comunque
ottenere pur di prendere ρ0 abbastanza piccolo (dato che x 7→ det(Jf (x)) è continua).

Sia y ∈ Ω1 e sia x := f−1(y) ∈ B(x0, ρ0). Per la differenziabilità di f in x:

f(x′)− f(x) = Jf (x)(x
′ − x) + σ(x′)∥x′ − x∥ ∀x′ ∈ Ω.

dove σ(x′)→ 0 per x′ → x. Prendiamo y′ ∈ Ω1 e poniamo x′ = f−1(y′):

y′ − y = Jf (x)(f
−1(y′)− f−1(y)) + σ(f−1(y′))∥f−1(y′)− f−1(y)∥.

Applichiamo Jf (x)
−1 a entrambi i lati:

Jf (x)
−1(y′ − y) = f−1(y′)− f−1(y) + Jf (x)

−1σ(f−1(y′))∥f−1(y′)− f−1(y)∥︸ ︷︷ ︸
=:R(y′)

.

Poniamo σ1(y
′) := −R(y′)/∥y′ − y∥. Usando la (3.17):

∥σ1(y′)∥ ≤ ∥|Jf (x)
−1∥∥σ(f−1(y′))∥2∥Jf (x0)

−1∥∥y′ − y∥
∥y′ − y′∥

= L∥σ(f−1(y))∥

con L = 2∥Jf (x)−1∥∥Jf (x0)
−1∥. Se y′ → y si ha f−1(y′)→ f−1(y) = x da cui σ1(y

′)→ 0.
Abbiamo dunque:

f−1(y′) = f−1(y) + Jf (x)
−1(y′ − y) + σ1(y

′)∥y′ − y∥ ∀y′ ∈ Ω1,

con σ1(y
′)→ 0 per y′ → y e quindi f−1 è differenziabile in y e Jf−1(y) = Jf (x)

−1.
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3.5.3 Notazione. Sia data una funzione g : Ω→ RM con Ω aperto di RN+M e supponiamo
g differenziabile. Conveniamo di indicare (x,y) i punti di RN+M , dove x ∈ RN e y ∈ RM .
Ricordiamo che

∂g

∂x
(x,y) :=


∂g1
∂x1

(x,y), · · · , ∂g1
∂xN

(x,y)

...
. . .

...
∂gM
∂x1

(x,y), · · · , ∂gM
∂xN

(x,y)


è lo “Jacobiano parziale” di g rispetto a x1, . . . , xN (che è una matrice M ×N) e

∂g

∂y
(x,y) :=


∂g1
∂y1

(x,y), · · · , ∂g1
∂yM

(x,y)

...
. . .

...
∂gM
∂y1

(x,y), · · · , ∂gM
∂yM

(x,y)


è lo “Jacobiano parziale” di g rispetto a y1, . . . , yM (che è una matrice M ×M).

3.5.4 Teorema (delle funzioni implicite). Siano N,M interi, sia Ω ⊂ RN+M aperto e sia
g ∈ C1(Ω;RM). Supponiamo che (x0,y0) ∈ Ω verifichi g(x0,y0) = 0 e che si abbia:

det

(
∂g

∂y
(x0,y0)

)
̸= 0.

Allora esistono ρ > 0, un aperto W in RN con x0 ∈ W e una funzione f : W → RM tali
che che B((x0,y0), ρ) ⊂ Ω e:

{(x,y) ∈ B((x0,y0), ρ) :g(x,y) = 0} = {(x,y) :x ∈ W,y = f(x)} .

Inoltre f è differenziabile in W e si ha:

Jf (x) =
∂f

∂x
(x) = −

(
∂g

∂y
(x, f(x))

)−1
∂g

∂x
(x, f(x)) ∀x ∈ W. (3.18)

Dimostrazione. Definiamo la funzione Φ : Ω→ RN+M ponendo:

Φ(x,y) := (x,g(x,y))

Si ha che Φ(x0,y0) = (x0,0) e

JΦ(x,y) =
∂Φ

∂(x,y)
(x,y) =


IdN , 0N,M

∂g

∂x
(x0,y0),

∂g

∂y
(x0,y0)


(IdN indica la matrice identica N ×N , 0N,M è la matrice nulla N ×M). Per la struttura

di JΦ si ha det

(
∂Φ

∂(x,y)
(x0,y0)

)
= det

(
∂g

∂y
(x0,y0)

)
̸= 0. Per il Teorema di Inversione

Locale esiste ρ0 > 0 tale che Φ è iniettiva su B := BRN+M ((x0,y0), ρ0) e l’immagine Ω1 :=
Φ(B) è un aperto di RN+M sul qual è ben definita la funzione inversa Ψ = Φ−1 : Ω1 → B.
Notiamo che (x0,0) = Φ(x0,y0) ∈ Ω1. Scriviamo Ψ = (Ψ1,Ψ2). Dato che:

(η, ξ) = Φ(Ψ(η, ξ)) = Φ(Ψ1(η, ξ),Ψ2(η, ξ)) = (Ψ1(η, ξ),g(Ψ1(η, ξ),Ψ2(η, ξ))
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(se (η, ξ) ∈ Ω1) otteniamo:

Ψ1(η, ξ) = η, g(η,Ψ2(η, ξ)) = ξ ∀(η, ξ) ∈ Ω1.

Poniamo W :=
{
x ∈ RN : (x,0) ∈ Ω1

}
. W è aperto in quanto W = π−1(Ω1), dove π :

RN+M → RN è la proiezione: π(x, y) = (x, 0), che è chiaramente continua. Inoltre x0 ∈ W
dato che Φ(x0, y0) = (x0, 0). Defininiamo f : W → RM ponendo f(x) := Ψ2(x, 0) per ogni
x ∈ W . Per quanto sopra si ha:

g(x, f(x)) = g(x,Ψ2(x,0)) = 0 ∀x ∈ W.

Viceversa se (x,y) ∈ B e g(x,y) = 0, allora:

(x,0) = Φ(x,y) ∈ Ω1 e Ψ(x,0) = (x,y)⇒ x ∈ W e y = Ψ2(x, 0) = f(x).

Dunque abbiamo caratterizzato {(x,y) :g(x.y) = 0} ∩ B((x0,y0), ρ0) come grafico della
funzione f definita suW . Per quanto riguarda la differenziabilità di f basta usare le regole
di calcolo. Prima di tutto:

JΨ(η, ξ) = JΦ(Ψ(η, ξ))−1 =


IdN , 0N,M

∂g

∂x
(Ψ(η, ξ)),

∂g

∂y
(Ψ(η, ξ))


−1

=


IdN , 0N,M

−
(
∂g

∂y
(Ψ(η, ξ))

)−1
∂g

∂x
(Ψ(η, ξ)),

(
∂g

∂y
(Ψ(η, ξ))

)−1

 =:

(
J11(η, ξ) J12(η, ξ)
J21(η, ξ) J22(η, ξ)

)
.

Notiamo ora che f = π2 ◦Ψ ◦σ dove π2(x,y) = y (proiezione su RM) e σ(x) = (x,0). È
facile vedere che

Jπ2(x,y) =
(
0M,N IdM

)
Jσ(x) =

(
IdN
0N,M

)
da cui, usando la formula di composizione:

Jf (x) =
(
0M,N IdM

)(J11(σ(x)) J12(σ(x))
J21(σ(x)) J22(σ(x))

)(
IdN
0N,M

)
= J21(x,0) =

−
(
∂g

∂y
(Ψ(x,0))

)−1
∂g

∂x
(Ψ(x,0)) = −

(
∂g

∂y
(x, f(x))

)−1
∂g

∂x
(x, f(x)).

3.5.5 Osservazione (caso M = 1). Sia Ω un aperto in RN+1 e sia G ∈ C(Ω,R). Poniamo:

M := {(x, y) ∈ Ω :G(x, y) = 0} .

Supponiamo che:

(x0, y0) ∈M,
∂G

∂y
(x0, y0) ̸= 0.

Allora esistono ρ > 0, ε > 0 e una funzione f : B(x0, ρ)→ RN di classe C1 tali che:

M ∩ (B(x0, ρ)×]y0 − ε, y0 + ε[) = {(x, f(x)) :x ∈ B(x0, ρ)} .
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3.5.6 Osservazione (caso N,M = 1). Sia Ω un aperto in R2 e sia G ∈ C(Ω,R). Poniamo:

M := {(x, y) ∈ Ω :G(x, y) = 0} .

Supponiamo che:

(x0, y0) ∈M,
∂G

∂y
(x0, y0) ̸= 0.

Allora esistono δ > 0, ε > 0 e una funzione f :]x0 − δ,x0 + δ[→ RN di classe C1 tali che:

M ∩ (]x0 − δ, x0 + δ[×]y0 − ε, y0 + ε[) = {x, f(x)) :x ∈]x0 − δ, x0 + δ[} .

Notiamo che γ(x) := (x, (x)) è una curva in R2e che

γ ′(x) = (1, f ′(x)) =

1,−

∂G

∂x
(x, f(x))

∂G

∂y
(x, f(x))

 ̸= (0, 0);

dunque vicino a (x0, y0) l’insieme M è descritto da una curva regolare.

3.5.7 Osservazione. È abbastanza chiaro che, se Ω ∈ RN+M , x0 = (x1, . . . , xN+M) è un
punto di Ω, e g ∈ C(Ω;RM) con g(x0) = 0, e se un sottoinsieme diM variabili xi1 , . . . , xiM

tra le N +M x1, . . . , xN+M è tale che lo “jacobiano parziale
∂g

∂(xi1 · · · ∂xiM )
(x0)” è inver-

tibile, allora, vicino a x0, l’insieme M := {x ∈ Ω :g(x) = 0} si descrive come il grafico di
una funzione f definita sulle rimanenti N variabili xj1 , . . . , xjN a valori nelle xi1 , . . . , xiM .

In particolare nel caso M = 1 basta che una derivata
∂G

∂xi
(x0) ̸= 0 (i tra 1 e N + 1)

per poter affermare che esiste una funzione f definita nelle xj con j ̸= i a valori reali, tale
che, vicino a x0

{g(x) = 0} = {(x1, . . . , xi−1, f(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN+1), xi+1, . . . , xN+1)} .

3.6 Massimi e minimi vincolati

Al solito Ω è un aperto di RN e fissiamo anche M < N .

3.6.1 Definizione. Chiamiamo vincolo regolare (bilatero) di codimensione M in Ω un
insieme V ⊂ Ω tale che esiste g : Ω→ RMdi classe C1 con le proprietà:

V = {x ∈ Ω :g(x) = 0} , rank (Jg(x)) =M ∀x ∈ V (3.19)

(ricordiamo che il rango di una matrice A è il massimo n per cui esiste un minore n×n di
A con determinante non nullo – notiamo anche che l’ipotesi sopra significa che le M righe
di Jg(x) sono linearmente indipendenti). Se V è un vincolo regolare di codimensione M
in Ω possiamo chiamare dimensione di V il numero intero N −M .

Se Ω = RN diciamo semplicemente che V è un vincolo regolare di codimensione M .

3.6.2 Esempio. L’insieme V := {x2 + y2 + z2 = 1, x = y} è un vincolo regolare di codi-
mensione due. Infatti possiamo considerare:

g(x, y, x) :=

(
x2 + y2 + z2 − 1

x− y

)
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(per tutte le (x, y, z) in R3). Chiaramente V = {g(x, y, z) = 0}. Inoltre:

Jg(x, y, z) =

(
2x 2y 2z
1 −1 0

)

Questa matrice ha sempre rango due nei punti di V . Infatti il minore

(
2x 2y
1 −1

)
ha

determinante −2(x+y) = −4y = −4y per (x, y, z) ∈ V . Dunque, se (x, y, z)) ∈ V e x ̸= 0

Jg(x, y, z) rango due. Se x = 0 anche y = 0 da cui z ̸= 0 e in tal caso il minore

(
2x 2z
1 0

)
ha determinante −2z ̸= 0. Si vede abbastanza facilmente che V è descritto dalla curva

regolare γ(t) :=
(√

2
2
cos(t),

√
2
2
cos(t), sin(t)

)
per t ∈ [0, 2π].

3.6.3 Osservazione. Un vincolo regolare di codimensione M si può sempre vedere co-
me intersezione di M vincoli regolari di codimensione 1. Infatti se g è tale che V =
{x :g(x) = 0} allora:

V = V1 ∩ · · · ∩ VM dove Vi := {x : gi(x) = 0} ,

e dove g1(x), . . . , gM(x) sono le componenti di g(x). È chiaro che ogni Vi è regolare perchè
se fosse ∇gi(x) = 0 la riga i-esima di Jg(x) sarebbe identicamente nulla e quindi ogni
minore M ×M avrebbe una riga nulla da cui rank(Jg)(x) < M , contro l’ipotesi (3.19).
Non è però vero il viceversa perché non è detto che insiemi regolari di codimensione 1
abbiano sempre intersezione regolare: per esempio

l’iperboloide V :=
{
z2 + 1 = x2 + y2

}
e il piano P := {x = 1}

sono regolari perché ∇gi(x) è il trasposto della riga i-esima di jg(x) e se ∇gi(x) = 0 si
avrebbe det(Jg(x)) = 0. Però la loro intersezione è data da:

V ∩ P = {x = 1, z = y} ∩ {x = 1, z = −y}

cioè dall’unione di due rette che si intersecano in (1, 0, 0) che non può essere regolare
dato che non vale la tesi del teorema delle funzioni implicite:

In effetti l’ipotesi su Jg in (3.19) equivale a dire che le righe di Jg(x) sono linearmente
indipendenti per ogni x ∈ V , che è lo stesso che: gli M vettori ∇g1(x), . . . ,∇gM(x)
sono linearmente indipendenti. Geometricamente questo significa che i Vi si “in-
tersecano trasversalmente”. Nell’esempio sopra invece l’iperboloide V e il piano P sono
“tangenti” nel punto (1, 0, 0).

Vediamo ora che i vincoli regolari ammettono uno “spazio tangente” e uno “spazio
normale” in ogni loro punto. Ricordiamo che sono state introdotte le direzioni tangenti a
un insieme generico nella Definizione (2.1.10)

3.6.4 Teorema. Sia V un vincolo regolare di codimensione M in Ω ⊂ RN e sia g : Ω→
RM una funzione per cui valgano le (3.19). Allora se v⃗ ∈ RN si ha:

v⃗ è tangente a V in x0 ⇔ Jg(x0)v⃗ = 0. (3.20)

Dimostrazione. Dimostriamo “⇒”. Se v⃗ è tangente a V in x0 esiste ε > 0 ed esiste una
curva γ : [−ε, ε] → V , di classe C1, con γ(0) = x0 e γ ′(0) = v⃗. Ma allora g(γ(t) = 0
per ogni t ∈ [−ε, ε] e questo implica Jg(γ(t))γ

′(t) = 0. Prendendo t = 0 si ottiene
Jg(x0)v⃗ = 0.
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Dimostriamo “⇐”. Scriviamo i punti x di RN come (x′,x′′) con x′ ∈ RN−M e x′′ ∈ RM .

A meno di riordinare le variabili possiamo supporre che det

(
∂g

∂x′′ (x0)

)
̸= 0. Sia v⃗ tale

che Jg(x0)v⃗ = 0 e scriviamo anche v⃗ = (v⃗′, v⃗′′) con v⃗′ ∈ RN−M e v⃗′′ ∈ RM . Dato che

Jg(x0) =

(
∂g

∂x′ (x0),
∂g

∂x′′ (x0)

)
, la condizione su v⃗ si può scrivere come:

∂g

∂x′ (x0)v⃗
′ +

∂g

∂x′′ (x0)v⃗
′′ = 0 ⇔ v⃗′′ = −

(
∂g

∂x′′ (x0)

)−1
∂g

∂x′ (x0)v⃗
′

(usando l’invertibilità di
∂g

∂x′′ (x0) che abbiamo in ipotesi). Usando il Teorema delle Fun-

zioni Implicite possiamo trovare ρ > 0, ρ1 > 0 e una funzione f : BRN−M (x′
0, ρ) →

BRM (x′′
0, ρ1), di classe C1, tale che:

V ∩ (BRN−M (x′
0, ρ)×BRM (x′′

0, ρ1)) = {x ∈ Ω :x′ ∈ BRN−M (x′
0, ρ), x

′′ = f(x′)} .

Prendiamo ε > 0 in modo che ε∥v⃗′∥ < ρ e definiamo una curva γ in RN ponendo:

γ(t) := (x′
0 + tv⃗′, f(x′

0 + tv⃗′)) t ∈ R.

Per le proprietà di f è chiaro che, se |t| ≤ ε, si ha γ(t) ∈ V e γ(0) = (x′
0, f(x

′
0)) =

(x′
0,x

′′
0) = x0. Inoltre:

γ ′(t) = (v⃗′, Jf (γ(t))γ
′(t)) =

(
v⃗′,−

(
∂g

∂x′′ (γ(t))

)−1
∂g

∂x′ (γ(t))γ
′(t)

)
(abbiamo usato la formula (3.18)). Se t = 0 otteniamo:

γ ′(0) =

(
v⃗′,−

(
∂g

∂x′′ (x0)

)−1
∂g

∂x′ (x0)v⃗
′

)
= (v⃗′, v⃗′′) = v⃗.

Abbiamo dimostrato che v⃗ è una direzione tangente.

3.6.5 Definizione. Dato un vincolo regolare di codimensione M in Ω ⊂ RN , per ogni
x0 ∈ V indichiamo:

TV (x0) :=
{
v⃗ ∈ RN : v⃗ è tangente a V in x0

}
, NV (x0) := TV (x0)

⊥

che sono detti rispettivamente spazio tangente e spazio normale a V in x0. La peculiarità
rispetto a un insieme V generico è che questi insiemi sono dei sottospazi lineari di RN (tra
loro complementari).

Quello che segue è un risultato di algebra lineare. Notiamo che invece di una matrice
M × N si potrebbe considerare un’applicazione lineare L : X → X1 con dim(X) = N e
dim(X1) =M . Ricordiamo che se A ∈M(M,N) sono definiti il nucleo e l’immagine:

Ker(A) := {v⃗ :Av⃗ = 0} , Rank(A) := A(RN) =
{
w⃗ ∈ RM :∃v⃗ ∈ RN con Av⃗ = w⃗

}
.

Ricordiamo anche che la trasposta A⊺ di una matrice è caratterizzata dalla proprietà:

(A⊺w⃗) · v⃗ = w⃗ · (Av⃗) ∀w⃗, v⃗.

3.6.6 Lemma. Sia A una matrice M ×N . Allora:

Ker(A)⊥ = Rank(A⊺). (3.21)
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Dimostrazione. Dimostriamo che Rank(A⊺) ⊂ Ker(A)⊥. Sia w⃗ ∈ Rank(A⊺), allora w⃗ =
A⊺v⃗ per un opportuno v⃗. Dato v⃗0 ∈ Ker(A) si ha:

w⃗ · v⃗0 = (A⊺v⃗) · v⃗0 = v⃗ · (Av⃗0) = v⃗ · 0 = 0.

Dunque w⃗ ∈ Ker(A)⊥. Viceversa dimostriamo che Ker(A)⊥ ⊂ Rank(A⊺). Prendiamo un
w⃗ tale che w⃗ · v⃗0 = 0 per tutti i v⃗0 ∈ Ker(A). Definiamo la funzione φ : RM → R ponendo:

φ(λ⃗) := ∥A⊺λ⃗− w⃗∥2 = ∥A⊺λ⃗∥2 − 2(A⊺λ⃗) · w⃗ + ∥w⃗∥2 = (AA⊺λ⃗) · λ⃗− 2(Aw⃗) · λ⃗+ ∥w⃗∥2.

Notiamo che AA⊺ è una matrice M ×M simmetrica. È chiaro che φ è differenziabile e

∇φ(λ⃗) = 2AA⊺λ⃗− 2Aw = 2A(A⊺λ⃗− w⃗).

Inoltre AA⊺ è semidefinita positiva (dato che (AA⊺λ⃗) · λ⃗ = ∥A⊺λ⃗∥2). Per il Teorema
Spettrale esiste una decomposizione RM = X+⊕X0 con X+ e X0 ortogonali, X0 = Ker(AA⊺)

e AA⊺ definita positiva su X+. Dunque per ogni λ⃗ ∈ RM posso scrivere (in maniera

univoca) λ⃗ = λ⃗+ + λ⃗0 dove λ⃗+ ∈ X+, λ⃗0 ∈ X0 e λ⃗+ · λ⃗0 = 0. Allora

φ(λ⃗) = AA⊺(λ⃗+ + λ⃗0) · (λ⃗+ + λ⃗0)− 2(Aw⃗) · (λ⃗+ + λ⃗0) + ∥w⃗∥2 =
AA⊺(λ⃗+) · (λ⃗+ + λ⃗0)− 2(Aw⃗) · λ⃗+ − 2(A⊺λ⃗0) · w⃗ + ∥w⃗∥2 =

AA⊺(λ⃗+) · λ⃗+ + (AA⊺λ⃗0) · λ⃗− 2(Aw⃗) · λ⃗+ − 2(A⊺λ⃗0) · w⃗ + ∥w⃗∥2 =
AA⊺(λ⃗+) · λ⃗+ − 2(Aw⃗) · λ⃗+ + ∥w⃗∥2 ≥ ε∥λ⃗+∥2 − ∥Aw⃗∥∥λ⃗+∥+ ∥w⃗∥2

dove si è sfruttato il fatto che w⃗ · (A⊺λ⃗0) = 0 perché A(A⊺λ⃗0) = AA⊺λ⃗0 = 0 e dove ε > 0

è il più piccolo autovalore positivo di AA⊺. Questo mostra che φ(λ⃗) dipende solo da λ⃗+

e che
lim

∥λ⃗+∥→∞
φ(λ⃗+) = +∞.

Da Weierstrass si deduce allora che φ ammette minimo in un λ⃗∗ ∈ X+ che dunque è
stazionario per φ; questo significa:

A(A⊺λ⃗∗ − w⃗) = 0 ⇔ (A⊺λ⃗∗ − w⃗) ∈ Ker(A).

Ma allora w⃗ · (A⊺λ⃗∗ − w⃗) = 0; ne segue:

φ(λ⃗∗) = (A⊺λ⃗∗−w⃗) · (A⊺λ⃗∗−w⃗) = (A⊺λ⃗∗−w⃗) · (A⊺λ⃗∗) = (A(A⊺λ⃗∗−w⃗) · (A⊺λ⃗∗) · λ⃗∗ = 0.

Abbiamo dimostrato ∥A⊺λ⃗∗ − w⃗∥2 = 0, da cui w⃗ = A⊺λ⃗∗ e dunque w⃗ ∈ Rank(A⊺).

3.6.7 Proposizione. Se V è un vincolo regolare di codimensione M e x0 ∈ V , lo spazio
normale a V in x0 si caratterizza come:

NV (x0) = Rank (Jg(x0)
⊺) = {λ1∇g1(x0) + · · ·+ λM∇gM(x0) :λ1, · · · , λM ∈ R} (3.22)

dove g = (g1, · · · , gM) è legata a V dalla (3.19).

Dimostrazione. La prima eguaglianza segue dalla definizione NV (x0) := TV (x0)
⊥, dalla

proprietà (3.20) e dalla (3.21). Per quanto riguarda la seconda basta notare che

Jg(x0)
⊺ = (∇g1, . . . ,∇gM)

e quindi

Rank(Jg(x0)
⊺) =

{
Jg(x0)

⊺λ⃗ : λ⃗ ∈ RM
}
= {λ1∇g1(x0) + · · ·+ λM∇gM :λ1, . . . , λM ∈ R} .
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3.6.8 Osservazione. Ricordiamo che dati v1, . . . ,vM ∈ RN , si indica con span(v1, . . . ,vM)
il sottospazio generato da v1, . . . ,vM . Il risultato precedente stabilisce dunque che:

NV (x0) = span (∇g1(x0), . . . ,∇gM(x0)) .

3.6.9 Teorema (dei moltiplicatori di Lagrange). Siano Ω un aperto di RN e V un vincolo
regolare di codimensione M in Ω, individuato da una funzione g ∈ C1(Ω;RM) verificante
la (3.19). Sia f ∈ C1(Ω;R) e sia x0 ∈ V un punto di massimo o minimo relativo per f
ristretta a V . Allora esistono M numeri reali λ1, . . . , λM tali che

∇f(x0) = λ1∇g1(x0) + · · ·+ λM∇gM(x0) (3.23)

(g = (g1, . . . , gM)). I numeri λ1, . . . , λM sono detti moltiplicatori di Lagrange.
In altre parole (in virtù della Proposizione (3.6.7)), se x0 è di massimo o minimo locale

per f su V , allora ∇f(x0) ∈ NV (x0).

Dimostrazione. Sia v⃗ una direzione tangente a V in x0. Allora esiste una curva γ :
[−ε, ε]→ V , per ε > 0 opportuno, tale che γ(0) = x0 e γ ′(0) = v⃗.

Definiamo φ : [−ε, ε]→ R ponendo φ(t) := f(γ(t)); dato che x0 è di massimo (minimo)
locale per f in V si ha che 0 è di massimo (minimo) locale in ]− ε, ε[. Dunque φ′(0) = 0.
Ma φ′(t) = ∇f(γ(t)) · γ ′(t) e quindi

0 = ∇f(γ(0)) · γ ′(0) = ∇f(x0) · v⃗.

Per l’arbitrarietà di v⃗ se ne ricava che ∇f(x0) è ortogonale a ogni direzione tangente a V
in x0, cioè ∇f(x0) ∈ NV (x0). Per la Proposizione (3.6.7) si ha la tesi.

3.6.10 Osservazione. Supponiamo che V sia un vincolo regolare di codimensione M in Ω
aperto di RN e sia g, g̃ ∈ C1(Ω;RM due funzioni verificanti (3.19). Allora se i = 1, . . . ,M ,
applicando il teorema precedente con f = g̃i (che è costante su V ) si ha:

∇g̃i(x) =
M∑
j=1

λi,j(x)∇gj(x) ∀x ∈ V

per opportuni λi,j (dipendenti da x). Dunque ∇g̃i(x) ∈ span(∇g1(x), . . . ,∇gM(x)) per
i = 1, . . . ,M . Scambiando g e g̃ si ottiene:

span(∇g̃1(x), . . . ,∇g̃M(x)) = span(∇g1(x), . . . ,∇gM(x)).

Dunque il sottospazio span(∇g1(x), . . . ,∇gM(x)) non dipende dalla g utilizzata per de-
scrivere V ma solo da V . Questo era già implicito nell’enunciato del Teorema (3.6.4), dato
che nella definizione delle direzioni tangenti (e quindi delle normali) non si usa la g.

Notiamo che nell caso g scalare, cioè M = 1, lo spazio normale è dato da NV (x) =
{λ∇g(x) :λ ∈ R}.

3.6.11 Definizione. Sia V un vincolo regolare di codimensione M in Ω aperto di RN

e sia f ∈ C1(Ω). Un punto x0 ∈ V di dice punto critico vincolato per f su V se
∇f(x0) ∈ NV (x0), cioè se esistono λ1, . . . , λM in R tali che valga (3.23) (dove g è una
funzione per cui vale (3.19)).

Il Teorema dei Moltiplicatori stabilisce dunque che i punti di massimo o minimo relativo
per f su V sono punti critici vincolati per f su V .

Finora abbiamo considerato vincoli definiti mediante delle “condizioni di eguaglianza”.
Possiamo anche considerare delle “condizioni di diseguaglianza”.
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3.6.12 Definizione. Diremo che V è un vincolo regolare unilatero in Ω se esiste una
funzione g : Ω→ R di classe C1(Ω) tale che

V = {x ∈ Ω : g(x) < 0} , ∇g(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ω con g(x) = 0. (3.24)

3.6.13 Osservazione. Se V è come sopra, allora ∂ΩV = {x ∈ Ω : g(x) = 0} (se Ω = RN

∂V = {x ∈ Ω : g(x) = 0}). Questo si può dedurre dal fatto che {x ∈ Ω : g(x) = 0} è
localmente l’epigrafico della “funzione implicita” che è continua (vedi la (1.5.8)).

Notiamo che un vincolo unilatero è necessariamente di codimensione 1 dato che le
disuguaglianze hanno senso solo in R.

3.6.14 Teorema. Sia Ω un aperto di RN . Sia V un vincolo regolare unilatero individuato
da una g : Ω→ R e sia x0 ∈ V . Sia f : Ω→ R una funzione di classe C1(Ω).

Se x0 è punto di massimo o minimo relativo per f su V allora esiste λ ∈ R tale che:

∇f(x0) = λg(x0), g(x0) < 0⇒ λ = 0.

Dimostrazione. Se g(x0) < 0, allora x0 è interno a V , dunque x0 è un punto stazionario
libero, cioè ∇f(x0) = 0. Se g(x0) = 0, allora x0 è (in particolare) un punto di massimo
(minimo) relativo per f su V0 = ∂ΩV = {x ∈ Ω : g(x) = 0}. Per il teorema dei moltipli-
catori (applicato a V0) esiste λ ∈ R tale che ∇f(x0) = λg(x0). In entrambi i casi vale la
tesi.

Vediamo ora (senza dimostralo) il caso generale in cui sono presenti sia condizioni di
eguaglianza che condizioni di disuguaglianza.

3.6.15 Teorema. Sia Ω un aperto di RN . Siano M ≥ 0 e K ≥ 0 due interi e siano
g1, . . . , gM e h1, . . . , hK delle funzioni C1(Ω;R) (se M = 0 non c’è nessuna g, se K = 0
non c’è nessuna h). Consideriamo:

V := {x ∈ Ω : gi(x) = 0, i = 1, . . . ,M e hj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , K}

(le gi danno “vincoli di eguaglianza”, le hj “vincoli di diseguaglianza”). Supponiamo che:

se x0 ∈ V e se hj1(x0) = · · · = hjR(x0) = 0 allora

∇g1(x0), . . . ,∇gM(x0),∇hj1(x0), . . . ,∇hjR(x0) sono linearmente indipendenti.
(3.25)

Nell’ipotesi “di regolarità” (o trasversalità ) scritta sopra sono coivolte tutte le gi e solo
le hj che si annullano in x0; notiamo che (3.25) implica M +R ≤ N .

Consideriamo una f ∈ C1(Ω) e supponiamo che x0 in V sia un punto di massimo ( di
minimo ) relativo per f su V . Allora esistono λ1, . . . , λM e µ1, . . . , µK in R tali che:

∇f(x0) =
M∑
i=1

λi∇gi(x0) +
K∑
j=1

µj∇hj(x0), µj = 0 se hj(x0) < 0. (3.26)

Questo equivale a dire che, dette hj1 , . . . , hjR le hj tali che hj(x0) = 0 (eventualmente
nessuna e allora R = 0) si ha:

∇f(x0) = λ1∇g1(x0) + · · ·+ λM∇gM(x0) + µ1∇hj1(x0) + · · ·+ µR∇hjR(x0).

Inoltre:

µj ≥ 0 nel caso del massimo µj ≤ 0 nel caso del minimo (3.27)
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3.6.16 Osservazione (Lagrangiana). Introduciamo la funzione lagrangiana associata a f
e ai vincoli (gi), (hj), definita da:

L(x,λ,µ, δ) := f(x)−
M∑
i=1

λ1gi(x)−
K∑
j=1

µj(hj(x) + δ2j ),

che dipende oltre che da x ∈ Ω dalle variabili ausiliarie λ = (λ1, . . . , λM), µ = (µ1, . . . , µK)
e δ = (δ1, . . . , δK) (dunque L è definita su Ω× RM × RK × RK).

Allora (x0,λ,µ, δ) è critico per L se e solo se x0 ∈ V , vale la (3.26) e δ2j = −hj(x0)
Se ne ricava che i massimi/minimi per f su V sono “la componente x” dei punti critici

(liberi) di L (e si ha l’informazione sul segno dei µj (3.27)).

Dimostrazione. Si ha:

∂L

∂x
(x,λ,µ, δ) =

∂f

∂x
(x)−

M∑
i=1

λi
∂gi
∂x

(x)−
K∑
j=1

µj
∂hj
∂x

(x),

∂L

∂λ
(x,λ,µ, δ) = (g1(x), . . . , gM(x)) ,

∂L

∂µ
(x,λ,µ, δ) =

(
h1(x) + δ21, . . . , hK(x) + δ2K

)
,

∂L

∂δ
(x,λ,µ, δ) = (2µ1δ1, . . . , 2µKδK) .

Supponiamo che (x0,λ0,µ0, δ0) sia critico per L. Allora:

∇f(x0) =
M∑
i=1

λ0,i∇gi(x0) +
K∑
j=1

µ0,j∇hj(x0),

0 = g1(x0) = · · · = gM(x0),

0 = h1(x0) + δ21,0 = · · · = hK(x0) + δ20,K ,

0 = 2µ0,1δ0,1 = · · · = 2µ0,Kδ0,k.

La prima riga ci da la parte sinistra della (3.26). La seconda riga implica che x0 verifica i
vincoli di eguaglianza, la terza che x0 verifica i vincoli di diseguaglianza; inoltre hj(x0) = 0
se e solo se δj = 0. Ma allora dalla quarta riga si ottiene µi = 0 per tutti quegli indici j
per cui h(x0) < 0; abbiamo in sostanza dimostrato la tesi.

3.7 Domini regolari

Introduciamo in questo paragrafo una classe di insiemi aperti “regolari” che saranno utili
nel seguito.

3.7.1 Definizione (domini regolari). Sia D ⊂ RN un insieme chiuso. Diremo che D è un
dominio regolare se esistono un aperto Ω in RN , con D ⊂ Ω e una funzione g : Ω→ R di
classe C1(RN) tale che

D = {x ∈ Ω : g(x) ≤ 0} , ∇g(x) ̸= 0 ∀x ∈ RN con g(x) = 0. (3.28)

Come abbiamo già osservato si ha allora

D̊ =
{
x ∈ RN : g(x) < 0

}
, ∂D = {x ∈ Ω : g(x) = 0} = ∂D̊, D̊ = D.
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In sostanza D è chiusura di un vincolo regolare unilatero su RN e la sua frontiera è un
vincolo regolare di codimensione 1. Inoltre

N∂D(x) = {λ∇g(x) :λ ∈ R} ∀x ∈ ∂Ω

Per ogni x ∈ ∂D possiamo anche definire la normale unitaria uscente da Ω:

ν̂(x) :=
∇g(x)
∥∇g(x)∥

che è un vettore di norma 1 in N∂Ω(x). Si può vedere che ν̂ non dipende dalla scelta
di g. Infatti da quanto già visto si ha che se g̃ è un’altra funzione che verifica le (3.28)
allora ∇g̃ = λ∇g con λ ∈ R, λ ̸= 0. Ma per la prima delle (3.28) deve essere λ > 0 e
quindi i normalizzati dei due gradienti devono concidere. Rimarchiamo che la possibilità
di definire univocamente ν̂ dipende dal fatto che {g(x) = 0} è la frontiera di D e quindi
sulla retta normale è possibile individuare un verso entrante e un verso uscente da D.

3.7.2 Esempio. La palla chiusa D := {x2 + y2 + z2 ≤ 1} è un dominio regolare. Infatti
posto g(x, y, z) := x2 + y2 + z2 − 1 si ha:

D = {(x, y, z) : g(x, y, z) ≤ 0} e ∇g(x, y, z) =

2x
2y
2z

 ̸= 0 se g(x, y, z) = 0.

La frontiera di D è S := {x2 + y2 + z2 = 1} che è un vincolo regolare di codimensione
uno (in R3 dunque S ha dimensione 2).

3.7.3 Osservazione. Non tutti gli aperti sono parti interne di domini regolari. Se per
esempio consideriamo Ω := {0 < ∥x∥ < 1} (la palla unitaria privata dell’origine) vediamo
che Ω è aperto, ma la sua frontiera è costituita dalla sfera S := {∥x∥ = 1} unita al
singoletto {0}. Questo non è un vincolo regolare di codimensione 1 (lo si deduce dal
teorema delle funzioni implicite, applicato vicino a 0) e quindi non può esistere D regolare
con D̊ = Ω (perché se esistesse ∂D = ∂Ω).

3.7.4 Definizione (domini regolari a tratti). Sia D un chiuso di RN . Diremo che D è
un dominio regolare a tratti se esistono Ω ⊂ RN aperto con D ⊂ Ω e g1, . . . , gK : Ω → R
funzioni C1(Ω) tali che D = {x ∈ Ω : g1(x) ≤ 0, . . . , gK(x) ≤ 0} e vale:

se x0 ∈ Ω e se gj1(x0) = · · · = gjR(x0) = 0 allora

∇gj1(x0), . . . ,∇gjR(x0) sono linearmente indipendenti.
(3.29)

Stavolta si ha:

∂D =
{
x ∈ RN : g1(x) = 0

}︸ ︷︷ ︸
=:S1

∪ · · · ∪
{
x ∈ RN : gK(x) = 0

}︸ ︷︷ ︸
=:SK

,

mentre
D̊ = {x ∈ Ω : g1(x) < 0 . . . , gK(x) < 0}

Dunque la frontiera di Ω è fatta dalle K “toppe” Sj, j = 1, . . . , K, definite sopra. In
ogni Sj si può individuare un “interno”:

S ′
j := {x ∈ Ω : gj(x) = 0, gi(x) > 0 per i ̸= j} .

Ognuno degli S ′
j è un vincolo regolare di codimensione 1 (relativamente all’aperto Ωj :={

x ∈ RN : gi(x) < 0 ∀i ̸= j
}
) per cui nei punti x ∈ Sj è ben definita il versore normale
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uscente mediante ν̂(x) :=
∇gj(x)
∥∇gj(x)∥

. Dunque nei punti della frontiera di D che si trovano

in S ′
1 ∪ · · · ∪ S ′

K la normale è ben definita. I rimanenti punti della frontiera sono quelli in
cui più di una gj si annulla e in questi punti non è in generale possibile definire la normale.

Se siamo in R3 potremmo classificare questi punti come “spigoli” se due condizioni
condizioni di vincolo si annullano o “vertici” se se ne annullano tre (più di tre non è
possibile a causa della (3.29)).

Si potrebbe dimostrare in generale che questi punti sono “pochi” (in un senso oppor-
tuno) tra i punti di frontiera, e che quindi, se Ω è regolare a tratti, “in quasi tutti i suoi
punti di frontiera” esiste la normale uscente.

3.7.5 Esempio. L’aperto Ω := {(x, y, z) ∈ R3 :x2 + y2 + z2 < 1, z > 0} è un vincolo re-
golare a tratti (“l’emisfero nord”). Ω risulta infatti definito mediante le due funzioni

g1(x, y, z) := x2 + y2 + z2 − 1, g2(x, y, z) = −z.

Si vede facilmente che i gradienti

∇g1(x, y, z) =

2x
2y
2z

 , ∇g2(x, y, z) =

 0
0
−1


sono non nulli dove le rispettive g si annullano e sono linearmente indipendenti dove
entrambe le g fanno zero (cioè in {(x, y, 0) :x2 + y2 = 1}). Dunque la condizione (3.29)
sono verificate. Notiamo che la frontiera di Ω si può dividere in tre pezzi:

S ′
1 :=

{
x2 + y2 + z2 = 1, z > 0

}
, S ′

2 :=
{
z = 0, x2 + y2 < 1

}
, S0 :=

{
z = 0, x2 + y2 = 1

}
.

I primi due sono la “parte regolare” della frontiera su cui è definita la normale:

ν̂(x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2

xy
z

 su S ′
1, ν̂(x, y, z) =

 0
0
−1

 su S ′
1

mentre in S0 (“l’equatore”) Ω ha uno spigolo.
Vediamo in altro esempio ponendo:

Ω1 :=
{
x2 + y2 + z2 ≤ 1, x ≥ 0, z ≥ 0

}
.

In questo caso abbiamo tre “funzioni di vincolo”:

g1(x, y, z) := x2 + y2 + z2 − 1, g2(x, y, z) = −x, g3(x, y, z) := −z

i cui gradienti sono:

∇g1(x, y, z) =

2x
2y
2z

 , ∇g2(x, y, z) =

−10
0

 , ∇g3(x, y, z) =

 0
0
−1

 .

Con un po’ di pazienza si vede che l’ipotesi (3.29) è verificata. In questo caso la frontiera
di Ω1 ha tre “pezzi regolari”

S ′
1 :=

{
x2 + y2 + z2 = 1, x > 0, z > 0

}
,

S ′
2 :=

{
x = 0, x2 + y2 < 1, z > 0

}
, S ′

3 :=
{
z = 0, x2 + y2 < 1, x > 0

}
,
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su cui è definita la normale uscente (normalizzando i gradienti scritti sopra) e una “parte
singolare” S0, che a sua volta si potrebbe suddividere in

S0
1 :=

{
z = 0, x2 + y2 = 1, x > 0

}
∪
{
x = 0, y2 + z2 = 1, z > 0

}
∪
{
x = 0, z = 0, y2 < 1

}
( che è costituita da tre “spigoli” ) più l’insieme ( dei due “vertici” )

S0
2 :=

{
x = 0, z = 0, y2 = 1

}
= {(0, 1, 0), (0,−1, 0)} .

Un altro esempio è il cubo aperto:

Q := {((x, y, z) : |x| < 1, |y| < 1, |z| < 1}

che come ci si può aspettare ha sei facce regolari su cui è definita la normale, dodici spigoli
e otto vertici.

Il seguente risultato che riguarda il caso N = 2 ci sarà utile più avanti quando
introdurremo le superfici.

3.7.6 Proposizione. Supponiamo che D sia un dominio regolare (regolare a tratti) di R2.
Supponiamo anche che D limitato. Allora esiste un numero finito di curve γi : [ai, bi]→
R2, i = 1, . . . , k tali che:

• ogni γi è chiusa e regolare (regolare a tratti);

• i sostegni γi([ai, bi]) delle γi sono disgiunti tra loro e ogni γi è iniettiva in [ai, bi[;

• ∂D è l’unione dei sostegni delle γi: ∂D = γ([a1, b1]) ∪ · · · ∪ γ([ak, bk]);

• se P0 ∈ ∂D e se P0 = γ0(t0) con t0 ∈ [ai, bi] (γi regolare in t0), allora il vettore
ν̂(P0) normale uscente a D in P0 e il vettore tangente γ ′(t0) si possono trasportare
con un movimento rigido nei vettori ê1, ê2: intuitivamente ogni curva γi “percorre
∂D tenendo D alla sinistra”.

Esprimeremo quanto scritto sopra dicendo che la frontiera di D si descrive coerentemente
con la normale uscente a Ω mediante le curve γ1, . . . ,γk.

Non dimostriamo la proposizione. È chiaro comunque dal teorema del Dini, che per
ogni punto (regolare) P0 di ∂D esiste un intorno U di P0 tale che ∂D ∩ P0 è descritto da
una curva (il cui verso si può scegliere in maniera da rispettare l’ultima condizione). Il
resto della dimostrazione consisterà nel passare dal locale al globale (qui conta che D sia
limitato).
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Capitolo 4

Calcolo integrale

4.1 Misura degli insiemi e integrazione

Vogliamo introdurre la nozione di integrale per funzioni di più variabili. Questa nozione
è legata al problema più generale di definire una “misura” (area, volume ecc.) per i
sottoinsiemi di RN .

Le idee guida per costruire la misura sono abbastanza intuitive; per esempio in R2: 1)
si definisce l’area dei rettangoli come prodotto base per altezza, 2) si definisce l’area di un
“plurirettangolo” P , cioè l’unione di rettangoli disgiunti, come la somma delle aree di tutti
i rettangoli che compongono P , 3) si “approssima” un insieme generico E mediante dei
plurirettangoli Pn e si definisce l’area di E facendo il “limite” delle misure dei Pn. In realtà
mentre il passo 1) è chiaro lo stesso non si può dire per 2) e 3). In effetti sia la nozione
di approssimazione sia la definizione di plurirettangoli sono suscettibili di variazioni che
portano a risultati diversi.

Fermo restando che per gli insiemi concreti con cui si ha a che fare abitualmente
tutte le varie definizioni portano allo stesso risultato, è comunque importante avere delle
nozioni di misura che si “comportino bene rispetto alla nozione di limite” (questa esigenza
si sente anche in alcuni argomenti, quali le serie si funzioni, di cui tratteremo più avanti).
Ciò rende preferibile la costruzione della misura (e dell’integrale) mediante la teoria di
Lebesgue rispetto alla più semplice costruzione di Riemann già vista in Analisi 1. In
maniera analoga, quando si studia l’Analisi si usano i numeri reali invece dei razionali
(che sono più che sufficienti per tutti gli usi pratici) per avere una teoria dei limiti più
soddisfacente. Peraltro in queste note le proprietà della misura verranno enunciate senza
darne quasi mai la dimostrazione, di solito piuttosto laboriose.

Ricordiamo che la parte positiva x+ e la parte negativa x− di un numero x sono :

x+ :=

{
x se x ≥ 0,

0 se x ≤ 0,
x− := (−x)+ =

{
0 se x ≥ 0,

−x se x ≤ 0,

di modo che x = x+ − x− e |x| = x+ + x−. Nel seguito data una funzione f chiamiamo
supporto di f , indicato con spt(f), la chiusura dell’insieme {x : f(x) ̸= 0}; in particolare
una funzione è a supporto limitato se esiste un disco B(x0, R) tale che f(x) = 0 per x
fuori da B(x0, R).

Data ancora una funzione f : A→ R, dove A ⊂ RN , con f ≥ 0, chiamiamo sottografico
di f l’insieme

G−(f) := {(x, y) :x ∈ A, y ∈ R, 0 ≤ y ≤ f(x)} .

4.1.1 Definizione (limitata alla teoria dell’integrazione). Conveniamo che ∞ · 0 = 0.
Questa convenzione sarà sottintesa nel seguito di questo capitolo quando si incontrerà il
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prodotto di due numeri reali estesi. Non daremo invece significato alla differenza di due
infiniti con lo stesso segno.

4.1.2 Definizione. Ricordiamo che un intervallo di R è un insieme I delle forma:

{x ∈ R : a ≤ x ≤ b} , {x ∈ R : a ≤ x < b} , {x ∈ R : a < x ≤ b} , {x ∈ R : a < x < b}

con −∞ ≤ a ≤ b ≤ +∞. Per ognuno degli intervalli scritti sopra la lunghezza del
corrispondente intervallo è

ℓ(I) = b− a ∈ [0,+∞]

(ammettiamo anche lunghezze infinite). Dato N ∈ N chiamiamo rettangolo di RN un
insieme R del tipo:

R = I1 × I2 × · · · × IN dove I1, . . . , IN sono intervalli.

Dato un rettangolo come sopra definiamo la misura di R come:

|R| := ℓ(I1) · ℓ(I2) · · · ℓ(IN) ∈ [0,+∞].

Quindi se N = 2 la misura è l’area (base×altezza), se N = 3 la misura è il volume.
Notiamo che in virtù della convenzione 0 · ∞ = 0 l’area di una retta orizzontale in R2 è
eguale a zero: tale retta è infatti un rettangolo del tipo R × {a} e la sua area è definita
come |R| · | {a} | = (+∞− (−∞)) · (a− a) = +∞ · 0 = 0.

Vediamo per prima cosa la definizione di misura secondo Peano (Riemann). Notiamo
che nel caso N = 1 la definizione seguente restituisce l’integrale studiato in Analisi 1.

4.1.3 Definizione. Chiamiamo plurirettangolo finito una unione finita di rettangoli di-
sgiunti, cioè un insieme P di RN esprimibile come:

P =
k⋃
j=1

Rj Rj rettangoli, Rj ∩Rh = ∅ se j ̸= h.

Chiamiamo misura di P la somma delle misure di tutti i rettangoli che compongono P :

|P | =
k∑
j=1

|Rj|.

Si può dimostrare che |P | è indipendente dal modo (che non è chiaramente unico) in cui
P è scomposto in rettangoli disgiunti.

4.1.4 Definizione (misura e integrale di Riemann). Sia A un insieme limitato di RN .
Poniamo:

m∗
R(A) := inf {|P | :P plurirettangolo finito A ⊂ P}

mR∗(A) := sup {|P | :P plurirettangolo finito P ⊂ A}



4.1. MISURA DEGLI INSIEMI E INTEGRAZIONE 95

m∗
R(A) e mR∗(A) si dicono rispettivamente la misura esterna secondo Riemann (o secondo

Peano) e la misura interna secondo Riemann dell’insieme A. Si dice che A è misurabile
secondo Riemann se m∗

R(A) = mR∗(A), cioè se approssimando A con plurirettangoli in-
scritti o con plurirettangoli circoscritti si giunge al medesimo risultato. Se A è misurabile
indichiamo con mR(A) il valore comune delle due misure (interna ed esterna).
Sia ora f : RN → R una funzione limitata e a supporto limitato. Diciamo che f è
misurabile secondo Riemann se i sottografici G−(f+) e G−(f−) sono insiemi misurabili
secondo Riemann. In questo caso chiamiamo integrale di Riemann di f il numero∫

RN

f(x) dx := mR(G
−(f+))−mR(G

−(f−))

Infine se A è un insieme limitato e f : A→ R è una funzione limitata possiamo dire che f
è integrabile su A se la funzione f̃ che è eguale a f su A e vale zero fuori di A è misurabile
e in questo caso si definisce l’integrale di f su A come∫

A

f(x) dx :=

∫
RN

f̃(x) dx.

Si potrebbero dimostrare una serie di proprietà per gli integrali di Riemann; per esem-
pio che se A e A sono due insiemi misurabili disgiunti, allora la loro unione è misurabile
e mR(A ∪ B) = mR(A) +mR(B) (questo non è vero se A e B non sono misurabili). Op-
pure si potrebbe vedere che se f e g sono integrabili, allora la loro somma è integrabile e∫

RN (f + g) =
∫

RN f +
∫

RN g. Queste proprietà (e le varie altre che si possono dimostrare)
fanno s̀ı che la misura e l’integrale di Riemann siano un’ottimo modello matematico per
l’idea di area o volume in questioni di geometria elementare. Un piccolo difetto è il fatto
che si misurano solo insiemi limitati e si integrano funzioni limitate a supporto limitato.
A questo però si potrebbe tentare di rimediare considerando gli integrali impropri (an-
che se in RN le cose non sono cos̀ı chiare). Il grosso problema però è la stabilità degli
insiemi misurabili e delle funzioni integrabili rispetto ad operazioni di limite. Non è per
esempio vero (e invece servirebbe) che l’unione di una successione di insiemi misurabili è
misurabile. Per questo siamo condotti a un’altra definizione.

4.1.5 Definizione. Chiamiamo plurirettangolo numerabile l’ unione di una successione
di rettangoli cioè un insieme P di RN esprimibile come:

P =
⋃
j∈N

Rj Rj rettangoli.

4.1.6 Proposizione. Se P è un plurirettangolo numerabile, allora esiste una famiglia
(Ri)i∈N di rettangoli disgiunti la cui unione è P , cioè

P =
⋃
j∈N

Rj Rj rettangoli, Rj ∩Rh = ∅ se j ̸= h.

Inoltre se (Ri)i∈N ed (R′
i)i∈N sono due famiglie numerabili di rettandoli con la proprietà

detta sopra, allora
∞∑
n=1

|Rn| =
∞∑
n=1

|R′
n|.

Notiamo che non si ipotizza che P sia limitato per cui le serie sopra possono avere somma
infinita (+∞ dato che gli addendi sono posivi).
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4.1.7 Definizione. Sia P un plurirettangolo. Chiamiamo misura di P la serie (eventual-
mente infinita):

|P | =
∞∑
n=1

|Rn|.

dove Ri sono rettangoli (i ∈ N) e Rj ∩ Rh = ∅ se j ̸= h. Per quanto detto sopra |P | è
indipendente dal modo in cui P è scomposto in rettangoli disgiunti.

D’ora in poi sottintendiamo che i plurirettangoli siano numerabili.

È facile vedere dalla definizione che unione intersezione e differenza tra plurirettangoli è
ancora un plurirettangolo (questo non si può dire dei rettangoli). La seguente proposizione
(no dim) è alla base delle successive proprietà della misura.

4.1.8 Proposizione. Siano P1 e P2 due plurirettangoli, allora:

|P1 ∪ P2|+ |P1 ∩ P2| = |P1|+ |P2|

(se sono disgiunti P1 ∪ P2| = |P1|+ |P2|). Se inoltre P1 ⊂ P2 se ne ricava:

|P2 \ P1| = |P2| − |P1|

In particolare P1 ⊂ P2 ⇒ |P1| ≤ |P2|.

4.1.9 Definizione (misura e integrale secondo Lebesgue). Sia A ⊂ RN . Poniamo:

m∗(A) := inf {|P | :P plurirettangolo numerabile A ⊂ P} .

m∗(A), che può essere finita o +∞, è detta la misura esterna secondo Lebesgue di A.

4.1.10 Osservazione. Si ha in effetti:

m∗(A) := inf

{
∞∑
n=1

|Rn| :Ri sono rettangoli e A ⊂
∞⋃
n=1

Rn

}
.

Questo si vede notando che se Ri sono rettangoli e A ⊂
⋃∞
n=1Rn, allora P :=

⋃∞
n=1Rn è

un plurirettangolo e |P | ≤
∞∑
n=1

|Rn|. D’altra parte possiamo prendere degli altri rettangoli

R′
i la cui unione è P che siano anche tra loro disgiunti. In questo caso

∞∑
n=1

|R′
n| = |P |. È

chiaro allora che ai fini dell’estremo inferiore basta considerare le famiglie numerabili di
rettangoli disgiunti, e in tal caso la serie che si considera coincide con |P |).

4.1.11 Corollario. Se P è un plurirettangolo, allora m∗(P ) = |P |.
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4.1.12 Proposizione. La misura esterna è monotona cioè:

A ⊂ B ⊂ RN ⇒ m∗(A) ≤ m∗(B).

Inoltre, se per ogni n ∈ N An è un sottoinsieme di RN , vale la subadditività numerabile:

m∗

(
∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

m∗(An).

Si potrebbe vedere che in generale non è detto che dati due insiemi disgiunti la misura
esterna della loro unione sia la somma delle misure. Omettiamo di fornire un esempio
che sarebbe molto complicato da costruire. Dato che la proprietà sopra ( additività della
misura tra insiemi disgiunti ) è praticamente irrinunciabile, si rende necessario individuare
gli insiemi “buoni” per cui questa proprietà vale.

4.1.13 Definizione. Diremo che A è misurabile secondo Lebesgue se

m∗(E) = m∗(A ∩ E) +m∗(E \ A) per ogni sottoinsieme E di RN

Questa condizione dice che A spezza bene ogni altro sottoinsieme E - non è una proprietà
intuitiva come quella usata per fare la misura di Riemann e per la verità non ne parleremo
molto. L’ importante è che questa proprietà individua una classe di insiemi abbastanza
ricca che verificano delle buone proprietà.
Indicheremo conM (oMN se si vuole esplitare la dimensione dello spazio) la classe degli
insiemi misurabili. Se A ∈ M, cioè se A è misurabile, scriviamo m(A) invece di m∗(A) e
chiamiamo m(A) la misura (secondo Lebesgue) di A.

Per fare capire l’utilità della misurabilità dimostriamo un paio di sue conseguenze.

4.1.14 Proposizione. Se P è un plurirettangolo, allora P è misurabile.

Dimostrazione. Sia P un plurirettangolo. Sia E ⊂ RN e sia P ′ un plurirettangolo tale che
E ⊂ P ′. Per quanto detto sui plurirettangoli si ha che P ′∩P e P ′\P sono plurirettangoli e
|P ′| = |P ′∩P |+|P ′\P |. Dato che E∩P ⊂ P ′∩P e E\P ⊂ P ′\P si ham∗(E∩P ) ≤ |P ′∩P |,
m∗(E \ P ) ≤ |P ′ \ P |. Dunque:

|P ′| ≥ m∗(E ∩ P ) +m∗(E \ P ) ∀P ′ con P ′ plurirettangolo e E ⊂ P ′.

Per definizione di m∗(E) e per le proprietà dell’inf si ricava:

m∗(E) ≥ m∗(E ∩ P ) +m∗(E \ P )

Essendo E = (E ∩ P ) ∪ (E \ P ), usando la subadditività troviamo anche:

m∗(E) ≤ m∗(E ∩ P ) +m∗(E \ P )

Dunque vale l’eguale. Dato che E è arbitrario abbiamo dimostrato che P è misurabile.

4.1.15 Osservazione. Se A1, A2 ∈M e A1 ∩ A2 = ∅, allora

m∗(E ∩ (A1 ∪ A2)) = m∗(E ∩ A1) +m∗(E ∩ A2) ∀E ⊂ RN . (4.1)

Per vederlo basta usare la definizione di misurabilità per A1 (o di A2).

4.1.16 Proposizione. Siano A1, A2 ∈ M (due insiemi misurabili in RN). Allora si ha
che A1 ∪ A2 ∈M, A1 ∩ A2 ∈M e A1 \ A2 ∈M. Inoltre:

m(A1 ∪ A2) +m(A1 ∩ A2) = m(A1) +m(A2). (4.2)
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Dimostrazione. Dimostriamo che A := A1 ∪ A2 ∈ M. Per questo prendiamo E ⊂ RN .
Usando la misurabilità di A1:

m∗(E) = m∗(E ∩ A1) +m∗(E \ A1).

Usando la misurabilità di A2:

m∗(E ∩ A1) = m∗(E ∩ A1 ∩ A2︸ ︷︷ ︸
=:B1

) +m∗((E ∩ A1) \ A2︸ ︷︷ ︸
=:B2

),

m∗(E \ A1) = m∗((E \ A1) ∩ A2︸ ︷︷ ︸
=:B3

) +m∗((E \ A1) \ A2︸ ︷︷ ︸
=:B4

).

Per motivi insiemistici (vedi la figura) i quattro insiemi B1, B2, B3 e B4 sono disgiunti e

B1 ∪B2 ∪B3 = E ∩ (A1 ∪ A2), B4 = E \ (A1 ∪ A2).

Usando di nuovo la misurabilità di A2 si ha (vedi sempre la figura):

m∗(B1 ∪B2) = m∗((B1 ∪B2) ∩ A2) +m∗((B1 ∪B2) \ A2) = m∗(B1) +m∗(B2).

da cui, usando di nuovo la misurabilità di A1:

m∗(E ∩ (A1 ∪ A2)) = m∗(B1 ∪B2 ∪B3) =

m∗((B1 ∪B2 ∪B3) ∩ A1) +m∗((B1 ∪B2 ∪B3) \ A1) =

m∗(B1 ∪B2) +m∗(B3) = m∗(B1) +m∗(B2) +m∗(B3).

Mettendo tutto insieme:

m∗(E) = m∗(E ∩ (A1 ∪ A2)) +m∗(E \ (A1 ∪ A2))

dunque A1 ∪ A2 è misurabile. Vediamo ora che se A ∈ M allora il complementare CA è
anche lui inM. Questo è evidente perché, per ogni E ⊂ RN :

m∗(E) = m∗(E ∩ A) +m∗(E \ A) = m∗(E \ CA) +m∗(E ∩ CA).

Se ne deduce che intersezione e differenza di misurabili è misurabile, dato che:

A1 ∩ A2 = C(CA1 ∪ CA2), A2 \ A2 = A2 ∩ CA1.

Consideriamo ora E = A2 e usiamo la misurabilità di A1. Si ha:

m(A2) = m(A2 ∩ A1) +m(A2 \ A1).

Prendiamo E = A1 ∩ A2 e usiamo la misurabilità di A1:

m(A1 ∪ A2) = m((A1 ∪ A2) ∩ A1) +m((A1 ∪ A2) \ A1) = m(A1) +m(A2 \ A1).

Sommando m(A1∩A2) all’ultima eguaglianza e usando la penultima si ricava la (4.2).
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4.1.17 Proposizione (additività numerabile). Sia (An)n∈N una successione di insiemi

misurabili e poniamo A :=
∞⋃
n=1

An. Allora A è misurabile. Se inoltre Ai ∩ Aj = ∅ per

i ̸= j, allora e m(A) =
∑
n=1

m(An).

Dimostrazione. Supponiamo che (An) sia una successione di insiemi misurabili e poniamo

A :=
∞⋃
n=1

An. Supponiamo anche che gli An siano tra loro disgiunti – questo non sarebbe

richiesto per la misurabilità di A, ma non è difficile ricondursi a questo caso modificando
opportunamente gli An. Se k ∈ N consideriamo

Ak := A1 ∪ · · · ∪ Ak =
k⋃

n=1

An.

Sia E ⊂ RN . Usando (k volte) la (4.1) abbiamo:

m∗(E ∩ Ak) = m∗(E ∩ A1) + · · ·+m∗(E ∩ Ak) =
k∑

n=1

m∗(E ∩ An).

Usando la monotonia della misura e la misurabilità deli An:

m∗(E) = m∗(E∩Ak)+m∗(E\Ak) ≥ m∗(E∩Ak)+m∗(E\A) =
k∑

n=1

m∗(E∩An)+m∗(E\A).

Dato che questo è vero per ogni k è vero per il limite, quando k → +∞, dunque:

m∗(E) ≥
∞∑
n=1

m∗(An) +m∗(E \ A) ≥ m∗(E ∩ A) +m∗(E \ A)

dove, nel secondo passaggio, abbiamo usato la subadditività. Come già notato l’altra
diseguaglianza è sempre vera per cui:

m∗(E) = m∗(E ∩ A) +m∗(E \ A) ∀E ⊂ RN

da cui la misurabilità di A. Per la formula notiamo che

m(A) ≥ m(Ak) =
k∑

n=1

m(An) ∀k ∈ N⇒ m(A) ≥
∞∑
n=1

m(An)

e usando la subadditività si ottiene l’eguaglianza.

4.1.18 Proposizione (confronto con la misura di Riemann). Se A è limitato ed è misu-
rabile secondo Riemann, allora A è misurabile.

Dimostrazione. Sia E ⊂ RN . Sia ε > 0 e siano P ′, P ′′ due plurirettangoli finiti tali che
P ′ ⊂ A ⊂ P ′′ e |P ′′ \ P ′| < ε. Per la misutabilità di P ′:

m∗(E) = m∗(E ∩ P ′) +m∗(E \ P ′) ≥ m∗(E ∩ P ′) +m∗(E \ A).

Dato che P ′′ e P ′′ \ P ′ sono misurabili e disgiunti abbiamo (vedi la (4.1))

m∗(E ∩ A) ≤ m∗(E ∩ P ′′) = m∗(E ∩ (P ′′ \ P ′)) +m∗(E ∩ P ′) ≤
m∗(P ′′ \ P ′) +m∗(E ∩ P ′) = |P ′′ \ P ′|+m∗(E ∩ P ′) < ε+m∗(E ∩ P ′).
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Quindi otteniamo

m∗(E) > m∗(E ∩ A)− ε+m∗(E \ A) ∀ε > 0.

Mandando ε→ 0 si può metlere 0 al posto di ε. Per l’arbitrarietà di E:

m∗(E) ≥ m∗(E ∩ A) +m∗(E \ A) ∀E ⊂ RN .

Al solito la diseguaglianza opposta vale per la subadditività e quindi abbiamo dimostrato
la misurabilità di A.

4.1.19 Definizione. Sia ora f : RN → [0,+∞] una funzione (positiva a valori reali
estesi). Diciamo che f è misurabile secondo Lebesgue se G−(f) è un insieme misurabile.
Per una tale f chiamiamo integrale di f il numero:∫

RN

f(x) dx := m(G−(f))

Tale integrale può essere +∞. Se invece si considera una funzione f : RN → [−∞,∞]
diremo che essa è misurabile se le due funzioni parte positiva f+ e parte negativa f− sono
entrambe misurabili. Diremo che f è integrabile se f è misurabile e se

∫
RN f

+(x) dx+ <
+∞ e

∫
RN f

−(x) dx < +∞ e in tal caso chiameremo integrale di f l’espressione:∫
RN

f(x) dx :=

∫
RN

f+(x) dx−
∫

RN

f−(x) dx

Notiamo dunque che le funzioni misurabili positive hanno sempre integrale (eventualmente
infinito) mentre le funzioni a segno variabile hanno integrale solo quando questo è finito.

4.1.20 Definizione. Se infine A è un sottoinsieme di RN e f : A → R è una funzione
possiamo dire che f è misurabile (integrabile) su A se posto:

f̃(x) :=

{
f(x) se x ∈ A,
0 se x /∈ A,

si ha che f̃ è misurabile (integrabile). Si definisce allora l’integrale di f su A come∫
A

f(x) dx :=

∫
RN

f̃(x) dx.

4.1.21 Osservazione. Nel caso in cui f(x) = 1 per ogni x ∈ A la costruzione di f̃ porta
alla “funzione indicatrice di A”, indicata con 1A, cioè a 1A : RN → {0, 1} definita da:

1A(x) :=

{
1 se x ∈ A,
0 se x /∈ A.

È chiaro che 1A ≥ 0, A è misurabile se e solo se 1A è misurabile e m(A) =
∫

RN 1A(x) dx
(che può essere finita o infinita).

Vediamo ora le proprietà principali degli insiemi e delle funzioni misurabili.

4.1.22 Proposizione (proprietà degli insiemi misurabili).

1. Se A ∈ M e B ∈ M, allora A \ B ∈ M. Inoltre, se m(A ∩ B) < +∞, allora
m(A \B) = m(A)−m(A ∩B).
Se ne deduce in particolare che, se B ⊂ A, allora m(B) ≤ m(A).
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2. I plurirettangoli sono misurabili e la loro misura coincide con quella di partenza:
m(R) = |R|. In particolare RN ∈M, m(RN) = +∞, ∅ ∈ M, m(∅) = 0.

3. Gli insiemi aperti e (di conseguenza) gli insiemi chiusi sono misurabili.

4. Se (An)n∈N è una famiglia di sottoinsiemi misurabili di RN , allora⋃
n∈N

An ∈M ,
⋂
n∈N

An ∈M.

Inoltre si ha (varie forme di ”additività numerabile”):

(a) Se gli An sono a due a due disgiunti: Ai ∩ Aj = ∅ per i ̸= j, allora

m

(⋃
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

m(An).

(b) Se (An)n∈N è crescente: An ⊂ An+1, allora

m

(⋃
n∈N

An

)
= lim

n→∞
m(An).

(c) Se (An)n∈N è decrescente: An+1 ⊂ An, e se m(A1) < +∞ allora

m

(⋂
n∈N

An

)
= lim

n→∞
m(An).

4.1.23 Osservazione. Useremo anche la notazione |E| per indicare m(E). È chiaro che
non c’è ambiguità dato che nel caso dei rettangoli le due notazioni coincidono.

4.1.24 Definizione. Diremo che un sottoinsieme E di RN è trascurabile se m∗(E) = 0.

4.1.25 Proposizione. 1. Se E è trascurabile, allora E è misurabile e m(E) = 0.

2. Se E è trascurabile ed E1 ⊂ E, allora E1 è trascurabile.

3. Se (En)n∈N è una successione di insiemi trascurabili, allora
⋃
n∈N En è trascurabile.

Ogni insieme fatto da un numero finito di punti è ovviamente trascurabile. Anche N

e Z sono trascurabili in quanto N =
∞⋃
n=0

{n} e Z =
∞⋃
n=0

{n,−n}. Ma anche l’inseme Q dei

numeri razionali è trascurabile. È infatti noto che Q è “numerabile”, cioè che esiste una

una successione (qn), per cui Q =
∞⋃
n=0

{qn}.

4.1.26 Osservazione. Ricordiamo che l’insieme E := {q ∈ [0, 1] : q ∈ Q} = [0, 1] ∩ Q non è
misurabile secondo Peano (che è equivalente a dire che la funzione f : [0, 1]→ R definita
da f(x) := 1, se x ∈ E e f(x) := 0 se x ∈ [0, 1] \ E, non è integrabile secondo Riemann).
Invece E è misurabile secondo Lebesgue e |E| = 0 dato che E ⊂ Q.

4.1.27 Definizione. Nel seguito diremo che una proprietà P (x) è vera quasi ovunque in
RN o per quasi ogni x di RN , se l’insieme delle x di RN per cui P (x) è falsa è trascurabile.
Per esempio diremo che una funzione f è quasi ovunque nulla o equivalentemente che
f(x) = 0 per quasi ogni x, intendendo con questo che l’insieme {x : f(x) ̸= 0} ha misura
zero. Analogamente diremo che due funzioni f e g sono eguali quasi ovunque se la loro
differenza è quasi ovunque nulla.
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4.1.28 Proposizione (proprietà delle funzioni misurabili). Siano f, g : RN → [−∞,∞].

1. Se f e g sono misurabili allora f+g e fg sono misurabili 1. Se f e g sono integrabili,
e λ, µ ∈ R, allora λf + µg è integrabile. Inoltre vale la formula:∫

RN

(λf(x) + µg(x)) dx = λ

∫
RN

f(x) dx+ µ

∫
RN

g(x) dx,

sia nel caso di f, g integrabili, che in quello di f, g ≥ 0 misurabili e λ, µ ≥ 0.

2. Se f è misurabile allora |f | è misurabile (il viceversa non è vero).
Se f è misurabile allora f è integrabile se e solo se |f | è integrabile.

3. Se f e g sono misurabili e 0 ≤ f ≤ g quasi ovunque, allora∫
RN

f(x) dx ≤
∫

RN

g(x) dx.

Se f e g sono integrabili si può rimuovere l’ipotesi di positività.

4. Se f è misurabile, g è integrabile e |f | ≤ g quasi ovunque, allora f è integrabile e∣∣∣∣∫
RN

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
RN

|f(x)| dx ≤
∫

RN

g(x) dx.

5. Se f è integrabile e f ≥ 0, allora∫
RN

f(x) dx = 0⇒ f(x) = 0 per quasi ogni x (f = 0 quasi ovunque).

6. Se Ω ⊂ RN è aperto, f : Ω→ [−∞,+∞] è integrabile in Ω e se∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx = 0 per ogni funzione ϕ ∈ C∞(Ω)

allora f(x) = 0 per quasi ogni x ∈ Ω.

7. Se f è integrabile e A ⊂ RN è misurabile, allora f è integrabile su A.

8. f è misurabile se e solo se per ogni c ∈ R l’insieme f c := {x : f(x) ≤ c} è misurabile

9. Se f è misurabile e g = f quasi ovunque, allora g è misurabile. Se f è integrabile e
g = f quasi ovunque, allora g è integrabile e gli integrali sono gli stessi.
In particolare se f è misurabile e A è trascurabile, si ha che f è integrabile su A e
che

∫
A
f = 0.

10. Se (fn) è una successione di funzioni misurabili e se fn(x)→ f(x) per quasi ogni x
(fn “converge puntualmente” a f), allora f è misurabile.

11. Se f è misurabile e f ≥ 0 e se (An) è una successione di insiemi misurabili tali
che An ⊂ An+1 per ogni n ((An) è una successione crescente di insiemi misurabili),
allora posto A :=

⋃
n∈N

, si ha (che A è misurabile e):∫
A

f(x) dx = lim
n→∞

∫
An

f(x) dx.

1bisognerebbe dire cosa si intende per f(x) + g(x) se f(x) = +∞ e g(x) = −∞, o viceversa; si vede
però che si può decidere di porre tale somma eguale ad un valore arbitrario e i risultati scritti sono veri
- nel caso poi dell’integrabilità si può vedere che tali x costituiscono un insieme trascurabile che non
influenza il valore dell’integrale.
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4.1.29 Proposizione (confronto con Riemann). Valgono i fatti seguenti.

• Se A è un insieme limitato misurabile secondo Riemann, allora A è misurabile e
mR(A) = m(A).

• Se f è una funzione limitata con supporto compatto integrabile secondo Riemann,
allora è integrabile e le due definizioni di integrale coincidono.

• Se f è assolutamente integrabile in senso improprio secondo Riemann (su un inter-
vallo di R) allora è integrabile e l’integrale improprio coincide con l’integrale.

In particolare le funzioni continue o continue a tratti sono certamente misurabili e sono
integrabili sugli intervalli chiusi e limitati.
Invece le funzioni integrabili in senso improprio secondo Riemann che non siano assolu-
tamente integrabili non sono integrabili secondo Lebesgue (perché parte positiva e parte

negativa hanno entrambe integrale infinito). Per esempio f(x) =
sin(x)

x
non è integrabile

secondo Lebesgue su R.

4.1.30 Definizione. Supponiamo che f : RN → RM e indichiamo con fi le componenti
di f , per i = 1 . . . ,M : f(x) = (f1(x), . . . , fM(x)). Diciamo che f è misurabile se tutte le
fi sono misurabili. Diciamo che f è integrabile se tutte le fi sono integrabili e in tal caso
consideriamo l’integrale di f su RN :∫

RN

f(x) dx :=

(∫
RN

f1(x) dx, . . . ,

∫
RN

fM(x) dx

)
(dunque l’integrale di f è un elemento di RM). Analogamente si definisce l’integrale di f
su un insieme imitando quanto fatto nel caso scalare M = 1.

4.1.31 Proposizione. Se f : RN → RM è integrabile su A ⊂ RN , allora ∥f∥RM è
integrabile su A e vale: ∥∥∥∥∫

A

f(x) dx

∥∥∥∥
RM

≤
∫
A

∥f(x)∥RM dx.

4.1.32 Osservazione. In particolare possiamo definire la misurabilità e l’integrale per
funzioni a valori complessi identificando C con R2: se f : RN → C possiamo scrivere
f(x) = f1(x)+ if2(x) con f1, f2 : R→ R. Allora f è misurabile (integrabile) se f1, f2 sono
misurabili (integrabili) e, quando f è integrabile, definiamo:∫

RN

f(x) dx :=

∫
RN

f1(x) dx+ i

∫
RN

f2(x) dx.

4.2 Integrali iterati

I seguenti teoremi stabiliscono che gli integrali in RN sono degli “integrali multipli”. È
importante il fatto che il primo teorema (che riguarda funzioni positive) vale anche se gli
integrali sono infiniti e può essere allora usato come criterio di integrabilità.

In questo paragrafo ci mettiamo in RN+M e conveniamo di scrivere i punti di RN+M

come copie (x,y) con x ∈ RN e y ∈ RM (cioè identifichiamo RN+M con RN × RM).
Analogamente se f : RN+M → [−∞,+∞], scrivereme f(x,y) con x ∈ RN e y ∈ RM .

4.2.1 Teorema (di Tonelli). Supponiamo che la funzione f : RN+M → [0,+∞] sia
misurabile. Allora:
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• per quasi ogni y in RM , la funzione x 7→ f(x,y) è misurabile su RN ;

• se poniamo F (y) :=
∫

RM f(x,y) dx (definendo F (y) a piacere nelle y per cui x 7→
f(x,y) non è misurabile), allora F è misurabile su RM ;

• si ha ∫
RN+M

f(x,y) dx dy =

∫
RM

F (y) dy =

∫
RM

 ∫
RN

f(x,y) dx

 dy.

Notiamo che, in particolare, scambiando x e y, si vede che gli integrali fatti nell’ordine
inverso portano allo stesso risultato.

4.2.2 Osservazione (principio di Cavalieri). Sia A un insieme misurabile di RN+M e per
ogni y0 in RM indichiamo con Ay0 l’insieme A∩{(x,y) :y = y0} cioè la sezione di A fatta
tramite l’iperpiano di equazione y = y0. Allora (come si vede facilmente applicando il
teorema di Tonelli alla funzione 1A):

• per quasi ogni y in RM si ha che Ay è un sottoinsieme misurabile di RN ;

• la funzione y 7→ m(Ay), definita a piacere dove non ha senso, è misurabile su RM ;

• si ha:

m(A) =

∫
RM

m(Ay) dy.

4.2.3 Osservazione. Si deduce dal teorema di Tonelli che tratti rettilinei sono trascurabili
nel piano: per esempio l’asse x è trascurabile in quanto la misura della sua sezione con
una qualunque parallela all’asse y è trascurabile (essendo fatta da un singolo punto).

4.2.4 Osservazione. Il teorema di Tonelli può essere usato come criterio di integrabilità:
per verificare se una f è integrabile su RN+M basta controllare se∫

RN+M

|f(x,y)| dxdy =

∫
RM

(∫
RN

|f(x,y)| dx
)

dy < +∞

dato che f è integrabile se e solo se |f | è integrabile.

Nel prossimo teorema, a differenza di quanto fatto nel precedente, si suppone che f
sia integrabile.

4.2.5 Teorema (di Fubini). Sia f : RN+M → R una funzione integrabile. Allora:

• per quasi ogni y in RM la funzione x 7→ f(x,y) è integrabile su RN ;

• se poniamo F (y) :=
∫

RM f(x,y) dx (definendola a piacere dove x 7→ f(x,y) non è
integrabile), allora F è integrabile su RM ;

• si ha: ∫
RN+M

f(x,y) dx dy =

∫
RM

F (y) dy =

∫
RM

 ∫
RN

f(x,y) dx

 dy.

Anche in questo caso (se vale l’ipotesi che ora è l’integrabilità di f) gli integrali iterati
non dipendono dall’ordine in cui sono svolti.
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4.2.6 Proposizione (integrazione su insiemi normali). Sia A ⊂ RN . Diciamo che A è
normale (o semplice) rispetto all’asse N-esimo se esiste un insieme misurabile A′ ∈ RN−1

ed esistono due funzioni misurabili α, β : A′ → R tali che α ≤ β e

A = {(x′, y) :x′ ∈ A′, y ∈ R, α(x′) ≤ y ≤ β(x′)} .

In maniera analoga si può definire un insieme normale rispetto all’asse k-esimo, k ∈
{1, . . . , N}. Si dimostra che se A è normale, allora A è misurabile.

Sia A come sopra e sia f : A → [0,+∞] misurabile (f : A → [−∞,+∞] integrabi-
le). Allora per quasi ogni x′ ∈ A′ la funzione y 7→ f(x′, y) è misurabile (è integrabile)

sull’intervallo [α(x′), β(x′)] e la funzione x′ 7→
∫ β(x′)

α(x′)
f(x′, y) dy (definita quasi ovunque)

è misurabile (integrabile) in A′. In entrambi i casi si ha:∫
A

f(x) dx =

∫
A′

(∫ β(x′)

α(x′)

f(x′, y) dy

)
dx′.

Al solito nel caso di f misurabile, f ≥ 0, gli integrali possono valere +∞.

4.3 Cambio di variabile negli integrali multipli

4.3.1 Teorema (di cambio di variabile). Supponiamo che Ω e Ω1 siano due aperti di RN

e che Φ : Ω→ Ω1 sia una applicazione bigettiva e di classe C1(Ω).
Allora si ha:

1. Se f : Ω1 → [0,+∞] è una funzione misurabile ( f ≥ 0), allora (f ◦Φ)
∣∣∣∣det(∂Φ∂x

)∣∣∣∣
è misurabile e vale:∫

Ω1

f(y) dy =

∫
Ω

f(Φ(x))

∣∣∣∣det(∂Φ∂x
)
(x)

∣∣∣∣ dx. (4.3)

In particolare se E ⊂ Ω1, E è misurabile, allora 1Φ−1(E)

∣∣∣∣det(∂Φ∂x
)∣∣∣∣ è misurabile e:

mis(E) =

∫
Φ−1(E)

∣∣∣∣det(∂Φ∂x
)
(x)

∣∣∣∣ dx.
2. Se f : Ω1 → [−∞,∞] è integrabile su Ω1, allora (f ◦Φ)

∣∣∣∣det(∂Φ∂x
)∣∣∣∣ è integrabile su

Ω e vale la (4.3)

4.3.2 Esempio (coordinate polari). Consideriamo Φ : R2 → R2 definita da Φ(ρ, θ) =
(ρ cos(θ), ρ sin(θ)). È immediato verificare che:

∂Φ

∂(ρ, θ)
(ρ, θ) =

(
cos(θ) −ρ sin(θ)
sin(θ) ρ cos(θ)

)
⇒ det

(
∂Φ

∂(ρ, θ)
(ρ, θ)

)
= ρ.

Peraltro Φ non è iniettiva come si vede subito, sia perché Φ(0, θ) = (0, 0) per qualunque
θ, sia perché Φ(ρ, θ+2πk) = Φ(ρ, θ) per k intero. Se prendiamo A := {ρ > 0, 0 < θ < 2π}
si vede facilmente che A è un aperto e che Φ è iniettiva su A; peraltro l’immagine di
A è B := R2 \ {0} × [0,+∞[ che non esaurisce tutto R2. Se invece prendiamo A1 :=
{ρ ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 2π} (A1 = Ā) allora l’immagine di A1 è tutto R2 (ma A1 non è aperto e
Φ non è iniettiva su A1). Notiamo però che A1 \ A è trascurabile in quanto formato da
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tratti rettilinei (anche se alcuni illimitati) e per lo stesso motivo è trascurabile R2 \ B =
{0} × [0,+∞[.

A questo punto prendiamo un insieme misurabile F in R2 e una funzione f : F →
[−∞,+∞] integrabile. Definiamo E := {(ρ, θ) ∈ A1 : Φ(ρ, θ) ∈ F} = Φ−1(F ) ∩ A1; po-
niamo anche F ∗ := F \ {0} × [0,+∞[= F ∩ B ed E∗ := {(ρ, θ) ∈ A : Φ(ρ, θ) ∈ F ∗} =
Φ−1(F ) ∩ A. Dunque Φ(E) = F e Φ(E∗) = F ∗ e si ha:∫

F

f(x, y) dx dy =

∫
F ∗
f(x, y) dx dy =

∫
Φ(E∗)

f(x, y) dx dy =∫
E∗
f(Φ(ρ, θ))ρ dρ dθ =

∫
E

f(Φ(ρ, θ))ρ dρ dθ =

∫
{(ρ,θ : ρ≥0,0≤θ≤2π,Φ(ρ,θ)∈F}

f(Φ(ρ, θ))ρ dρ dθ

(nel primo e nell’ultimo passaggio abbiamo sfruttato la trascurabilità di F \ F ∗ ⊂ R2 \B
e di E \ E∗ ⊂ A1 \ A mentre nel passaggio tra la prima riga e la seconda abbiamo usato
il teorema di cambio di variabile).

4.3.3 Esempio. Consideriamo la funzione f(x, y) = e−(x2+y2). Passando in coordinate
polari (A1 è quello di prima) e poi applicando Fubini-Tonelli:∫

R2

e−(x2+y2) dx dy =

∫
A1

ρe−ρ
2

dρ dθ =

∫ 2π

0

(∫ +∞

0

ρe−ρ
2

)
dθ =

2π
1

2

∫ +∞

0

e−t dt = π
[
−e−t

]+∞
0

= π

Notiamo peraltro che (sempre per Fubini-Tonelli):∫
R2

e−(x2+y2) dx dy =

∫
R2

e−x
2

e−y
2

dx dy =

∫
R

e−x
2

dx

∫
R

e−y
2

dy

 =

(∫ +∞

−∞
e−x

2

dx

)2

da cui ∫ +∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π.

4.3.4 Esempio. Sia α > 0 e consideriamo la funzione f : R2 → [0,+∞] definita da:

f(x, y) :=


1

(x2 + y2)α/2
=

1

∥(x, y)∥α
se (x, y) ̸= (0, 0),

+∞ se (x, y) = (0, 0).

Vediamo per quali α la f è integrabile sul disco D := B(0, 1) = {x2 + y2 ≤ 1}. Passando
a coordinate polari si trova il seguente integrale:∫∫

R

1

ρα
ρ dρdθ =

∫∫
R

ρ1−α dρdθ,

dove R = {0 ≤ θ ≤ 2π, ρ ≥ 1} – notiamo che essendo f misurabile (perché reciproco di
una funzione continua) e positiva, le formule valgono, eventualmete con valori infiniti.
Usando Tonelli e le proprietà di limite per gli integrali:∫∫

R

ρ1−α dρdθ = 2π

∫ +∞

1

ρ1−α dρ = 2π lim
k→∞

∫ k

1

ρ1−α dρ = lim
k→+∞

2π

2− α
(k2−α − 1).
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Il calcolo di sopra per la verità è corretto se α ̸= 2; se α = 2 si ha invece:∫∫
R

ρ1−α dρdθ = 2π

∫ +∞

1

ρ−1 dρ = 2π lim
k→∞

∫ k

1

ρ−1 dρ = lim
k→+∞

2π ln(k) = +∞

e quindi per α = 2 la funzione non è integrabile. Tornando ad α ̸= 2 abbiamo:

lim
k→+∞

2π

2− α
(k2−α − 1) =

+∞ se α < 2,
2π

α− 2
se α > 2.

In definitiva f è integrabile du D se e solo se α > 2 e∫∫
D

f(x, y) dxdy =
2π

α− 2
.

Prendiamo la stessa funzione f e consideriamo l’insieme C := {(x, y) :x ≥ 1, 0 ≤ y ≤ 1/x}.
Ci chiediamo come prima per quali α > 0 la f è integrabile su C. L’insieme C è normale
rispetto all’asse y (dunque è misurabile) e allora:

∫∫
C

dxdy

(x2 + y2)α/2
=

∫ +∞

1

(∫ 1/x

0

dy

(x2 + y2)α/2

)
dx =

∫ +∞

1

1

xα

(∫ 1/x

0

dy

(1 + (y/x)2)α/2

)
dx =

∫ +∞

1

1

xα−1

(∫ 1/x2

0

ds

(1 + s2)α/2

)
dx.

(si è usato il cambio di variabile s = y/x, da cui dy = xds, nell’integrale interno).
Purtoppo no riusciamo a calcolare esplicitamente l’integrale in s. Poniamo però

G(ξ) :=

∫ ξ

0

ds

(1 + s2)α/2

Chiaramente G(0) = 0 e per il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale G è derivabile

e G′(0) =
1

(1 + s2)α/2

∣∣∣∣
s=0

= 1. Ne segue che G(x′) = ξ + o(ξ) per ξ → 0 o anche

G(ξ) = ξ(1 + δ(ξ)) dove δ(ξ)→ 0 per ξ → 0. Allora l’integrale sopra si può scrivere∫ +∞

1

1

xα−1
G(1/x2) dx =

∫ +∞

1

1

xα−1

1

x2
(
1 + δ(1/x2)

)
dx =

∫ +∞

1

1

xα−3

(
1 + δ(1/x2)

)
dx.

Dato che l’integrando è positivo ed è asintotico a x3−α, usando i criteri di integrabilità in
una variabile, abbiamo che l’integrale di f su C è finito se e solo se α− 3 > 1, cioè α > 4.

4.3.5 Esempio (coordinate sferiche). Consideriamo Φ : R3 → R2 definita da Φ(ρ, θ, ψ) =
(ρ cos(θ) sin(ψ), ρ sin(θ) sin(ψ)), ρ cos(ψ). Si ha::

∂Φ

∂(ρ, θ, ψ)
(ρ, θ, ψ) =

 cos(θ) sin(ψ) −ρ sin(θ) sin(ψ) ρ cos(θ) cos(ψ)
sin(θ) sin(ψ) ρ cos(θ) sin(ψ) ρ sin(θ) cos(ψ)

cos(ψ) 0 −ρ sin(ψ)

⇒
det

(
∂Φ

∂(ρ, θ, ψ)
(ρ, θ, ψ)

)
= ρ2 sin(ψ).

Anche questa Φ non è iniettiva; se però prendiamo A := {ρ > 0, 0 < θ < 2π, 0 < ψ < π}
si vede che A è un aperto e che Φ è iniettiva su A. Inoltre l’immagine di A è B := R3 \Π,
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cioè R3 privato del semipiano Π := {(x, y, z) :x ≥ 0}, che è trascurabile in R3 Se invece
A1 := {ρ ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ π} (A1 = Ā) allora immagine di A1 è tutto R3 (ma A1

non è aperto e Φ non è iniettiva su A1).
A questo punto prendiamo un insieme misurabile F in R3 e una funzione f : F →

[−∞,+∞] integrabile. Definiamo E := {(ρ, θ, ψ) ∈ A1 : Φ(ρ, θ, ψ) ∈ F} = Φ−1(F ) ∩ A1;
poniamo anche F ∗ := F \Π = F ∩B ed E∗ := {(ρ, θ, ψ) ∈ A : Φ(ρ, θ, ψ) ∈ F ∗} = Φ−1(F )∩
A. Dunque Φ(E) = F e Φ(E∗) = F ∗ e si ha:∫

F

f(x, y) dx dy =

∫
F ∗
f(x, y) dx dy =

∫
Φ(E∗)

f(x, y) dx dy =∫
E∗
f(Φ(ρ, θ))ρ dρ dθ =

∫
E

f(Φ(ρ, θ))ρ dρ dθ

(nel primo e nell’ultimo passaggio abbiamo sfruttato la trascurabilità di F \ F ∗ ⊂ Π e di
E \ E∗ ⊂ A1 \ A mentre nel passaggio tra la prima riga e la seconda abbiamo usato il
teorema di cambio di variabile).

4.4 Passaggio al limite sotto il segno di integrale

4.4.1 Teorema (di Lebesgue o della convergenza dominata).
Sia (fn) una successione di funzioni integrabili in un insieme misurabile A.
Supponiamo che esista g integrabile in RN con la proprietà |fn(x)| ≤ g(x) per ogni n in N
e per ogni (o per quasi ogni) x in A. Supponiamo anche che per ogni ( o per quasi ogni)
x esista lim

n→∞
fn(x) che possiamo indicare con f(x).

Allora la funzione f (definita arbitrariamente nelle x in cui non esiste il limite) è inte-
grabile e ∫

A

f(x) dx = lim
n→∞

∫
A

fn(x) dx.

4.4.2 Esempio. Vediamo un esempio in cui che la “convergenza puntuale” non implica
la convergenza degli integrali. Consideriamo la la seguente successione di funzioni su R:

fn(x) :=

{
n se 0 < x ≤ 1

n

0 se x ≤ 0 oppure x > 1
n

Si vede facilmente che
∫

R fnx) dx =
∫ 1/n

0
n dx = 1

n
n = 1 ma che per ogni x fissato fn(x) = 0

se x ≤ 0 o se x > 0 e n > 1/x; ne segue che fn(x) → 0 e dunque l’integrale non
passa al limite. In effetti il teorema di convergenza dominata non può valere dato che
“l’inviluppo”delle fn è la funzione 1/x che non è integrabile.

f 2

f6

f4

f5

fn

f1

f3

y=1/x
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Dal teorema di Lebesgue si deducono i seguenti teoremi di passaggio al limite sotto
il segno di integrale. Notiamo che, tra le ipotesi scritte sotto, quella di misurabilità (che
pure dobbiamo mettere) è verificata praticamente sempre - lo è per esempio non appena
la funzione è continua (o continua a tratti). L’ipotesi cruciale è il fatto che gli integrandi
siano dominati uniformemente rispetto al parametro.

4.4.3 Teorema. Sia A un aperto di RN e sia F : A× RM → R una funzione tale che

· per ogni y fissato in RM la funzione x 7→ F (x,y) è continua in A;

· per ogni x fissato in A la funzione y 7→ F (x,y) è misurabile;

· esiste g : RM → R integrabile tale che |F (x,y)| ≤ g(y) ∀x, ∀y.

(la terza proprietà si può interpretare dicendo che la funzione y 7→ F (x,y) è integrabile
in y “uniformemente rispetto a x in A”). Allora la funzione f : A→ R definita da

f(x) :=

∫
RM

F (x,y) dy

è continua, cioè per ogni x0 in I:

lim
x→x0

∫
RM

F (x,y) dy =

∫
RM

F (x0 y) dy

Supponiamo ora che k sia tra 1 ed N e che, oltre alle precedenti, si abbia:

· per ogni y fissato in RM x 7→ F (x,y) ha derivata parziale k-esima continua;

· per ogni x fissato in A la funzione y 7→ ∂F

∂xk
(x,y) è misurabile;

· esiste g1 : RM → R integrabile tale che

∣∣∣∣ ∂F∂xk (x,y)
∣∣∣∣ ≤ g1(y) ∀x, ∀y.

Allora la funzione f è derivabile rispetto a xk e si può derivare sotto il segno di integrale:

∂f

∂xk
(x) =

∫
RM

∂F

∂xk
(x,y) dy.

4.4.4 Esempio. Consideriamo

f(x) :=

∫ +∞

0

e−xy
2

dy.

La funzione scritta sopra ha senso se e solo se x > 0 (altrimenti l’integrale è infinito).
Ci possiamo chiedere allora se f sia continua o derivabile in ]0,+∞[. Per provare la
continuità, cercando di applicare la prima parte del teorema precedente, si è indotti a
cercare una funzione integrabile g tale che

e−xy
2 ≤ g(y) ∀x > 0,∀y ≥ 0.

Si capisce facilmente che una tale g non si può trovare, perché in tal caso la f(x) verrebbe
finita anche in zero. Possiamo però fissare un numero a > 0 e ragionare su [a,+∞[. È
immediato che

0 ≤ e−xy
2 ≤ e−ay

2 ∀x ≥ a,∀y ≥ 0
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da cui si deduce la continuità di f in ]a,+∞[ (essendo g(y) := e−ay
2
integrabile su [0,+∞[).

Dato però che a > 0 è arbitrario se ne deduce che f è continua su tutto ]0,+∞[.
Per studiare la derivabilità si fissa ancora a > 0 e si nota che:∣∣∣∣ ∂∂xe−xy2

∣∣∣∣ = y2e−xy
2 ≤ y2e−ay

2︸ ︷︷ ︸
=:g1(y)

∀x ≥ a,∀y ≥ 0.

Dato che g1 è integrabile, si ha che f è derivabile in ]a,+∞ e per ogni x > 0:

f ′(x) = −
∫ +∞

0

y2e−xy
2

dy.

Per l’arbitrarietà di a tale risultato è valido per ogni x > 0.
Osserviamo che in realtà le proprietà della funzione sopra si possono trovare più

facilmente mediante il cambio di variabile s =
√
xy nell’integrale, da cui:

f(x) =
1√
x

∫ +∞

0

e−s
2

ds.

Un altro teorema di passaggio al limite, questa volta sotto il segno di serie, si ottiene dal
teorema di Lebesgue ricordando che una serie

∑
n∈N

an si può sempre vedere come l’integrale

su [0,+∞[ della funzione costante a tratti f(x) := a[x]. Si ha allora:

4.4.5 Teorema (Teorema di Lebesgue per le serie). Sia (an,m) una successione a due
indici. Supponiamo che

• per ogni n esiste an := lim
m→∞

an,m;

• esista una successione (bn) tale che bn ≥ 0 e∑
n∈N

bn < +∞, |an,m| ≤ bn ∀n,m.

Allora (an) è sommabile e

lim
m→∞

∑
n∈N

an,m =
∑
n∈N

an.



Capitolo 5

Successioni e serie di funzioni

5.1 Convergenza puntuale e uniforme

Supponiamo che A sia un sottoinsieme di RN e supponiamo che per ogni intero n sia
data una funzione fn : A → RM . Diremo in questo caso che (fn) è una successione
di funzioni da A in RM . In quanto segue, per visualizzare le definizioni, si consiglia di
pensare inizialmente al caso N =M = 1.

5.1.1 Definizione. Diciamo che la successione (fn) converge puntualmente in un punto
x0 di A se esiste il limite lim

n→∞
fn(x0). Diciamo che (fn) converge puntualmente su A se

(fn) converge puntualmente in ogni x0 di A. È chiaro che in quest’ultimo caso siamo
autorizzati a considerare la funzione f : A→ RM definita da

f(x) := lim
n→∞

fn(x)

e potremo quindi dire che (fn) converge puntualmente a f (in forma abbreviata scriveremo

“fn → f puntualmente” o anche fn
punct−→ f).

5.1.2 Definizione. Data la successione di funzioni (fn) e una funzione f : A → RM

diciamo che fn converge uniformemente su A a f se si ha:

lim
n→∞

sup
x∈A
∥(fn(x)− f(x)∥RM = 0

Per indicare che fn converge uniformemente a f , useremo la notazione fn → f uniforme-

mente (su A), o anche fn
unif−→ f (su A).

5.1.3 Definizione. Sia f : A → RM . Conveniamo di chiamare norma uniforme di f su
A il numero (eventualmente infinito)

∥f∥∞ = ∥f∥∞,A := sup
x∈A
∥f∥RM

Dunque fn converge uniformente a f se e solo se

lim
n→∞

∥fn − f∥∞ → 0.

In realtà il termine “norma” è appropriato solo quando ∥f∥∞ è finita, cioè se e solo se
∥f∥RM è limitata su A. Questo è sempre vero se per esempio A è chiuso e limitato in RN e
f è continua (in tal caso il sup è anche il massimo). Vedremo le motivazione del termine
“norma” nei prossimi paragrafi.

È in ogni caso vero che, se fn
unif−→ f , ∥fn − f∥ deve essere finito e tendere a zero.

111
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Figura 5.1: convergenza uniforme

5.1.4 Osservazione. Se M = 1, un modo di visalizzare la convergenza uniforme è di dire
che, per ogni ε > 0, il grafico delle fn è definitivamente compreso tra il grafico di f − ε e
quello di f + ε (vedi figura (5.1)).

La seguente proprietà è una semplice conseguenza delle definizioni.

5.1.5 Proposizione. Se fn converge uniformemente a f su A, allora fn connverge pun-
tualmente su A.

La proposizione precedente dice che se fn converge uniformemente a qualcosa, questo
qualcosa deve essere il limite puntuale delle fn: il limite puntuale individua il candidato
limite uniforme.
La proposizione non è invertibile come mostrano i vari esempi che seguono.

5.1.6 Esempio. Consideriamo fn(x) = 1+
x

n
. Si vede subito che, dato x in R, fn(x)→ 1

e dunque fn converge puntualmente su R alla funzione f che vale costantemente 1. Si
vede abbastanza facilmente però che fn non converge uniformemente su R a f . Se infatti
si calcola:

∥fn − f∥∞ = sup
x∈R

∣∣∣x
n

∣∣∣ = +∞ ∀n ∈ N

si vede che ∥fn − f∥∞ non tende a zero. (5.2)). Il problema è che, anche se a x fissato

Figura 5.2: fn(x) = 1 + x
n
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fn(x) → 1, la velocità di convergenza dipende da x (e peggiora tanto più x è grande) e
non è quindi uniforme rispetto a x.

Notiamo che se invece di prendere le fn su tutto R consideriamo A; = [0, 1] (o un

qualunque interallo limitato), allora fn
unif−→ 1 su A. Infatti

∥fn − f∥∞,[0,1] = sup
0≤x≤1

∣∣∣1 + x

n
− 1
∣∣∣ = max

0≤x≤1

x

n
=

1

n
→ 0

Dunque le fn non convergono uniformemente a 1 su R, ma convergono uniformemente a
1 su ogni intervallo [a, b].

5.1.7 Esempio. Consideriamo fn(x) := e−nx definite su A := [0,+∞[ (vedi la figura
(5.3)).

lim
n→+∞

fn(x) =

{
0 se x > 0

1 se x = 0

Figura 5.3: fn(x) = e−nx

cioè fn converge puntualmente alla funzione f che vale zero su ]0,+∞[ e vale uno in
zero. Però fn non converge uniformente a f in quanto, per ogni n

∥fn − f∥∞ = sup
x≥0
|e−nx − f(x)| = sup

x>0
|e−nx| = 1

che non tende a zero. Notiamo che le fn sono tutte funzioni continue mentre il loro limite
puntuale f non è continua in 0 dato che lim

x→0+
f(x) = 0 ̸= f(0) = 1. Quindi in questo caso:

lim
x→0+

lim
n→+∞

fn(x) = lim
x→0+

f(x)(= 0) ̸= lim
n→+∞

lim
x→0+

fn(x) = lim
n→∞

1(= 1)

5.1.8 Esempio. Consideriamo fn(x) := ne−nx definite su A :=]0,+∞[ (vedi la figura
(5.4)). Anche in questo caso fn(x) → 0 per ogni x > 0 (anche se c’è un n a moltiplicare
l’esponeziale e−nx “vince”); notiamo che non abbiamo messo lo zero in A (altrimenti
fn(0) → +∞). Quindi le fn tendono puntualmente a zero su A. Anche stavolta la
convergenza non è uniforme, si vede infatti che, per ogni n

∥fn − 0∥∞ = sup
x>0
|ne−nx| = n

che addirittura tende all’infinito. Notiamo anche che:∫ +∞

0

fn(x) dx =

∫ +∞

0

ne−nx dx =

∫ +∞

0

e−y dy = 1
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Figura 5.4: fn(x) = ne−nx

e quindi l’integrale delle fn non tende all’integrale della funzione limite (che sarebbe
zero). Si potrebbe ritenere che questo dipenda dal fatto che A è un intervallo aperto,
oppure che A non è limitato. In realtà, con un po’ di pazienza, si può costruire un
esempio analogo su [0, 1]; prendiamo infatti gn : [0, 1]→ R definita da

gn(x) :=

{
ne−nx se x ∈

[
1
n
, 1
]

n2

e
x se x ∈

[
0, 1

n

]
(vedi la figura (5.5)).

Figura 5.5: gn(x)

Come prima, per x fissato, gn(x)→ 0. Infatti se x = 0 gn(0) = 0→ 0, mentre se x > 0
per n grande gn(x) = fn(x)→ 0. D’altra parte∫ 1

0

gn(x) dx =

∫ 1/n

0

n2x

e
dx+

∫ 1

1/n

ne−nx dx =[
n2x2

2e

]1/n
0

+

[
n
e−nx

−n

]1
1/n

=
1

2e
− e−n + 1

e
→ 3

2e
̸= 0.

Di nuovo l’integrale delle gn non tende all’integrale del limite puntuale (che sarebbe zero).

Questi esempi mostrano che la convergenza puntuale non va d’accordo coi limiti e con
gli integrali. Mostriamo ora che, al contrario, la convergenza uniforme si comporta bene.
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5.1.9 Teorema. Siano fn : A→ RM , f : A→ RM tali che fn → f uniformente in A. Sia
x0 di accumulazione per A e supponiamo che per ogni n esista ℓn := lim

x→x0

fn(x). Allora:

(1) esiste ℓ := lim
n→∞

ℓn; (2) si ha: lim
x→x0

f(x) = ℓ

In sostanza si può dire che lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x).

Dimostrazione. Dimostriamo prima che gli ℓn hanno limite facendo vedere che la succes-
sione (ℓn) verifica la proprietà di Cauchy. Fissiamo n e m. Dato che ∀x di A:

∥fn(x)− fm(x)∥RM ≤ ∥fn − fm∥∞

facendo tendere x a x0 si ottiene:

∥ℓn − ℓm∥RM ≤ ∥fn − fm∥∞ .

Siccome ∥fn − f∥∞ → 0, è chiaro che per ogni ε > 0 esiste n̄ tale che, se n,m ≥ n̄, si ha
∥fn − fm∥∞ ≤ ∥fn − f∥∞ + ∥f − fm∥∞ ≤ ε. Dalla disuguaglianza sopra segue allora che
(ℓn) è di Cauchy. Per la completezza di RM , esiste ℓ in RM tale che ℓn → ℓ.

Mostriamo ora che f(x)→ ℓ per x→ x0. Sia ε > 0; esiste n̄ tale che ∀n ≥ n̄ si ha:

∥fn − f∥∞ ≤
ε

3
e ∥ℓn − ℓ∥RM ≤ ε

3

Dato che fn̄(x)→ ℓn0 , possiamo trovare ρ > 0 tale che:

|fn̄(x)− ℓn0| ≤
ε

3
∀x ∈ B(x0, ρ) ∩ A \ {x0} .

Mettendo tutto insieme abbiamo che, se x ∈ B(x0, ρ), x ∈ A, x ̸= x0, allora:

∥f(x)− ℓ∥RM ≤ ∥f(x)− fn̄(x)∥RM + ∥fn̄(x)− ℓn0∥RM + ∥ℓn0 − ℓ∥RM ≤

∥f − fn0∥∞ + ∥fn̄(x)− ℓn0∥RM + ∥ℓn0 − ℓ∥RM ≤
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Essendo ε > 0 arbitrario abbiamo dimostrato che f(xk)→ l, cioè la tesi.

5.1.10 Osservazione. Nella dimostrazione sopra x0 ∈ RN e ℓ ∈ RM . La dimostrazione si
adatta facilmente ai casi infiniti, se la cosa ha senso. Per esempio ℓ può essere ±∞, se
M = 1 oppure ℓ =∞ (nel senso introdotto in (1.3.7)). Stesso discorso per x0.

5.1.11 Teorema. Siano (fn) ed f tali che fn
unif−→ f su A e sia x0 ∈ A. Se tutte le fn sono

continue in x0, allora f è continua in x0. Se ne ricava che se le fn sono continue su A,
anche la f è continua su A.

Dimostrazione. Basta applicare il teorema precedente con ℓn = fn(x0).

5.1.12 Osservazione. Supponiamo che A ⊂ RN sia un aperto e che fn : Ā → RM siano

continue. Supponiamo anche che fn
unif−→ f su A, dove necessariamente f : A → RM è

continua. Allora f si può prolungare con continuità a tutto Ā 1 e fn
unif−→ f su Ā.

5.1.13 Teorema. Sia A ⊂ RN un insieme misurabile di misura finita: |A| < +∞, siano

fn : A → RM integrabili su A tali che fn
unif−→ f su A, dove f : A → RM . Allora f è

integrabile su A e

lim
n→+∞

∫
A

fn(x) dx =

∫
A

f(x) dx

1esiste f̃ : Ā→ RM continua con f̃(x) = f(x) ∀x ∈ A – continuiamo a scrivere f invece di f̃
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Dimostrazione. Consideriamo il caso scalare in cui fn, f : A → R. Da ∥fn − f∥∞,A → 0
deduciamo che ∥fn − f∥∞,A ≤M per ogni n e per un’opportuna costante M . Ne segue:

|f(x)| ≤ |f1(x)|+ |f(x)− f1(x)| ≤ |f1(x)|+M ∀x ∈ A.

Allora:

|fn(x)| ≤ |f(x)|+ |fn(x)− f(x)| ≤ |f1(x)|+ 2M ∀x ∈ A, ∀n ∈ N.

Se definiamo g : A → R ponendo g(x) := |f1(x)| + 2M abbiamo che g è integrabile
su A perché f1 lo è e perché la costante 2M è integrabile su A, dato che |A| < +∞.
Inoltre è chiaro che fn → f puntualmente: possiamo dunque applicare il Teorema della
Convergenza Dominata e ottenere la tesi.

Il caso generale si fa ragionando componente per componente.

5.1.14 Osservazione. In realtà per la convergenza degli integrali la convergenza uniforme
è spesso sovrabbondante e la condizione giusta per passare al limite sotto il segno di
integrale è il Teorema di Lebesgue. Comunque il risultato sopra ci dice che la convergenza
uniforme è sufficiente ad avere tale proprietà se A è di misura finita. Nel caso di
insiemi di misura infinita si vede facilmente che la convergenza uniforme non assicura che
l’integrale del limite sia il limite degli integrali. Si prenda ad esempio A = R e fn : R→ R
definite da fn(x) :=

n

n2 + x2
. Da un rapido studio di funzione si vede che:

sup
x∈R
|fn(x)| = max

n∈R
fn(x) = fn(0) =

1

n
∀n ∈ N.

Ne segue che fn → 0 uniformemente. Però:∫ +∞

−∞
fn(x) dx =

∫ +∞

−∞

n

n2 + x2
dx =

1

n

∫ +∞

−∞

1

1 +
(
x
n

)2 dx =

∫ +∞

−∞

1

1 + s2
ds = π.

Dunque gli integrali delle fn non tendono a zero (= integrale del limite delle fn).

5.1.15 Esempio. Contrariamente all’integrazione la derivazione non va d’accordo con
la convergenza uniforme. Per esempio se consideriamo fn : [−1, 1]→ R definite da:

fn(x) =

|x| se |x| ≥ 1
n

n

2
x2 +

1

2n
se |x| ≤ 1

n

(vedi la figura (5.6)) si vede che fn è derivabile e che

f ′
n(x) =


1 se x ≥ 1

n

n se |x| ≤ 1
n

−1 se x ≤ − 1
n

Non è difficile verificare che fn
unif−→ f , dove f(x) = |x| ed è chiaro che f non è derivabile

in zero. Quindi è possibile che funzioni derivabili convergano uniformemente a una non
derivabile. Vale però il seguente risultato.

5.1.16 Teorema. Supponiamo che I sia un intervallo in R e che fn : I → R sia una
successione di funzioni derivabili su I con derivata f ′

n continua su I. Supponiamo che ci
siano due funzioni f, g : I → R per cui:

fn → f puntualmente f ′
n → g uniformemente

(ne segue che g è continua). Allora f è derivabile e f ′ = g.
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Figura 5.6: approssimazioni derivabili di |x|

Dimostrazione. Siano x0 e x due punti in I. Allora per il teorema del calcolo integrale:

fn(x)− fn(x0) =
∫ x

x0

f ′
n(t) dt

Se n → ∞ si ha fn(x0) → f(x0) e fn(x) → f(x), per la convergenza puntuale di fn a f .
D’altra parte per la convergenza uniforme delle f ′

n a g e per il teorema (5.1.13) abbiamo:∫ x

x0

f ′
n(t) dt→

∫ x

x0

g(t) dt

e quindi l’eguaglianza sopra passa al limite:

f(x)− f(x0) =
∫ x

x0

g(t) dt ∀x in I

Di nuovo per il teorema fondamentale del calcolo questo implica f ′ = g.

Vediamo ora che la norma uniforme è effettivamente una norma se si definiscono degli
opportuni spazi (di funzioni).

5.1.17 Definizione. Se A è un (qualunque) sottoinsieme di RN consideriamo lo spazio
delle funzioni limitate da A in RM :

B(A;RM) :=

{
f : A→ RM : sup

x∈A
∥f(x)∥RM < +∞

}
.

Indichiamo anche B(A) := B(A;R). Analogamente introduciamo lo spazio delle funzioni
continue limitate da A in RM :

C0b (A;RM) :=
{
f ∈ B(A,RM) : f è continua in A

}
e scriviamo C0b (A) se M = 1. Nel caso in cui A è chiuso e limitato ogni funzione continua
è limitata (per Weierstrass), quindi C0b (A;RM) = C0(A;RM) =

{
f : A→ RM , f continua

}
.

È chiaro che C0b (A;RM) ⊂ B(K;RM). Inoltre sia B(A;RM) che C0b (A;RM) sono spa-
zi vettoriali dato che una combinazione lineare di funzioni limitate (e continue) è una
funzione limitata (e continua).
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Chiaramente se f ∈ B(K;RM) si ha ∥f∥∞,A < +∞. Inoltre è facile vedere che ∥·∥∞,A

verifica tutte le proprietà di una norma, elencate in (1.2.1). Dunque la norma uniforme
induce una distanza e una nozione di limite tra le funzioni limitate. In questo senso, se
(fn) ed f sono in B(A;RM) si ha:

lim
n→∞

fn = f ( in B(A;RM) ) ⇔ fn → f uniformemente.

Possiamo inoltre precisare l’inclusione scritta sopra dicendo che C0b (A;RM) è un sottospazio
lineare chiuso di B(A;RM): la linearità è ovvia, la chiusura segue dal Teorema (5.1.11).

Il seguente Teorema (di cui omettiamo la dimostrazione) stabilisce una proprietà molto
importante per questi spazi.

5.1.18 Teorema. Gli spazi normati B(A;RM) e C0b (K;RM) ( e quindi C0(K;RM) nel caso
di K chiuso e limitato) dotati della norma uniforme sono completi.

5.2 Serie di funzioni

Come abbiamo considerato le successioni di funzioni possiamo considerare le serie. Per
questo basterebbe applicare la definizione generale di serie a valori in spazi vettoriali -
ripetiamo però tale definizione nel caso in cui gli elementi da sommare siano delle funzioni.
Consideriamo ancora delle fn : A→ RM , con A ⊂ RN , anche se nella pratica considereremo
quasi sempre N =M = 1, cioè fn : A→ R con A ⊂ R (tipicamente A(= I) un intervallo.

5.2.1 Definizione. Supponiamo che fn : A → RM formino una successione di funzioni.
Per ogni intero n chiamiamo somma parziale n-esima relativa a (fn) la funzione Fn : A→
RM definita da:

Fn(x) =
n∑
i=1

fn(x) ∀x ∈ A.

Chiamiamo serie di funzioni associata a (fn) la successione delle somme parziali (Fn).
Diciamo che la serie delle fn è uniformemente convergente su A se esiste una funzione

F : A→ RM a cui le Fn convergono uniformemente: Fn
unif−→ F. In questo caso chiamiamo

F somma della serie e la indichiamo con

F :=
∞∑
n=1

fn

(
e quindi F(x) =

∞∑
n=1

fn(x) ∀x ∈ A

)
.

Molto spesso si indica con
∞∑
n=1

fn la serie (cioè la successione) oltre che la sua somma.

Quindi su usa dire, con un leggero abuso, che la “serie
∞∑
n=1

fn”è (o non è) uniformemente

convergente. Conviene tenere presente la differenza tra F =
∞∑
n=1

fn che è una funzione

(ottenuta come somma di una serie di funzioni) e F(x) =
∞∑
n=1

fn(x) è un punto di RN

(ottenuto come somma di una serie di punti di RN) e che coincide con il valore che F
assume in x.
Rimarchiamo anche in questo caso che se la serie converge uniformemente (Fn

unif−→ F),

allora essa converge puntualmente (Fn
punct−→ F), cioè per ogni x di A la serie numerica

∞∑
n=1

fn(x) è convergente. Si può dire in questo caso che la serie converge puntualmente.
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Come già detto nel paragrago precedente, se le fn sono limitate, allora la convergenza

uniforme della serie di funzioni
∞∑
n=1

fn non è altro che la convergenza della serie nello spazio

normato B(A;RM). Dato che tale spazio è completo (vedi il Teorema (5.1.18), utilizzando
il teorema (1.7.7) si deduce il seguente risultato.

5.2.2 Teorema (criterio della convergenza totale). Sia (fn) una successione di funzioni

limitate su A. Se la serie numerica
∞∑
n=1

∥fn∥∞ =
∞∑
n=1

sup
x∈A
∥fn(x)∥RM è convergente, allora

la serie delle fn converge uniformemente su A ad una funzione limitata.

5.2.3 Osservazione. La proprietà

∞∑
n=1

sup
x∈A
∥fn(x)∥RM < +∞

(cioè la convergenza assoluta rispetto alla norma uniforme) viene anche detta conver-

genza totale della serie di funzioni
∞∑
n=1

fn. Il teorema precedente afferma quindi che una

serie di funzioni limitate che sia totalmente convergente è uniformemente convergente.
Rimarchiamo che la convergenza totale riguarda una serie numerica a termini positivi.

Combinando il teorema precedente con le proprietà viste nel paragrago (5.1) otteniamo
i seguenti risultati.

5.2.4 Corollario. Siano A ⊂ RN e fn : A→ RM limitate su A. Supponiamo che la serie

numerica
∞∑
n=1

∥fn∥∞ =
∞∑
n=1

sup
x∈A
∥fn(x)∥RM sia convergente. Allora

1. F =
∞∑
n=1

fn è ben definita per ogni x ∈ A ed è una funzione limitata su A.

2. Se tutte le fn sono continue in un punto x0 ∈ A, anche F è continua in x0.

Più in generale se x0 è di accumulazione per A e se per ogni n si ha fn(x)→ ℓn per

x→ x0, allora la serie
∞∑
n=1

ℓn è (assolutamente) convergente e

lim
x→x0

F(x) = lim
x→x0

∞∑
n=1

fn(x) =
∞∑
n=1

ℓn =
∞∑
n=1

lim
x→x0

fn(x).

3. Se |A| < +∞, fn sono integrabili su A, allora F è integrabile su A e∫
A

F(x) dx =

∫
A

(
∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

∞∑
n=1

∫
A

fn(x) dx

4. Se A = [a, b] è un intervallo, se M = 1, se le fn sono tutte C1([a, b]) e se anche la

serie
∞∑
n=1

∥f ′
n∥∞ =

∞∑
n=1

max
a≤x≤b

|f ′
n(x)| è convergente allora F è C1([a, b]) e si ha:

F ′(x) =
d

dx

(
∞∑
n=1

fn(x)

)
=

∞∑
n=1

f ′
n(x) ∀x in [a, b].
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Figura 5.7:
∞∑
n=1

x

1 + n2x2

Dimostrazione. Per il teorema (5.2.2) la successione delle somme parziali (Fn) converge
uniformemente a una funzione limitata F: in particolare Fn(x)→ F(x) per ogni x in A.

Questo corrisponde a dire che per ogni x in A la serie
∞∑
n=1

fn(x) è convergente e la sua

somma vale F(x). Dunque vale la prima proprietà. Se le fn sono continue anche le Fn

sono continue, dunque F è continua (dal teorema (5.1.9)), cioè vale la seconda proprietà
(il caso del limite in un punto di accumulazione si fa in modo analogo).

Se le fn sono integrabili su A, anche Fn lo sono e applicando il teorema (5.1.13)∫
A

F(x) dx = lim
n→∞

∫
A

Fn(x) dx = lim
n→∞

∫
A

(
n∑
k=1

fk(x)

)
dx =

lim
n→∞

n∑
k=1

∫
A

fk(x) dx =
∞∑
n=1

∫
A

fn(x) dx

(l’ultima eguaglianza esprime solo la definizione della serie degli integrali).

Infine l’ipotesi di convergenza della serie
∞∑
n=1

∥f ′
n∥∞ implica, sempre per il teorema (5.2.2),

che la serie delle f ′
n è uniformemente convergente. Questo significa che le sue somme

parziali F ′
n =

n∑
k=1

f ′
k convergono uniformemente ad una funzione continuaG. Per il teorema

(5.1.16), ciò implica che F è derivabile e F ′ = G, dunque vale l’ultima affermazione.

5.2.5 Esempio. Consideriamo la seguente successione di funzioni fn : R→ R, definite da

fn(x) :=
x

1 + n2x2
.

Si vede facilmente che

lim
x→+∞

fn(x) = lim
x→−∞

fn(x) = 0, f ′
n(x) =

1− n2x2

(1 + n2x2)2
.

Quindi il grafico di ogni fn è quello rappresentato in figura (5.7).
In particolare fn raggiunge il suo massimo in x = 1

n
e il massimo di fn vale fn(1/n) =

1/2n. Dunque

∥fn∥∞,R = sup
x∈R
|fn(x)| =

1

2n
.

e quindi fn
unif−→ 0 (su tutto R). Consideriamo ora la serie

∞∑
n=1

fn.
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Studiamone la convergenza puntuale: fissato x in R vediamo se la serie

∞∑
n=1

x

1 + n2x2

è convergente. Questo è vero per ogni x dato che, se x = 0 la serie ha tutti i suoi termini
nulli, mentre se x ̸= 0 ∣∣∣∣ x

1 + n2x2

∣∣∣∣ ≤ |x|
n2x2

≤ 1

n2|x|

e quindi la serie converge (dato che la serie 1
|x|

∞∑
n=0

1
n2 converge). Dunque ha senso scrivere

F (x) :=
∞∑
n=1

x

1 + n2x2

(x per x). Notiamo che F (0) = 0. Ci possiamo chiedere se F sia continua su tutto R.

Ciò sarebbe sicuramente vero se
∞∑
n=1

∥fn∥∞,R < +∞; sfortunatamente tale serie diverge

essendo eguale a
∞∑
n=1

1
2n

= +∞ e quindi con questo ragionamento non si perviene a nulla.

Se però fissiamo un qualunque a > 0 e consideriamo A := [a,+∞[, si ha

∥fn∥∞,A = sup
x≥a

fn(x) = fn(a) se n ≥ 1/a.

Allora

∞∑
n=1

∥fn∥∞,A =
∑
n≤1/a

∥fn∥∞,A +
∑
n>1/a

fn(a) =

∑
n≤1/a

∥fn∥∞,A +
∑
n>1/a

a

1 + n2a2
≤
∑
n≤1/a

∥fn∥∞,A +
1

a

∑
n>1/a

1

n2
< +∞.

Applicando il corollario (5.2.4) (in A) otteniamo che la serie converge uniformemente su
A e la sua somma F risulta continua su A. Dato che il numero a > 0 è arbitrario ne
deduciamo che f è continua su ]0,+∞[. Analogamente si dimostra che F è continua su
]−∞, 0[.

In maniera analoga possiamo dimostrare che F è derivabile su A e quindi è derivabile
in ogni x ̸= 0. Infatti consideriamo la serie delle derivate

∞∑
n=1

f ′
n, dove f ′

n(x) =
1− n2x2

(1 + n2x2)2
.

Si ha

∥f ′
n∥∞,A = sup

x≥a

∣∣∣∣ 1− n2x2

(1 + n2x2)2

∣∣∣∣ ≤ sup
x≥a

1 + n2x2

n4x4
≤ 1

n4a4
+

1

n2a2
.

Dato che
∞∑
n=1

1

n4a4
+

1

n2a2
< +∞ la serie delle derivate è uniformemente convergente su

A e quindi tale serie è la derivata di F .
Vediamo che invece F non è continua in zero. Infatti se 0 < x < 1 si ha 2

F (x) =
∞∑
n=1

x

1 + n2x2
≥

[1/x]∑
n=1

x

1 + n2x2
≥

[1/x]∑
n=1

x

1 + 1
=

1

2
x [1/x]

x→0+−→ 1

2
.

2ricordiamo che [t] indica la parte intera di un numero t, definita da [t] := max {n ∈ N :n ≤ t}; ne
segue allora che [t] è un intero e che [t] ≤ t < [t] + 1
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Questa disuguaglianza rende impossibile che F (x) → 0 = F (0) per x → 0+ e quindi F
non è continua in zero (almeno da destra - si può anche ripetere lo stesso ragionamento
per x → 0−). In verità possiamo essere più precisi. Usando la caratterizzazione delle
serie come integrali su [1,+∞[ della corrispondente “funzione a scalini” possiamo scrivere

F (x) =

∫ +∞

1

x

1 + [y]2x2
dy da cui:

∫ +∞

1

x

1 + y2x2
dy ≤ F (x) ≤

∫ +∞

1

x

1 + (y − 1)2x2
=

∫ +∞

0

x

1 + y2x2
dy.

Sostituendo t = xy si ricava∫ +∞

x

1

1 + t2
dt ≤ F (x) ≤

∫ +∞

0

t

1 + t2
dt

e facendo tendere x a zero si ricava

lim
x→0+

F (x) =

∫ +∞

0

1

1 + t2
dt =

π

2
.

La figura (5.7) rappresenta le somme parziali fino all’ordine 10 delle fn e, con linea
tratteggiata, la somma della serie (in realtà la somma di ordine n = 5000).

5.3 Serie di potenze

In questo paragrafo useremo il risultati precedenti per studiare serie del tipo

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n

Per motivi che saranno chiari nei prossimi paragrafi risulta conveniente ambientare il
problema nei numeri complessi, quindi, almeno all’inizio, i coefficienti ak saranno dei
numeri complessi, z0 ∈ C e faremo variare la z in C. Ad un certo punto però (quando
entreranno in gioco le derivate) ci metteremo in R, supponendo an, z0, z ∈ R; utilizzeremo
allora, per “ragioni estetiche”x0 e x al posto di z0 e z.

Per applicare i risultati dei paragrafi precedenti notiamo che in C si usa la norma
|z| =

√
(ℜez)2 + (ℑmz)2. Dunque lo studio di serie come quella scritta sopra si riduce di

fatto allo studio di una serie di funzioni
∞∑
n=0

fn, dove fn(x + iy) = an(x + iy)n può essere

vista come una funzione da R2 → R2. In realtà poi conterà anche il fatto che in C si può
fare il prodotto (e che le fn sono definite tramite il prodotto complesso).

Nel resto del paragrafo z0 sarà un numero fissato. Per R > 0 consideriamo il disco
aperto di centro z0 e raggio R:

B(R) = Bz0(R) := {z ∈ C : |z − z0| < R} .

e il corrispondente disco chiuso

B̄(R) = B̄z0(R) := {z ∈ C : |z − z0| ≤ R} .

Fatte queste premesse possiamo scrivere subito il seguente enunciato:



5.3. SERIE DI POTENZE 123

5.3.1 Teorema. Siano (an) una succesione in C e poniamo:

M := lim sup
n→∞

n
√
|an|

(per esempio supponiamo che esista il limite di n
√
|an| e chiamiamolo M). In generale

M ∈ [0,+∞]. Se definiamo R̄ := 1/M , più precisamente:

R̄ :=


+∞ se M = 0,
1

M
se M ∈]0,∞[,

0 se M = +∞,

allora si ha:

1. la serie
∞∑
n=0

an(z − z0)n converge puntualmente su Bz0(R̄);

2. per ogni R con 0 < R < R̄ la serie
∞∑
n=0

an(z − z0)
n converge uniformemente su

B̄z0(R);

3. per ogni z fuori da B̄z0(R̄) la serie non converge in z.

Si noti che non si dice nulla (e la situazione è diversa caso per caso) di cosa succeda sulla
“buccia”Sz0(R̄) :=

{
z ∈ C : |z − z0| = R̄

}
.

Dimostrazione. Sia R < R̄. Vogliamo usare il criterio delle convergenza totale (teorema

(5.2.2)) per la serie di funzioni
∞∑
n=0

an(z − z0)n sull’insieme A = B̄(R). Si ha:

∥an(z − z0)n∥∞,B̄(R) = sup
z∈B̄(R)

|an(z − z0)n| = |an|Rn.

Se applichiamo alla serie numerica
∞∑
n=0

∥an(z − z0)n∥∞,B̄(R) il criterio della radice troviamo:

lim sup
n→∞

n

√
∥an(z − z0)n∥∞,B̄(R) = lim sup

n→∞

n
√
|an|R =MR =

R

R̄
< 1

e dunque la serie converge (questo funziona se R̄ ̸= 0,∞, ma è chiaro che se R̄ = 0 il
teorema non dice nulla dato che non ci sono R ammissibili, mentre se R̄ = ∞, cioè se
M = 0, tutti gli R > 0 vanno bene perchè MR = 0). Abbiamo dunque dimostrato che la
serie converge totalmente su B̄(R). Se ne deduce la convergenza uniforme della serie di
funzioni su B̄(R).
In particolare, se z ∈ B(R̄) (disco aperto) si può prendere un raggio R con |z− z0| < R <
R̄; dato che la serie converge uniformemente su B̄(R) deve convergere in z.
Infine se |z − zo| > R̄ si ha:

lim sup
n→∞

n
√
|an(z − z0)n| = lim sup

n→∞

n
√
|an||z − z0| =M |z − z0| =

|z − z0|
R̄

> 1

che, sempre per il criterio della radice, implica che la serie
∞∑
n=0

an(z−z0)n non converge.
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5.3.2 Definizione. Data la successione (an) in C chiamiamo raggio di convergenza della

serie
∞∑
n=0

an(z − z0)n il numero R̄ (in [0,+∞]) ottenuto nel teorema (5.3.1).

Risulta quindi definita la funzione f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n per ogni z in B(R̄) (se R̄ = 0

B(R̄) = ∅; se R̄ = +∞ B(R̄) = C).

5.3.3 Proposizione. Sia (an) una successione in C e sia R̄ il raggio di convergenza
definito in (5.3.2). Se R > 0 la funzione

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n

è (ben definita e) continua nel disco aperto Bz0(R̄).

Dimostrazione. Sia z′ ∈ B(R̄). Possiamo prendere R tale che |z′ − z0| < R < R̄. Per
quanto visto sopra la serie converge uniformemente su B̄(R). D’altra parte gli addendi
della serie (cioè le funzioni z 7→ an(z−z0)n) sono funzioni continue e quindi, per il teorema
(5.1.11) la somma della serie (cioè la f) è continua su B̄(R). In particolare f è continua
in z′. Dato che z′ è un punto arbitrario di B(R̄), f è continua su B(R̄).

D’ora in poi consideriamo il caso a coefficienti reali. In realtà tutto quanto stiamo per
dire vale allo stesso modo nel caso generale, ma sarebbe necessario introdurre le derivate
in senso complesso, cosa che rinunciamo a fare. Quindi ora an ∈ R e z0 = x0 ∈ R;
naturalmente il raggio di convergenza R̄ è definito come prima, però se ci limitiamo a
z = x ∈ R la somma della serie sarà definita sull’intervallo aperto x ∈]x0 − R̄, x0 + R̄[.

5.3.4 Proposizione. Sia (an) una successione in R e sia R̄ il raggio di convegenza
associato ad (an). Supponiamo R̄ > 0, Allora f :]x0 − R̄, x0 + R̄[→ R definita da:

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)n

è di classe C∞, cioè ha derivata k-esima continua per ogni k ∈ N, e si ha:

f (k)(x) =
∞∑
n=k

ann(n− 1) · · · (n− k + 1)(x− x0)n−k ∀x ∈]x0 − R̄, x0 + R̄[ (5.1)

Inoltre ognuna delle serie (delle derivate) in (5.1) ha ancora raggio di convergenza R̄.

Dimostrazione. Calcoliamo il raggio di convergenza della serie delle derivate prime (k = 1
in (5.1)). Per questo ricordiamo che n

√
n→ 1. Dunque se lim sup

n→∞

n
√
|an| =M si ha:

M1 := lim sup
n→∞

n
√
|an|n = lim sup

n→∞

n
√
|an| n
√
n =M.

Passando ai reciproci otteniamo che anche la serie
∞∑
n=1

ann(x−x0)n−1 ha raggio di conver-

genza R̄. Sia ora x′ ∈]x0 − R̄, x0 + R̄[. Possiamo prendere R con |x′ − x0| < R < R̄; per

il teorema (5.1.11) entrambe le serie
∞∑
n=0

an(x− x0)n e
∞∑
n=1

ann(x− x0)n−1 convergono uni-

formemente su [x0−R, x0 +R]. A questo punto per il corollario (5.2.4) (sulla derivazione

per serie) abbiamo che f è derivabile in [x0 −R, x0 +R] e f ′(x) =
∞∑
n=1

ann(x− x0)n−1 per

ogni x ∈ [x0 −R, x0 +R]. In particolare la formula vale per x = x′.
Iterando il ragionamento si dimostra la tesi per ogni k ≥ 1.
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5.3.5 Osservazione. Se mettiamo x = x0 nella formula (5.1), otteniamo:

f (k)(x0) = akk!⇔ ak =
f (k)(x0)

k!

cioè f (in ]x0 − R̄, x0 + R̄[ ) è eguale alla sua serie di Taylor.

5.3.6 Esempio. Consideriamo la serie f(z) :=
∞∑
n=0

zn. Allora il raggio di convergenza è 1

dato che n
√
1→ 1. Peraltro si sa che:

n∑
k=0

zk =
1− zn+1

1− z
→ 1

1− z
se |z| < 1

e quindi f(z) =
1

1− z
per ogni z del disco aperto {|z| < 1} (in particolare f(x) =

1

1− x
se −1 < x < 1).

Consideriamo ora un’altra serie g(x) :=
∞∑
n=1

xn

n
. Anche questa serie ha raggio di conver-

genza 1 dato che n
√
1/n→ 1. Notiamo che

d

dx

xn

n
= xn−1 e dunque

g′(x) =
∞∑
n=1

xn−1 =
∞∑
n=0

xn = f(x) ∀x ∈]− 1, 1[.

In altre parole g è una primitiva di f , cioè g(x) = − ln(1 − x) + c per c costante. Ma
calcolando tutto in x = 0 si trova 0 = g(0) = c e quindi:

∞∑
n=1

xn

n
= − ln(1− x) se − 1 < x < 1.

Consideriamo ancora una terza serie: h(x) :=
∞∑
n=0

nxn
(
=

∞∑
n=1

nxn
)
. Anch’essa ha raggio

di convergenza 1 perché n
√
n→ 1. Si ha:

h(x) =
∞∑
n=1

nxn = x

∞∑
n=1

nxn−1 = x

∞∑
n=1

d

dx
xn = x

d

dx

(
∞∑
n=1

xn

)
= xf ′(x).

Quindi
∞∑
n=0

nxn =
x

(1− x)2
se − 1 < x < 1.

5.3.7 Esempio. Consideriamo la serie
∞∑
n=0

(−1)nz2n. Questa serie ha raggio di convergenza

1. In questo caso in verità non esiste limn→∞
n
√
|an| perché si ha:

an =

{
(−1)k se n = 2k

0 se n = 2k + 1

però il massimo limite fa 1, come si vede passando alla sottosuccessione 2k
√
|a2k|. Si vede

facilmente che
∞∑
n=0

(−1)nz2n =
∞∑
n=0

(−z2)n =
1

1 + z2
se |z| < 1.
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Quindi la serie converge a
1

1 + z2
per le z in {|z| < 1}. Guardando la cosa dal punto di

vista di R la cosa è abbastanza strana, dato che non si capisce come c’entri il numero 1

con la funzione
1

1 + x2
, che è ben definita su tutto R. Dal punto di vista complesso invece

è chiaro che il raggio di convergenza non può essere più di 1 dato che i e −i, cha hanno

modulo uno, sono delle singolarità per
1

1 + z2
.

Abbiamo visto prima che data una serie di potenze
∞∑
n=0

an(x − x0)
n essa definisce

una funzione f sull’intervallo ]x0 − R̄, x0 + R̄[ ed f è somma della sua serie di Taylor.
Procediamo a rovescia e assegnamo una funzione f di classe C∞, definita per esempio su

]x0− r, x0+ r[, e poniamo an :=
f (n)(x0)

n!
. È spontaneo chiedersi se la serie

∞∑
n=0

an(x−x0)n

(costruita a partire da f) sia convergente in ]x0− r, x0 + r[ e soprattutto se converga a f .
Il seguente esempio mostra che, in generale, ciò non è vero.

5.3.8 Esempio. Consideriamo la funzione f : R→ R definita da

f(x) :=

{
e−

1
x2 se x ̸= 0

0 se x = 0

È chiaro che f è continua in zero, dato che e−x
−2 → 0 per x→ 0. Per x ̸= 0 si ha:

f ′(x) = 2x−3e−x
−2

f ′′(x) = (−6x−4 + 4x−6)e−x
−2

f (3)(x) = (24x−5 − 24x−7 − 12x−7 + 8x−9)ex
−1

= (24x−5 − 36x−7 + 8x−9)e−x
−2

...

f (k)(x) = Pk(x
−1)e−x

−2

per un opportuno polinomio Pk (andrebbe precisato ragionando per induzione). Dato che
l’esponenziale “vince ”su ogni polinomio si trova

lim
x→0

f (k)(x) = 0

qualunque sia k intero. Quindi

f (k)(0) = 0 ∀k.

In altri termini f si annulla in zero più rapidamente di qualunque potenza. Tutto questo
implica che la serie di Taylor associata a f nel punto zero ha tutti i coefficienti nulli e
dunque converge uniformemente ovunque alla funzione zero. Dato che f(x) ̸= 0 se x ̸= 0
si ha che f(x) non è eguale alla somma della sua serie di Taylor in nessuna x ̸= 0.
In realtà il problema è sempre legato al fatto che stiamo ragionando in R, se infatti
guardassimo la funzione in C essa non sarebbe C1 in nessun intorno di zero.

Nel seguente enunciato si dà un criterio (sufficiente ma non necessario) per far funzio-
nare le cose.

5.3.9 Proposizione. Supponiamo che f :]x0−r, x0+r[→ R sia di classe C∞ e supponiamo
che esistano due costanti M e K tali che:

|f (n)(x)| ≤MKn per tutte le x in ]x0 − r, x0 + r[
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Allora

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n in ]x0 − r, x0 + r[

Dimostrazione. Per la formula di Taylor con resto di Lagrange si ha

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (n+1)(ξn,x)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

dove ξn,x è un opportuno punto, che dipende da n e da x, che si trova sul segmento tra
x0 e x. Facendo tendere n all’infinito:∣∣∣∣f (n+1)(ξn,x)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

∣∣∣∣ ≤M
Kn+1rn+1

(n+ 1)!
→ 0

(n! va all’infinito più velocemente di (Kr)n) e dunque la serie converge a f(x).

5.3.10 Esempio. La funzione f(x) := ex è somma della sua serie di Taylor:

ex =
∞∑
n=0

1

n!
xn

per tutti gli x in R. Infatti, fissato R > 0

max
x∈[−R,R]

|f (k)(x)| = max
x∈[−R,R]

|ex| = eR

(che è una costante indipendente da n). Per (5.3.9) la tesi vale su [−R,R] e per l’arbitra-
rietà di R la tesi è vera ovunque.
Nello stesso modo si può verificate che

sin(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1, cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n

per tutti gli x in R.
Notiamo che, da quanto fatto in precedenza, si deduce che tutte tre le serie scritte

sopra hanno raggio di convergenza infinito e quindi definiscono delle funzioni da C in C
(mettendo z ∈ C al posto di x ∈ R). In particolare

f(z) :=
∞∑
n=0

1

n!
zn

è ben definita per ogni z in C. Facciamo vedere che f(z1 + z2) = f(z1)fz2). Per que-
sto usiamo il risultato sul prodotto alla Cauchy tra due serie (5.3.11) che ricordiamo
immediatamente nel seguito. Usando quel teorema si ha:

f(z1)f(z2) =

(
∞∑
n=0

1

n!
zn1

)
=

(
∞∑
n=0

1

n!
zn2

)
=

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

zk1
k!

zn−k2

(n− k)!

)
=

∞∑
n=0

1

n!

(
n∑
k=0

(
n

k

)
zk1z

n−k
2

)
=

∞∑
n=0

zk1z
n−k
2

n!
= f(z1 + z2).
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Quindi, se x, y ∈ R possiamo scrivere

f(x+ iy) = f(x)f(iy) = ex
∞∑
n=0

(iy)n

n!
= ex

(
∞∑
k=0

(iy)2k

(2k)!
+

∞∑
k=0

(iy)2k+1

(2k + 1)!

)
=

ex

(
∞∑
k=0

(−1)k y2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)k y2k+1

(2k + 1)!

)
= ex(cos(y) + i sin(y)).

e dunque, con la definizione tradizionale di ez per z in C, troviamo

∞∑
n=0

1

n!
zn = ez.

Si potrebbe in realtà definire le le funzioni ez, sin(z) e cos(z) mediante le serie scritte
sopra, e dimostrare che la formula ex+iy := ex(cos(y) + i sin(y)) è una conseguenza di tali
definizioni.

5.3.11 Teorema. Siano (an) e (bn) due successioni in C e poniamo:

cn :=
n∑
k=0

akbn−k.

Allora se le serie
∞∑
n=0

an e
∞∑
n=0

bn convergono assolutamente (in C) anche la serie
∞∑
n=0

cn

converge assolutamente e

∞∑
n=0

cn =

(
∞∑
n=0

an

)(
∞∑
n=0

bn

)
.

5.4 Serie trigonometriche e serie di Fourier

Sia T > 0 assegnato e per il resto di questo paragrafo poniamo ω0 :=
2π

T
(T è un periodo

assegnato e ω0 è la corrispondente frequenza angolare).

5.4.1 Definizione. Sia (cn) = (cn)n∈Z una successione definita per n ∈ Z.
Questo significa che per ogni n intero relativo è definito un numero complesso cn. Possiamo
anche pensare che a (cn)n∈Z sia definita mediante le due successioni (in senso tradizio-
nale) (cn)n≥0 e (c−n)n≥1 (o, per rendere tutto simmetrico, mediante la terna c0, (cn)n≥1,
(c−n)n≥1). Indicheremo con en : R→ C le funzioni

en(t) := einω0t ∀t ∈ R.

Chiameremo serie trigonometrica complessa la serie
+∞∑

n=−∞
cnen. Anche qui non abbiamo

una serie in senso tradizionale e dobbiamo precisare cosa intendiamo. Dato k ∈ N si pone:

Sk(t) :=
k∑

n=−k

∀t ∈ R.

Chiaramente Sk : R→ C è ben definita, essendo somma di un numero finito (= 2k+1) di

termini. Diremo che la serie
+∞∑

n=−∞
cnen converge (puntualmente/uniformemente/qualche
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altro senso) se le funzioni (Sn) convergono (puntualmente/uniformemente/qualche altro
senso) a una funzione S : R → C. Se ciò avviene diciamo che S è la somma della serie e
indichiamo:

S(x) =
+∞∑

n=−∞

cnen(t) =
+∞∑

n=−∞

cne
inω0t t ∈ R.

Al solito c’è l’ambiguità del simbolo
+∞∑

n=−∞
cne

inω0t che indica sia “la serie” (cioè la succes-

sione delle Sn) sia la sua somma.

5.4.2 Osservazione. Le funzioni en sono tutte periodiche di periodo T , cioè en(t + T ) =
en(t) per ogni n ∈ Z e per ogni t ∈ R. Quindi se la serie trigonometrica converge
puntualmente, la sua somma è periodica di periodo T .

5.4.3 Proposizione. Si ha: (la sovralineatura indica il coniugato)∫ T

0

en(t)em(t) =

{
0 se n ̸= m,

T se n = m.

Dimostrazione. Se n ̸= m si ha:∫ T

0

en(t)em(t) =

∫ T

0

einω0te−imω0t dt =

∫ T

0

ei(n−m)ω0t dt =

[
ei(n−m)ω0t

i(n−m)ω0

]T
0

= 0

(perché t 7→ ei(n−m)ω0t è periodica di periodo T ). Se n = m:∫ T

0

en(t)em(t) =

∫ T

0

ei(n−n)ω0t dt =

∫ T

0

dt = T.

Vediamo ora che la convergenza della serie trigonometrica e la regolarità della sua
somma sono legate al grado di “sommabilità” dei coefficienti.

5.4.4 Proposizione. Sia (cn)n∈Z una successione di numeri complessi.

• Se si ha
+∞∑

n=−∞
|cn| < +∞, la serie trigonometrica converge uniformemente (in par-

ticolare puntualmente). Ne segue che detta S la somma della serie ( definita da

S(t) =
+∞∑
n=∞

cne
inω0t) S è continua e T -periodica su R.

• Se in aggiunta
+∞∑

n=−∞
n|cn| < +∞, allora S è C1, f ed f ′ sono T -periodiche su R e

S ′ =
unif.

+∞∑
n=−∞

cne
′
n =

+∞∑
n=−∞

cniω0nen.

• In generale, dato un intero h, se
+∞∑

n=−∞
nh|cn| < +∞, allora S è di classe Ch, S(j)

è T -periodica per j = 0, . . . , h e S(j) =
unif.

+∞∑
n=−∞

cne
(j)
n =

+∞∑
n=−∞

cn(iω0n)
jen per j =

0, . . . , h.
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Dimostrazione. Supponiamo che
+∞∑

n=−∞
|cn| < +∞. Allora, dato che le funzioni en hanno

modulo costantemente eguale a 1, si ha:

+∞∑
n=−∞

∥cnen∥∞ =
+∞∑

n=−∞

|cn| < +∞.

(la norma uniforme essendo fatta su R) e quindi la tesi segue dal teorema (5.2.2).

Supponiamo ora che
+∞∑

n=−∞
n|cn| < +∞; notiamo che e′n = iω0nen e allora:

+∞∑
n=−∞

∥cne′n∥∞ = ω0

+∞∑
n=−∞

n|cn| < +∞.

e quindi la tesi segue dal corollario (5.2.4) (seconda affermazione). Il caso generale si fa
in modo analogo.

5.4.5 Proposizione. consideriamo la serie trigonometrica
+∞∑

n=−∞
cnen e supponiamo che

+∞∑
n=−∞

|cn| < +∞. Per quanto visto sopra la serie è (uniformemente) sommabile e possiamo

dunque considerare f(t) :=
+∞∑

n=−∞
cnen(t) per ogni t ∈ R. Allora si ha:

cn =
1

T

∫ T

0

f(t)e−inω0t dt =
1

T

∫ a+T

a

f(t)e−inω0t dt ∀a ∈ R. (5.2)

Dimostrazione. Sia k ∈ Z. Nell’ipotesi fatta possiamo scambiare integrale e serie e
scrivere: ∫ T

0

f(t)ek(t) dt =

∫ T

0

+∞∑
n=−∞

cnen(t)ek(t) dt =
+∞∑

n=−∞

cn

∫ T

0

en(t)ek(t) dt.

Per (5.4.3) gli addendi della serie sono tutti nulli eccetto il k-esimo che fa T . Dunque∫ T

0

f(t)ek(t) dt = ckT

che ci dà la tesi.

5.4.6 Osservazione. Per la proprietà sopra è servito poter effettuare lo scambio tra inte-

grale e serie. L’ipotesi
+∞∑

n=−∞
|cn| < +∞ è sufficiente per aver questa proprietà ma non è

affatto necessaria. In realtà per avere la formula (5.2) basta molto di meno, per esempio

basterebbe che
+∞∑

n=−∞
|cn|2 < +∞.

5.4.7 Definizione. Ricordiamo che una funzione f definita su R si dice T - periodica se
f(t+ T ) = f(t) per ogni t ∈ R. Poniamo:

L1
T (R

M) :=

{
f : R→ RM : f misurabile e T -periodica ,

∫ T

0

|f(t)| dt < +∞
}
.

Ammettiamo anche di scrivere L1
T (C) (con la stessa definizione).
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5.4.8 Osservazione. Sia f ∈ L1
T (R

M). È immediato verificare che f(t + kT ) = f(t) per
ogni t ∈ R e ogni k ∈ Z. Inoltre:∫ a+T

a

f(t) dt =

∫ T

0

f(t) dt ∀a ∈ R. (5.3)

Infatti se a ∈ R possiamo trovare k ∈ Z tale che kT ≤ a < (k + 1)T . Si ha:∫ a+T

a

f(t) dt =

∫ kT

a

f(t) dt+

∫ a+T

kT

f(t) dt =

∫ kT

a

f(t) dt+

∫ a

(k−1)T

f(τ + T ) dτ =∫ kT

a

f(t) dt+

∫ a

(k−1)T

f(t) dt =

∫ kT

(k−1)T

f(t) dt =

∫ T

0

f(τ + (k − 1)T ) dτ =

∫ T

0

f(t) dt.

5.4.9 Definizione. Sia f ∈ L1
T . per ogni n ∈ Z definiamo l’n-esimo coefficiente di

Fourier complesso di f :

cN :=
1

T

∫ T

0

f(t)en(t) dt =
1

T

∫ T

0

f(t)e−inω0t dt.

Consideriamo anche la serie di Fourier complessa associata ad f la serie

+∞∑
n=−∞

cnen =
+∞∑

n=−∞

cne
inω0t.

In realtà la scrittura sopra va intesa come (nota che e0 = 1):

+∞∑
n=−∞

cnen := c0 +
+∞∑
n=1

cnen +
+∞∑
n=1

c−ne−n,

e quindi la convergenza (puntuale o uniforme) della serie a sinistra si definisce come la
contemporanea convergenza (puntuale o uniforme) delle due serie scritte a destra.

La definizione data sopra è legata ovviamente alla proposizione (5.4.5). È naturale
chiedersi se l’esistenza dei coefficienti cn di f sia sufficiente ad aver che f è somma della
sua serie di Fourier. Questo purtroppo può essere falso anche se f è continua: è possibile
dimostrare che esistono funzioni continue la cui serie di Fourier non converge alla funzione
in molti punti (per esempio sui razionali). La questione è piuttosto delicata: riportiamo
di seguito, senza dimostrazione, un teorema che ci dà la convergenza puntuale della serie
di Fourier.

5.4.10 Teorema. Supponiamo che f ∈ L1
T e che esistano 0 = t0 < t1 < · · · < tk = T tali

che per ogni i = 0, . . . , k − 1 si abbia:

• f è continua e derivabile su ]ti, ti+1[;

• f ′ è limitata su ]ti, ti+1[ cioè sup
ti<t<ti+1

|f ′(t)| < +∞.

Allora la serie di Fourier associata a f converge puntualmente in R e :
∞∑

n=−∞

cne
inω0t0 =

f(t+0 ) + f(t−0 )

2
∀t0 ∈ R

dove
f(t−0 ) := lim

t→t−0

f(t), f(t+0 ) := lim
t→t+0

f(t)

tenendo conto del fatto che il limiti destro e sinistro scritti sopra esistono per ogni t0
come conseguenza delle ipotesi su f . Dunque la serie di Fourier converge puntualmente a
f tranne (eventualmente) che nei “punti di salto” ti +mT (i = 0, . . . , k, m ∈ Z).
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5.4.11 Teorema. Se f ∈ L1
T è di classe C(R) allora la serie di Fourier associata a f

converge uniformemente su R alla funzione f .

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione nel caso f ∈ C2(R). Abbiamo:

cn =
1

T

∫ T

0

f(t)e−inω0t dt =
1

T

[
f(t)e−inω0t

−inω0

]T
0︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

inω0T

∫ T

0

f ′(t)e−inω0t dt =

1

inω0T

[
f ′(t)e−inω0t

−inω0

]T
0︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

(inω0)2T

∫ T

0

f ′′(t)e−inω0t dt = − 1

n2ω2
0T

∫ T

0

f ′′(t)e−inω0t dt.

Nei passaggi svolti abbiamo integrato per parti; dato che sia f che f ′ sono C1 su [0, T ] e
hanno lo stesso valore agli estremi (per l’ipotesi di periodicità) abbiamo potuto cancellare
i due termini sopra. Si ha:∣∣∣∣∫ T

0

f ′′(t)e−inω0t dt

∣∣∣∣ ≤ ∥f ′′∥∞
∫ T

0

|e−inω0t|︸ ︷︷ ︸
=1

dt = ∥f ′′∥∞T

e dunque:

|cn| ≤
∥f ′′∥∞
ω2
0

1

n2
∀n ∈ Z.

Per la (5.4.4) la serie di Fourier converge uniformemente. Per il teorema (5.4.10) la serie
converge puntualmente a f . Dunque la serie converge uniformemente a f .

Ricordiamo anche che i coefficienti di Fourier si possono calcolare integrando, invce
che tra 0 e T , su un qualunque intervallo [a, a+ T ], di ampiezza T .

5.4.12 Proposizione. Sia f in L2
T (C). Allora

1. f è reale se e solo se c−k = ck per ogni k;

2. f è pari se e solo se c−k = ck per ogni k;

3. f è dispari se e solo se c−k = −ck per ogni k;

4. f è reale pari se e solo se c−k = ck ∈ R per ogni k;

5. f è reale dispari se e solo se c−k = −ck ∈ iR per ogni k (cioè i ck sono immaginari
puri);

Dimostrazione. La prima proprietà è già stata vista prima. Dimostriamo la seconda
supponendo f pari. Usando il cambio di variabile s = −t∫ T

2

−T
2

f(t)e−iω0kt dt =

∫ T
2

−T
2

f(−t)e−iω0kt dt =

∫ T
2

−T
2

f(s)eiω0ks ds

da cui ck = c−k. In modo analogo si ragiona se f è dispari.

5.4.13 Definizione. Se f è una funzione e t0 ∈ R indichiamo con ft0 la funzione translata
di t0 ft0(t) := f(t− t0).

5.4.14 Proposizione. Siano f in L2
per(T ) e t0 in [0, T ], e chiamiamo c∗k i coefficienti di

Fourier di ft0. Allora c
∗
k = e−iω0t0kck.
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Dimostrazione. Con un semplice cambio di variabile nell’integrale

c∗k =
1

T

∫ T

0

f(t− t0)e−iω0kt dt =
1

T

∫ T−t0

−t0
f(τ)e−iω0k(τ+t0) dt =

e−iω0kt0

T

∫ T

0

f(τ)e−iω0kτ dt = e−iω0t0kck.

Vediamo ora la versione in R dei risultati precedenti. Supponiamo che f sia in L1
T (R)

(f a valori reali). Siano ck i coefficienti di Fourier di f . Allora

c−k = ⟨f, e−k⟩ = ⟨f, ek⟩ =
〈
ek, f̄

〉
= ⟨ek, f⟩ = ⟨f, ek⟩ = ck

(notiamo che vale anche il viceversa: c−k = ck ⇒ f reale). Quindi

+∞∑
n=−∞

ckek = c0e0 +
+∞∑
n=1

(ckek + c−ke−k) = c0e0 +
+∞∑
n=1

(ckek + ckek) =

c0e0 + 2
+∞∑
n=1

ℜe(ckek) = c0 + 2
+∞∑
n=1

ℜe(ck) cos(ω0kt)− 2
+∞∑
n=1

ℑm(ck) sin(ω0kt) =

a0 +
+∞∑
n=1

ak cos(ω0kt) +
+∞∑
n=1

bk sin(ω0kt)

dove:

ao = c0 =
1

T

∫ T

0

f(t) dt e per k ≥ 1:

ak = 2ℜe(ck) =
2

T

∫ T

0

f(t) cos(ω0kt) dt

bk = −2ℑm(ck) =
2

T

∫ T

0

f(t) sin(ω0kt) dt

(5.4)

5.4.15 Osservazione. Un altro modo di vedere le cose nel caso di f a valori reali, è il
seguente. Sia k ̸= 0 e scriviamo ck = ρke

iθk . Per le (5.4) si ha ak = 2ρk cos(θk) e
bk = −2ρk sin(θk) e dunque

ak cos(ω0kt) + bk sin(ω0kt) = 2ρk cos(ω0kt+ θk).

In sostanza il modulo del coefficiente ck è legato all’ampiezza della componente (sinusoi-
dale) ak cos(ω0kt) + bk sin(ω0kt) mentre l’argomento di ck è legato alla sua fase.

5.4.16 Definizione. Se (an) e (bn) sono due successioni di numeri reali la serie

a0 +
∞∑
n=1

an cos(nωt) + bn sin(nωt)

è detta serie trigonometrica reale. Se f ∈ L1
T (R) chiamiamo coefficienti di Fourier reali

di f i numeri an e bn definiti da (5.4). La serie trigonometrica reale corrispondente ai
coefficienti di Fourier di f è detta la serie di Fourier di f .

Ricordiamo anche che i coefficienti di Fourier si possono calcolare integrando, invce
che tra 0 e T , su un qualunque intervallo [a, a+ T ], di ampiezza T .
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5.4.17 Osservazione. Sia f in L2
T (R). Come conseguenza delle proprietà dei ck si ha:

1. f è pari se e solo se bk = 0 per ogni k.

2. f è dispari se e solo se ak = 0 per ogni k.

Si possono allora ritrovare gli stessi risultati di convergenza trovati nel caso complesso.

5.4.18 Proposizione. Siano (an) e (bn) due successione di numeri reali.

• Se
∞∑
n=0

|an| < +∞ e
∞∑
n=0

|bn| < +∞, allora la serie trigonometrica reale associata a

(an), (bn) converge uniformemente a una funzione continua (e T -periodica) f ;

• Se si ha anche
∞∑
n=0

n|an| < +∞ e
∞∑
n=0

n|bn| < +∞, allora f è C1, si può derivare

per serie e la serie delle detivate converge uniformemente alla derivata di f ; la serie
trigonometrica reale associata agli (an) (bn) converge uniformemente.

• Se, più in generale,
∞∑
n=0

nh|an| < +∞ e
∞∑
n=0

nh|bn| < +∞, allora f è Ch, e il risultato

precedente vale per tutte le derivate f (j) per j = 1, . . . , h.

5.5 Alcuni esempi

5.5.1 Esempio (onda quadra). Sia

f(t) :=

{
1 se 0 ≤ t ≤ T

2

−1 se T
2
< t < T

ed eventualmente estesa per periodicità (con periodo T ) a tutto R. Calcoliamo lo sviluppo
in serie di Fourier di f . Applicando le formule si ha:

c0 =
1

T

∫ T
2

0

dt = 0;

e per k ̸= 0:

ck =
1

T

∫ T
2

0

e−iω0kt dt− 1

T

∫ T

T
2

e−iω0kt dt =
1

T

[
e−iω0kt

−iω0k

]T/2
0

− 1

T

[
e−iω0kt

−iω0k

]T
T/2

=

i

2πk
(e−ikπ − 1)− i

2πk
(1− e−ikπ) = i

πk
((−1)k − 1)

Passando alla forma reale di ha:

ak = 0, bk = 2
1− (−1)k

πk

e quindi

f(t) =
L2

2
∞∑
k=1

1− (−1)k

πk
sin(ω0kt) =

4

π

∞∑
k=0

1

2k + 1
sin((2k + 1)ω0t)

Nelle figure 5.8, 5.9, 5.10 sono riportato i grafici dei polinomi di Fourier di diversi ordini
n. Si noti come l’approssimazione (che come abbiamo visto è in energia) diventi cattiva
vicino ai punti di salto anche per n grande.
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5.5.2 Esempio (dente di sega). Sia

f(t) :=

{
t se 0 ≤ t ≤ T

2

t− T se T
2
< t < T

estesa per periodicità (con periodo T ) a tutto R. Per calcolare i coefficienti di Fourier
possiamo usare l’intervallo [−T/2, T/2] invece di [0, T ], notando che f(t) = t in tale
intervallo. Si ha allora:

c0 =
1

T

∫ T
2

−T
2

t dt = 0;

e per k ̸= 0 (integrando per parti):

ck =
1

T

∫ T
2

−T
2

te−iω0kt dt =
1

T

[
te−iω0kt

−iω0k

]T
2

−T
2

+
1

T

1

iω0k

∫ T
2

−T
2

e−iω0kt dt =

i

2π

T
2
e−iω0k

T
2 + T

2
eiω0k

T
2

k
+ 0 =

iT

4πk
(e−πki + eπki) = (−1)k iT

2πk
= (−1)k i

ω0k
.

Passando alla forma reale di ha:

ak = 0, bk = −(−1)k
T

πk
= −(−1)k 2

ω0k
.

e quindi

f(t) =
L2

−T
π

∞∑
k=1

(−1)k

k
sin(kω0t).

Nelle figure 5.11, 5.12, 5.13 sono riportato i grafici dei polinomi di Fourier di diversi ordini
n. Anche in questo caso l’approssimazione non è molto buona vicino al punto di salto.

5.5.3 Esempio (onda triangolare). Sia f(t) := |t| − T

4
se −T

2
≤ t ≤ T

2
, estesa per

periodicità (con periodo T ) a tutto R. Si ha:

c0 =
1

T

∫ T
2

−T
2

f(t) dt =
2

T

∫ T
2

0

(
t− T

4

)
dt =

2

T

[
t2

2
− Tt

4

]T
2

0

= 0;
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Figura 5.8: Onda quadra: polinomio di Fourier di ordine n = 10
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Figura 5.9: Onda quadra: polinomio di Fourier di ordine n = 50
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Figura 5.10: Onda quadra: polinomio di Fourier di ordine n = 200
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Figura 5.11: Dente di sega: polinomio di Fourier di ordine n = 10

-6 -4 -2 2 4 6

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

Figura 5.12: Dente di sega: polinomio di Fourier di ordine n = 50
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Figura 5.13: Dente di sega: polinomio di Fourier di ordine n = 200

e per k ̸= 0 (si usa l’integrazione per parti):

ck =
1

T

∫ T
2

−T
2

(
|t| − T

4

)
e−iω0kt dt =

1

T

[(
|t| − T

4

)
e−iω0kt

−iω0k

]T/2
−T/2

+

− 1

T

1

−iω0k

∫ 0

−T
2

(−1)e−iω0kt dt− 1

T

1

−iω0k

∫ T
2

0

(+1)e−iω0kt dt = 0+

i

2πk

{∫ 0

−T
2

e−iω0kt dt−
∫ T

2

0

e−iω0kt dt

}
=

i

2πk

{[
e−iω0kt

−iω0k

]0
−T

2

−
[
e−iω0kt

−iω0k

]−T
2

0

}
=

1

2πω0k2
(
−1 + eikπ + e−ikπ − 1

)
=

1

πω0k2
((−1)k − 1) =

T

2π2k2
((−1)k − 1)

Passando alla forma reale di ha:

ak = 0, e per k > 0 ak =
T

π2k2
((−1)k − 1), bk = 0

e quindi

f(t) =
L2

T

π2

∞∑
k=1

(−1)k − 1

k2
cos(kω0t) = −

2T

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
cos((2k + 1)ω0t).

Dato però che la serie dei moduli dei coefficienti
2T

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
è convergente si può

dire che

f(t) =
unif.
−2T

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
cos((2k + 1)ω0t)

e in particolare la serie sopra converge a f(t) in ogni t. Nelle figure 5.14, 5.15, 5.16 sono
riportato i grafici dei polinomi di Fourier di diversi ordini n. Stavolta l’approssimazione
è nettamente migliore (per ordini n anche più bassi dei precedenti). A cercare il pelo
nell’uovo c’è qualche problema nell’approssimare gli spigoli, che sono sempre un po’ tondi
nelle approssimanti. Si può anche notare che la serie delle derivate è

−2T

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
[−(2k + 1)ω0 sin((2k + 1)ω0t)] =

4

π

∞∑
k=0

1

2k + 1
sin((2k + 1)ω0t),

che è la serie di Fourier dell’onda quadra esaminata nel primo esempio. Dunque l’onda
quadra è la derivata in senso di L2 dell’onda triangolare. Osserviamo che quest’ultima
non è C1 dato che non è derivabile in zero.
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Figura 5.14: Onda triangolare: polinomio di Fourier di ordine n = 5
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Figura 5.15: Onda triangolare: polinomio di Fourier di ordine n = 10
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Figura 5.16: Onda triangolare: polinomio di Fourier di ordine n = 50
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5.5.4 Esempio. Sia f(t) = t2 per −T
2
≤ t ≤ T

2
(estesa per periodicità su tutto R). Si ha:

c0 =
1

T

∫ T
2

−T
2

t2 dt =
1

T

[
t3

3

]T
2

−T
2

=
T 2

12
;

e per k ̸= 0 (integrando due volte per parti):

ck =
1

T

∫ T
2

−T
2

t2e−iω0kt dt =
1

T

[
t2e−iω0kt

−iω0k

]T
2

−T
2

+
1

T

1

iω0k

∫ T
2

−T
2

2te−iω0kt dt =

0 +
1

T

[
2te−iω0kt

ω2
0k

2

]T
2

−T
2

− 1

T

∫ T
2

−T
2

2e−iω0kt

ω2
0k

2
dt =

1

Tω2
0k

2

(
2
T

2
e−ikπ + 2

T

2
eikπ
)
+ 0 =

2

ω2
0k

2
(−1)k = T 2

2π2k2
(−1)k.

Passando alla forma reale di ha:

a0 =
T 2

12
, e per k > 0 ak =

T 2

π2

(−1)k

k2
, bk = 0

e quindi

f(t) =
L2

T 2

12
+
T 2

π2

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos(kω0t)

Dato che
∑ 1

k2
< +∞ si deduce

f(t) =
unif.

T 2

12
+
T 2

π2

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos(kω0t)

(e in particolare la serie converge puntualmente a f). Se T = 2π si ha allora:

t2 =
unif.

π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos(kt) su [−π, π]

Calcolando il tutto in t = 0 e rispettivamente in t = π si ritrovano le formule:

∞∑
k=1

(−1)k

k2
= −π

2

12
,

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6

Riportiamo anche per questo esempio (vedi figure 5.17, 5.18, 5.19) i grafici di alcuni
polinomi di Fourier approssimanti - la situazione è simile a quella dell’onda triangolare.
In effetti la funzione f che stiamo esaminado non è C1 (anche se la formula f(t) = t2

potrebbe suggeriere che lo sia). Per capirlo dobbiamo ricordare che la f è definita su
tutto R e vale t2 solo in [−T/2, T/2], mentre fuori da questo intervallo è estesa in modo
da risultare periodica di periodo T (come è chiaro dai grafici delle approssimanti). Vista
cos̀ı è chiaro che f non è derivabile nei punti ±T/2. In effetti se calcoliamo la serie delle
derivate troviamo

T 2

π2

∞∑
k=1

(−1)k

k2
[−kω0 sin(kω0t)] = −

2T

π

∞∑
k=1

(−1)k

k
sin(kω0t).

I coefficienti di quest’ultima serie sono solo a quadrato sommabile (mentre non sono
sommabili) e quindi la derivata c’è solo nel senso di L2.
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Figura 5.17: f(t) = t2 − π2/3: polinomio di Fourier di ordine n = 5
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Figura 5.18: f(t) = t2 − π2/3: polinomio di Fourier di ordine n = 10
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Figura 5.19: f(t) = t2 − π2/3: polinomio di Fourier di ordine n = 50
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5.6 Serie di Fourier per funzioni a energia finita

5.6.1 Definizione. Poniamo:

L2
T (R

M) :=

{
f : R→ RM : f è T -periodica, misurabile e

∫ T

0

|f(t)|2 dt < +∞
}

Analogamente consideriamo L2
T (C). Se f ∈ L2

T chiamiamo norma L2:

∥f∥2 :=

√∫ T

0

|f(t)|2 dt

Chiamiamo anche energia di f il quadrato della norma: ∥f∥22. Date f, g ∈ L2
T (C)

chiamiamo prodotto scalare L2 l’integrale:

⟨f, g⟩2 :=
∫ T

0

f(t)g(t) dt.

Il fatto che ⟨f, g⟩2 abbia senso per ogni f, g ∈ L2
T (C) segue dalla disuguaglianza:∣∣∣f(t)g(t)∣∣∣ ≤ 1

2

(
|f(t)|2 + |g(t)|2

)
.

Diremo che una successione di funzioni (fn) in L
2
T tende a f in L2

T se ∥fn − f∥2 → 0.

5.6.2 Osservazione. Si verifica abbastanza facilmente che ⟨·, ·⟩2 è una funzione bilineare
non negativa e che ∥f∥22 = ⟨f, f⟩2. L’unico problema per considerare ∥ · ∥2 una norma
è che ∥f∥2 = 0 non implica f identicamente nulla ma solo f(t) = 0 per quasi ogni t.
Per ovviare a questo inconveniente si considera una “relazione di equivalenza ≃” tra le
funzioni per cui f ≃ g se e solo se f(t) = g(t) per quasi ogni t e si considerano equali le
funzioni equivalenti. Continuiamo a chiamare L2

T lo spazio delle funzioni a energia finita
con questa relazione di equivalenza (per cui ad esempio la funzione identicamente nulla
e la funzione nulla sugli irrazionali e +∞ sui razionali sono la stesso oggetto). In questo
spazio la norma L2 è effettivamente una norma che misura la distanza tra due funzioni f
e g guardando l’integrale del quadrato delle differenza |f − g|.
5.6.3 Osservazione. È facile vedere che L2

T ⊂ L1
T .

5.6.4 Osservazione. Le funzioni en introdotte all’inizio sono tra loro ortogonali, cioè
⟨en, em⟩2 = 0. Inoltre ∥en∥2 =

√
T .

5.6.5 Teorema. Lo spazio L2
T (C) dotato della norma ∥ · ∥2 è completo.

5.6.6 Definizione. Per n in N poniamo

En :=

{
n∑

k=−n

λkek :λk ∈ C, k = −n, . . . , n

}
;

En è il sottospazio di dimensione finita (pari a 2n+ 1 ) generato da e−n, . . . , eo, . . . , en.
Inoltre data una funzione f in L2

T (C) poniamo:

fn(t) :=
n∑

k=−n

ckek(t)

dove cn sono i coefficienti di Fourier complessi di f . Chiameremo fn l’approssimante di
Fourier di f di ordine n.



142 CAPITOLO 5. SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

5.6.7 Proposizione. La funzione fn sopra introdotta ha le seguenti proprietà:

• fn ∈ En;

• per ogni g in En si ha ⟨f − fn, g⟩ = 0;

• per ogni g in En si ha:

∥f − g∥22 = ∥f − fn∥
2
2 + ∥fn − g∥

2
2 (5.5)

e quindi fn è l’elemento in En che ha minima distanza (L2) da f ;

• si ha inoltre

∥f∥22 = ∥fn∥
2
2 + ∥f − fn∥

2
2

Dimostrazione. La prima affermazione è ovvia. Per dimostrare la seconda basta notare
che per ogni j tra −n ed n:

⟨fn, ej⟩ =
n∑

k=−n

⟨ckek, ej⟩ = cj ⟨ej, ej⟩ = Tcj = ⟨f, ej⟩ .

Dunque ⟨f − fn, ej⟩ = 0; ne segue che se g =
n∑

j=−n
λjej si ha ⟨f − fn, g⟩ = 0.

Dimostriamo (5.5); presa una g in En:

∥f − g∥22 = ∥(f − fn) + (fn − g)∥22 = ⟨(f − fn) + (fn − g), (f − fn) + (fn − g)⟩ =
∥f − fn∥22 + 2ℜe ⟨f − fn, fn − g⟩+ ∥fn − g∥22 = ∥f − fn∥

2
2 + ∥fn − g∥

2
2

perché (fn− g) ∈ En e quindi è ortogonale a (f − fn). Ne segue che ∥f − g∥22 ≥ ∥f − fn∥
2
2

e l’eguaglianza vale esattamente quando g = fn; dunque fn è il punto in En di minima
distanza da f . Per dimostrare l’ultima relazione basta prendere g = 0 in (5.5).

5.6.8 Osservazione. Si ha T
∞∑

n=−∞
|cn|2 ≤ ∥f∥22; inoltre

fn
L2

−→ f ⇔ ∥f∥22 = T

+∞∑
n=−∞

|cn|2.

Dimostrazione. Notiamo che, per la 5.4.3 si ha

∥fn∥22 =

∥∥∥∥∥
n∑

k=−n

ckek

∥∥∥∥∥
2

2

=
n∑

k,h=−n

ckch ⟨ek, eh⟩ =
n∑

k=−n

|ck|2T

Quindi dall’ultima delle 5.6.7 si ricava

T

∥∥∥∥∥
n∑

k=−n

ckek

∥∥∥∥∥
2

2

= ∥f − fn∥22 + ∥f∥
2
2

da cui seguono entrambe le tesi.

Vediamo ora che le fn “a qualcosa convergono”.
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5.6.9 Proposizione. Sia assegnata una successione (ck)k∈Z di numeri complessi tali che
+∞∑

n=−∞
|cn|2 < +∞. Allora esiste una funzione g di L2

T (C) tale che gn :=
n∑

k=−n
ckek

L2

−→ g

per n→∞. Inoltre:

ck =
1

T
⟨g, ek⟩ per ogni k ∈ Z, ∥g∥22 = T

+∞∑
n=−∞

|cn|2

Dimostrazione. Dimostriamo che (gn) è una successione di Cauchy in L2
T (C). Siano n > m

interi, allora, per l’ortonormalità degli ej:

∥gn − gm∥22 =

∥∥∥∥∥
n∑

k=−n

ckek −
m∑

k=−m

ckek

∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥
−m−1∑
k=−n

ckek +
n∑

k=−m−1

ckek

∥∥∥∥∥
2

2

=
−m−1∑
k=−n

|ck|2 +
n∑

k=m+1

|ck|2

Dire che
+∞∑

n=−∞
|cn|2 < +∞ significa che

+∞∑
n=0

|cn|2 < +∞ e
+∞∑

n=−∞
|cn|2 =

+∞∑
n=0

|c−n|2 < +∞ e

dunque, fissato ε > 0 possiamo trovare un n̄ intero tale che, se n > m ≥ n̄:

n∑
k=m+1

|ck|2 <
ε2

2
,

−n∑
k=−m−1

|ck|2 <
ε2

2

e quindi per n > m ≥ n̄:

∥gn − gm∥22 <
ε2

2
+
ε2

2
= ε2 ⇔ ∥gn − gm∥2 < ε

Quindi (gn) è di Cauchy e per la completezza di L2([0, T ]) essa ammette limite g in L2
T (C).

A questo punto abbiamo trovato che gn
L2

−→ g. Preso un j intero si ha

⟨gn, ej⟩ =
n∑

k=−n

ck ⟨ek, ej⟩ = Tcj ∀n ≥ j

da cui al limite ⟨g, ej⟩ = Tcj. Per l’altra proprietà si ragiona allo stesso modo.

5.6.10 Osservazione. D’ora in poi scriveremo g =
L2

+∞∑
n=−∞

cnen per indicare g è somma della

serie in L2
T (C) cioè che

n∑
k=−n

ckek
L2

−→ g, per n → +∞. In maniera analoga scriveremo

g =
unif.

+∞∑
n=−∞

cnen per indicare g è somma della serie uniformemente su un qualunque

intervallo [a, b] di R, cioè che
n∑

k=−n
ckek

unif−→ g (su [a, b]), per n→ +∞.

5.6.11 Teorema (completezza dei polinomi trigonometrici). Se f è in L2
T (C) allora la

successione fn converge in L2 a f :

f =
L2

+∞∑
k=−∞

ckek, dove cn =
1

T
⟨f, en⟩ =

1

T

∫ T

0

f(τ)e−iω0nτ dτ.

Inoltre vale l’uguaglianza di Parseval∫ T

0

|f(τ)|2 dτ = T
+∞∑

n=−∞

|cn|2
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Dimostrazione. Per la proposizione 5.6.9 esiste g tale che fn
L2

−→ g e tale g ha la pro-
prietà ⟨g, ek⟩ = Tck. Dato che vale anche ⟨f, ek⟩ = Tck (per definizione di ck) si ottiene
⟨f − g, ek⟩ = 0 per qualunque k intero. Ne segue che f − g è ortogonale a tutti gli En.
Prendiamo ora una funzione ϕ di classe C1 e siano una ϕn le approssimanti di Fourier
di ϕ. Per il teorema (5.4.10) si ha che ϕn → ϕ puntualmente e inoltre, per un’opportu-
na costante C, si ha |ϕn(t)| ≤ C per ogni m e ogni t. Allora (f − g)ϕ̄n → (f − g)ϕ̄ e
|(f − g)ϕ̄n| ≤ C|f − g| ∈ L1. Applicando il teorema di Lebesgue si ottiene allora:

0 = ⟨f − g, ϕn⟩ =
∫ T

0

(f(t)− g(t))ϕn(t) dt→
∫ T

0

(f(t)− g(t))ϕ(t) dt

Ne segue in particolare∫ T

0

(f(t)− g(t))ϕ(t) dt = 0 ∀ϕ ∈ C∞c (]0, T [).

Per la (6) della proposizione (4.1.28) si ha f = g quasi ovunque su ]0, T [ da cui f = g in
L2
T (C) e cioè la tesi.

Il teorema sopra dice che l’insieme delle funzioni ek con k in Z è una “base ortogona-
le”per L2

T (C) che genera ogni elemento di L2
T (C). I numeri ck si possono quindi pensare

come le “componenti”di f rispetto a tale base.
Cè quindi una perfetta corrispondenza tra le funzioni f di L2 (funzioni di energia

finita) e le successioni (cn)n∈Z con
+∞∑

n=−∞
|cn|2 < +∞. Vediamo il corrispondente reale del

risultato sopra.

5.6.12 Proposizione. Sia f una funzione in L2
T (R) e siano (ak)k≥0 e (bk)k≥1 definiti in

(5.4). Poniamo

fn(t) :=
n∑
k=0

ak cos(ω0kt) +
n∑
k=1

bk sin(ω0kt). (5.6)

Allora fn converge a f in L2
T (R) (in energia) e si ha

∥f∥22 = Ta20 +
T

2

n∑
k=1

a2k +
T

2

∞∑
k=1

b2k. (5.7)

Viceversa supponiamo che (ak)k≥0 e (bk)k≥1 siano due successioni di numeri reali tali che
∞∑
k=0

a2k < +∞,
∞∑
k=1

b2k < +∞.

Allora, definendo fn come in (5.6), esiste una funzione f in L2
T (R) tale che fn

L2

−→ f .
Inoltre sviluppando tale f in serie di Fourier si ha che i coefficienti dati da (5.4) coincidono
con gli (ak)k≥0 e (bk)k≥1 di partenza e vale (5.7).

5.7 Serie di Fourier in soli seni

In questo paragrafo fissiamo L > 0 e poniamo ω̃ :=
π

L

(
non

2π

L

)
. Poniamo anche:

L1(0, L) :=

{
f : [0, L]→ [−∞,∞], misurabile ,

∫ L

0

|f(x)| dx < +∞
}
,

L2(0, L) :=

{
f : [0, L]→ [−∞,∞], misurabile ,

∫ L

0

|f(x)|2 dx < +∞
}
.
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A diffferenza dei paragrafi precedenti le f saranno definite solo su [0, L]. Inoltre
trattiamo solo funzioni a valori reali.

5.7.1 Definizione. Chiameremo serie trigonometriche di soli seni – di soli coseni delle
serie del tipo:

∞∑
n=1

unsn,
∞∑
n=0

vncn,

dove (un)n≥1 e (vn)n≥0 sono successioni in R e dove sn, cn : [0, L]→ R sono definite da:

sn(x) := sin(nω̃x), cn(x) := cos(nω̃x)

dunque stiamo considerando
∞∑
n=1

un sin(nω̃x) e
∞∑
n=0

vn cos(nω̃x).

È chiaro che le serie di funzioni scritte sopra si possono estendere a tutto R come
funzioni periodiche di periodo L = 2L (rispettivamente dispari e pari). Si tratta dunque
di particolari serie trigonometriche (di periodo L) in cui mancano gli an o i bn. Ricaviamo
dunque da quanto già detto i seguenti risultati.

5.7.2 Proposizione. Sia (un)n≥1 una successione di numeri reali.

• Se
∞∑
n=1

|un| < +∞, allora la serie
∞∑
n=1

unsn converge uniformemente a una f continua

tale che f(0) = f(L) = 0.

• Se
∞∑
n=1

n|un| < +∞, allora f è C1 e si ha f ′ =
∞∑
n=1

nω̃uncn. Inoltre la serie
∞∑
n=1

nω̃uncn

converge uniformemente a f ′.

• In generale, dato un intero h, se
∞∑
n=1

nh|un| < +∞, allora f è derivabile h volte e

le derivate di ordine minore o eguale ad h sono continue. Di tali derivate quelle
con h pari (compreso h = 0) sono nulle agli estremi dell’intervallo. Infine f

(j)
n =

unif.
∞∑
n=1

uns
(h)
n (che è una serie di seni o di coseni a seconda che h sia pari o dispari.

• Se
∞∑
n=1

u2n < +∞, allora la serie
∞∑
n=1

unsn converge nel senso di L2 (in energia) a

una funzione f ∈ L2(0, L) e valgono

un =
2

L

∫ L

0

f(x) sin(ω̃nx) dx per n ≥ 1, (5.8)∫ L

0

|f(x)|2 dx = ∥f∥22 =
L

2

∞∑
n=1

u2n. (5.9)

5.7.3 Proposizione. Sia (vn)n≥0 una successione di numeri reali.

• Se
∞∑
n=0

|vn| < +∞, allora la serie
∞∑
n=1

vncn converge uniformemente a una f continua.

• Se
∞∑
n=0

n|vn| < +∞, allora f è C1, f ′ = −
∞∑
n=1

nω̃vnsn e f ′(0) = f ′(L) = 0. Inoltre la

serie −
∞∑
n=1

nω̃vnsn converge uniformemente a f ′.
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• In generale, dato un intero h, se
∞∑
n=1

nh|vn| < +∞, allora f è derivabile h volte e le

derivate di ordine minore o eguale ad h sono continue. Di tali derivate quelle con h

dispari sono nulle agli estremi dell’intervallo. Infine f
(j)
n =

unif.

∞∑
n=1

vnc
(h)
n (che è una

serie di coseni o di seni a seconda che h sia pari o dispari.

• Se
∞∑
n=0

v2n < +∞, allora la serie
∞∑
n=0

vncn converge nel senso di L2 (in energia) a una

funzione f ∈ L2(0, L) e valgono

v0 =
1

L

∫ L

0

f(x) dx vn =
2

L

∫ L

0

f(x) cos(ω̃nx) dx per n ≥ 1, (5.10)∫ L

0

|f(x)|2 dx = ∥f∥22 =
v20
L

+
L

2

∞∑
n=1

v2n. (5.11)

5.7.4 Teorema. Sia f una funzione in L2([0, L]) a valori reali. Siano uk deiniti come in
(5.8). Allora

f =
L2

∞∑
n=1

unsn

(cioè, come al solito,
n∑
k=1

uksk
L2

−→ f per n→∞) e vale (5.9).

Viceversa se (un)n≥1 è una successione di numeri reali tali che
∞∑
n=1

u2n < +∞, allora

esiste un’ unica f in L2([0, L]) tale che f =
L2

∞∑
n=1

unsn e vale la relazione (5.8).

Dimostrazione. Estendiamo f a [−L,L] in modo che sia dispari, ponendo

f̃(x) =

{
f(x) se t ∈ [0, L]

−f(−x) se t ∈ [−L, 0]

Per i risultati del paragrafo precedente

f̃(x) =
L2

n∑
k=0

ak cos(ω̃kx) +
n∑
k=1

bk sin(ω̃kx)

ma essendo f̃ dispari tutti gli ak sono eguali a zero, mentre

bk =
2

2L

∫ L

−L
f̃(x) sin(ω̃kx) dx =

2

L

∫ L

0

f̃(x) sin(ω̃kx) dx = uk

Allora, per quanto detto nel paragrafo precedente, f̃ =
L2

n∑
k=1

unsn in [−L,L]. In particolare,

restringendo tutto a [0, L] si ha che f =
L2

n∑
k=1

unsn in [0, L]. Inoltre

L

∞∑
n=1

u2n =
2L

2

∞∑
n=1

b2n =

∫ L

−L
f̃ 2(x) dx = 2

∫ L

0

f 2(x) dx

da cui la formula con l’energia per gli uk. Per il viceversa basta applicare il viceversa di
5.6.12 sull’intervallo [−L,L] e restringersi a [0, L].
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Nello stesso modo si può sviluppare rispetto ai coseni. Per t ∈ [0, L] indichiamo con
ck(x) := cos(ω̃kx) (notiamo che c′k(0) = c′k(L) = 0); allora vale anche il teorema seguente.

5.7.5 Teorema. Sia f una funzione in L2([0, L]) a valori reali. Siano vk definiti come
in (5.10). Allora

f =
L2

∞∑
n=0

vncn.

Inoltre vale (5.11).

L

2

∞∑
n=1

v2n + Lv20 = ∥f∥22 =
∫ L

0

f(x)2 dx

Viceversa se (vn)n≥1 è una successione in R con
∞∑
n=1

v2n < +∞ allora esiste una funzione

in L2([0, L]) tale che f =
L2

∞∑
n=0

vncn e vale la relazione (5.10).

Dimostrazione. Basta prolungare f a f̃ definita su [−L,L] in modo che f̃ sia pari e imitare
la dimostrazione precedente.

5.8 Equazione del calore su un interallo

Vediamo ora alcuni esempi in cui le tecniche introdotte sono utili per risolvere dei problemi
alle derivate parziali. Cominciamo con l’equazione del calore.

Sia L > 0 fissata, c > 0 e sia anche assegnata una f(t, x). Consideriamo l’equazione

∂

∂t
u(t, x) = c

∂2

∂x2
u(t, x) + f(t, x), t > 0, x ∈ [0, L]. (5.12)

L’incognita u rappresenta la distribuzione della temperatura all’istante t nel punto x di
una sbarra (omogenea) di lunghezza L; la funzione f introduce una eventuale sorgente
esterna di calore (variabile nel tempo e nello spazio). Come è ragionevole per motivi fisici,
e come si verificherà matematicamente, per risolvere l’equazione sarà necessario:

• indicare la distribuzione u0 della temperatura ad un instante iniziale (che per sem-
plicità sarà t = 0);

• descrivere gli scambi di calore che avvengono all’estremità della sbarra, indicando
delle opportune condizioni al bordo.

Nel seguito normalizzeremo ad uno il coefficiente c (legato alle proprietà del materiale di
cui la fatta la sbarra). Come vedremo l’equazione si risolverà per tempi positivi.

Comiciamo con delle condizioni al bordo di tipo periodico.
∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(t, x) + f(t, x), t > 0, x ∈ R,

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ R,

u(t, x) è L-periodica in x per ogni t ≥ 0.

(5.13)

In questo caso conviene pensare la funzione u come una funzione da [0,+∞[×R in R
(cioè definita per tutte le t ≥ 0 e tutte le x) ed L-periodica in x. Allora l’equazione
rappresenta il caso di una sbarra con gli estremi saldati tra loro (questo spiega la condizione
di periodicità), cioè in un anello. La funzione u0 rappresenta la distribuzione iniziale della
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temperatura – anch’essa viene presa come definita per ogni x reale ed L- periodica in x cos̀ı
come f(x, t) che è la fonte di riscaldamento (o raffreddamento) proveniente dall’esterno.

Consideriamo il caso f ≡ 0 (senza sorgenti esterne) e supponiamo che u0 ∈ L2
L (quindi

ammettiamo che la distribuzione iniziale possa essere abbastanza “irregolare”). Cerchiamo
la soluzione come sviluppo t per t dalla sua serie di Fourier in x (questo è consistente con
il fatto che cerchiamo soluzioni periodiche in x), cioè cerchiamo u della forma:

u(t, x) =
∑
k∈Z

ck(t)e
iω0kx, dove ω0 =

2π

L

Supponendo di poter derivare per serie si ottiene

∂

∂t
u(t, x) =

∑
k∈Z

c′k(t)e
iω0kx,

∂2

∂x2
u(x, t) =

∑
k∈Z

ck(t)(−ω2
0k

2)eiω0kx

e quindi scrivendo l’equazione componente per componente si trova

c′k(t) = −ω2
0k

2ck(t)⇔ ck(t) = ck(0)e
−ω2

0k
2t = c0ke

−ω2
0k

2t,

dove c0k sono i coefficienti di Fourier di u0: u0(x) =
L2

∑
k∈Z

c0ke
iω0kx, cioè

c0k =
1

L

∫ L

0

u0(ξ)e
−iω0kξ dξ.

Si trova quindi:

u(t, x) =
∑
k∈Z

c0ke
−ω2k2teiω0kx. (5.14)

Questi calcoli dicono che, se si vuole trovare u col metodo sopra la u è univocamente
determinata dalla formula (5.14). Vediamo ora che la u definita da tale formula risolve
effettivamente il problema (in un qualche senso).

1. Per ogni t ≥ 0 la formula (5.14) definisce una funzione in L2
per(T ). Infatti∑

k∈Z

|c0ke−ω
2
0k

2t|2 ≤
∑
k∈Z

|c0k|2 =
1

L
∥u0∥22 < +∞

Dato t ≥ 0 indicheremo con ut la funzione x 7→ u(t, x) (quella che abbiamo appena
dimostrato essere in L2).

2. Sia t0 > 0 e poniamo Ωt0 := [t0,+∞[×R. Allora la funzione u è infinitamente deri-
vabile nelle due variabili in ogni punto di Ωt0 ed è L-periodica in x. Inoltre si può
derivare per serie e quindi, rifacendo all’indietro i calcoli di prima, si ottiene che la
u verifica l’equazione in ogni t > 0 e in ogni x.
Per far vedere questo basta far vedere che la serie delle derivate è totalmente
convergente su Ωt0 ; infatti∑

k∈Z

∥∥∥∥ ∂h+m

∂th∂xm
c0ke

−ω2
0k

2teiω0kx

∥∥∥∥
∞

=
∑
k∈Z

∥∥∥c0k(−ω2
0k

2)he−ω
2
0k

2t(−iω0k)
meiω0kx

∥∥∥
∞

=∑
k∈Z

|c0k|ω2h+m
0 k2h+m

∥∥∥e−ω2
0k

2t+iω0kx
∥∥∥
∞
≤ C

∑
k∈Z

k2h+me−ω
2
0k

2t0 < +∞

per un’opportuna costante C. Si è sfruttato il fatto che essendo ck a quadrato
sommabile ck deve tendere a zero e quindi è limitata e inoltre il fatto che, nell’ultima
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serie, l’esponenzie di −ω2
0tok

2 “vince”sulla potenza k2h+m. Applicando i soliti criteri
si deduce

∂h+m

∂th∂xm
u(t, x) =

unif.

∑
k∈Z

∂h+m

∂th∂xm
c0ke

−ω2
0k

2teiω0kx

da cui seguono tutte le affermazioni fatte.
Notiamo in particolare che, anche se il dato iniziale è solo L2 la soluzione diventa
immediatamente regolarissima a qualunque tempo positivo.

3. Per t tendente a zero si ha ut
L2

−→ u0, cioè ∥ut − u0∥2 → 0. Quindi u(x, t) tende al
suo valore iniziale solo nel senso di L2. Questo è comprensibile poichè il dato iniziale
u0 è solo L2. Per vedere ciò osserviamo che, per l’uguaglianza di Parceval:

∥ut − u0∥22 = L
∑
k∈Z

|c0k(e−ω
2
0k

2t − 1)|2 = L
∑
k∈Z

|c0k|2(e−ω
2
0k

2t − 1)2

e che per ogni k intero relativo

lim
t→0
|c0k|2(e−ω

2
0k

2t − 1)2 = 0, |c0k(e−ω
2
0k

2t − 1)|2 ≤ |c0k|2.

Dato che
∑
k∈Z
|c0k|2 < +∞ possiamo applicare il teorema di Lebesgue nella versione

per le serie (al posto di m → ∞ abbiamo qui t → 0 ma la situazione è la stessa)
ottenendo lim

t→0
∥ut − u0∥22 = 0.

4. Se il dato iniziale u0 verifica la condizione
∑
n∈Z
|c0n| < +∞, allora, per t → 0+, si ha

ut
unif−→ u. In particolare

lim
(t,x)→(0,x0)

u(t, x) = u(0, x0) ∀x0 ∈ R

e dunque il dato iniziale viene assunto in senso tradizionale. Infatti

∥ut − u0∥∞,R ≤
∑
k∈Z

max
x∈R
|c0k(e−ω

2
0k

2t − 1)eiω0kx| ≤
∑
k∈Z

|c0k||e−ω
2
0k

2t − 1|

e per ogni k si ha

lim
t→0
|c0k||e−ω

2
0k

2t − 1| = 0, |c0k||e−ω
2
0k

2t − 1| ≤ |c0k|.

da cui, essendo
∑

k |c0k| < +∞, la tesi segue ragionando come nel punto precedente.

5. Per t tendente all’infinito ut converge uniformemente alla costante c00. Infatti se
t0 > 0 e se C è tale che |c0k| ≤ C, si ha:,

∥∥ut − c00∥∥∞ =

∥∥∥∥∥ ∑
k∈Z,k ̸=0

c0ke
−ω2

0k
2teiω0kx

∥∥∥∥∥
∞

≤
∑

k∈Z,k ̸=0

∥∥∥c0ke−ω2
0k

2teiω0kx
∥∥∥
∞
≤

C
∑

k∈Z,k ̸=0

e−ω
2
0k

2t = C
∑

k∈Z,k ̸=0

e−ω
2
0k

2(t−t0)e−ω
2
0k

2t0 ≤

Ce−ω
2
0(t−t0)

∑
k∈Z,k ̸=0

e−ω
2
0k

2t0 → 0 se t→ +∞.

In particolare
lim
t→+∞

u(x, t) = c00 ∀x ∈ R

Quindi la temperatura tende a disporsi in maniera uniforme nell’anello.
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Figura 5.20: Soluzioni dell’equazione del calore periodica a partire dall’onda quadra

Nella figura 5.20 si vede l’evoluzione della temperatura in alcuni istanti, a partire da una
condizione iniziale di onda quadra, cioè una situazione in cui metà dell’anello è a −1 e
l’altra metà è a +1.

Facciamo qualche altra considerazione su quanto abbiamo trovato; vediamo innanzi
tutto come si può scrivere in modo più esplicito la soluzione u in termini della confi-
gurazione iniziale u0. Ricordiamo che i coefficienti di Fourier relativi a u0 sono dati da
c0k =

1
L

∫ L
0
u0(ξ)e

−iω0kξ dξ e allora da (5.14) si ha

u(t, x) =
∑
k∈Z

(
1

L

∫ L

0

u0(ξ)e
−iω0kξ dξ

)
e−ω

2k2teiω0kx =

1

L

∫ L

0

u0(ξ)

(∑
k∈Z

e−ω
2k2teiω0k(x−ξ)

)
dξ

per ogni x e per ogni t. Ma, se t > 0, possiamo scambiare integrale e serie perché:∑
k∈Z

1

L

∫ L

0

|u0(ξ)e−ω
2k2teiω0k(x−ξ)| dξ ≤

(
1

L

∫ L

0

|u0(ξ)| dξ
)∑

k∈Z

e−ω
2k2t < +∞

e quindi, fissati x e t > 0, la serie di funzioni nella variabile ξ converge in L1([0, L]) da cui
l’integrale della serie è eguale alla serie degli integrali. Allora, se x ∈ [0, L] e t > 0:

u(t, x) =
1

L

∫ L

0

u0(ξ)

(∑
k∈Z

e−ω
2k2teiω0k(x−ξ)

)
dξ =

∫ L

0

u0(ξ)KL(t, x− ξ) dξ (5.15)

dove “il nucleo” KL : R× [0, L] è definito da:

KL(t, x) =
1

L

∑
k∈Z

e−ω
2k2teiω0kx. (5.16)

Consideriamo ora brevemente il caso con f diverso da zero; supponiamo in questo caso
che per ogni t si possa scrivere f(t, x) =

∑
k∈Z

fk(t)e
iω0kx. Cercando come prima la soluzione

come u(t, x) =
∑
k∈Z

ck(t)e
iω0kx si trova

c′k(t) = −ω02k2ck(t) + fk(t)⇔ ck(t) = e−ω
2
0k

2t

(
c0k +

∫ t

0

eω
2
0k

2τfk(τ) dτ

)
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e quindi u(t, x) = u0(t, x)+ ū(t, x) dove u0 è la soluzione dell’omogenea provata preceden-
temente, mentre ū è data da

ū(t, x) :=
∑
k∈Z

e−ω
2
0k

2t

∫ t

0

eω
2
0k

2τfk(τ) dτe
iω0kx =

∑
k∈Z

∫ t

0

fk(τ)e
−ω2

0k
2(t−τ)eiω0kx dτ.

È chiaro che ū è la soluzione dell’equazione completa con dato iniziale u0 = 0. Si possono
ripertere per ū i ragionamenti fatti per la soluzione dell’omegenea ritrovando risultati ana-
loghi (in cui bisognerà però tenere conto della regolarità di f). In particolare, ricordando

che fk(t) =
1
L

∫ L
0
f(t, ξ)e−iω0ξ dξ si ha:

ū(t, x) =
1

L

∑
k∈Z

∫ t

0

∫ L

0

f(τ, ξ)e−ω
2
0k

2(t−τ)eiω0k(x−ξ) dτdξ

e scambiando serie con integrali (si può, si può. . . ) per t > 0 si ha:

ū(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

f(τ, ξ)
1

L

(∑
k∈Z

e−ω
2
0k

2(t−τ)eiω0k(x−ξ)

)
dτdξ =∫ t

0

∫ L

0

f(τ, ξ)KL(t− τ, x− ξ) dτdξ

e quindi anche qui il nucleo KL permette di rappresentare la soluzione.

5.8.1 Osservazione. In modo analogo si può trattare il problema
∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(x, t) + f(t, x), t > 0, 0 < x < L,

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0, L],

u(t, 0) = u(t, L) = 0 per ogni t ≥ 0.

(5.17)

utilizzando gli sviluppi rispetto ai soli seni. Il problema sopra modellizza la diffusione del
calore in una sbarra tenuta (forzatamente) a temperatura zero agli estremi. Non è difficile
convincersi che l’esempio precedente (rappresentato nella figura 5.20) rappresenta anche
l’evoluzione della temperatura nella sbarra tenuta a zero agli estremi con distribuzione
iniziale della temperatura pari a uno su mezza sbarra e a meno uno sull’altra metà e senza
sorgenti esterne di calore (pur di restringersi a [0, L] nelle x).

Un altro problema che si può studiare è quello in cui la sbarra sia isolata dall’esterno,
cioè non ci sia passaggio di calore attraverso gli estremi. Si può vedere che tale problema
corrisponde a una condizione di derivata rispetto a x nulla agli estremi:

∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(x, t) + f(t, x), t > 0, 0 < x < L,

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0, L],

∂

∂x
u(t, 0) =

∂

∂x
u(t, L) = 0 per ogni t ≥ 0.

(5.18)

Quest’ultimo problema si può trattare sviluppando considerando l’incognita u come serie
di Fourier in x di soli coseni e ripetendo i ragionamenti fatti prima.
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Capitolo 6

Campi vettoriali

6.1 Campi conservativi

Ricordiamo la definizione già vista.

6.1.1 Definizione. Chiamiamo campo vettoriale una funzione f : Ω→ RN dove Ω è un
sottoinsieme aperto di RN . Useremo la notazione f⃗ in luogo fi f per rimarcare il fatto che,
se x ∈ Ω il valore f⃗(x) è un vettore in RN . È chiaro cosa significa dire che f⃗ è continuno,
differenziabile, di classe Ch (per h ≥ 0 intero), ecc.

Se f⃗ è un campo, indichiamo con f1, . . . , fN le sue componenti, che sono dunque N
funzioni da Ω in R.

In tutto quanto segue Ω ⊂ R sarà un aperto e i campi saranno sempre supposti continui
(ed eventualmente più regolari).

6.1.2 Definizione. Diciamo che f⃗ : Ω→ RN è conservativo (in Ω) se esiste una funzione

(scalare) F : Ω→ R di classe C1(Ω) tale che f⃗ = ∇F . In altri termini deve essere:

fi(x) =
∂F

∂xi
(x) ∀x ∈ Ω.

Una tale F si dice potenziale per f⃗ (in Ω).

6.1.3 Notazione. Se N = 3 indichiamo con i⃗, j⃗ e k⃗ i versori della base canonica (altrove
denotati con ê1, ê2 e ê3). In questo modo un campo di vettori tridimensionale si può

scrivere f⃗(x) = f1(x)⃗i+f2(x)⃗j+f3(x)k⃗ ( lo stesso si può fare con un campo bidimensionale,
mettendo f3 = 0).

6.1.4 Esempio. Il campo f⃗(x, y) = (x+ y)⃗i+ (x− y)⃗j è conservativo. Per vederlo basta

verificare che F (x, y) :=
x2

2
+ xy − y2

2
=

1

2
(x− y)2 è un potenziale.

Il campo f⃗(x, y) = (x + y)⃗i − (x − y)⃗j non è conservativo. Se esistesse un potenziale
F avrei:

∂

∂x
F (x, y) = x+ y ⇒ F (x, y) =

x2

2
+ xy + c(y)

dove c dipende solo da y. Derivando rispetto a y:

∂

∂y
F (x, y) = x+ c′(y)

Che dovrebbe risultare eguale a −x+ y. Dunque:

−2x = y + c′(y) ∀x,∀y.

Questo è chiaramente impossibile.

153
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6.1.5 Osservazione. È semplice vedere che il potenziale F se esiste non è unico in quanto
F + c è ancora un potenziale se c è una costante. Se Ω è connesso vale anche il viceversa:

∇F1 = ∇F2 = f⃗ ⇒ F1 = F2 + costante.

dato che in questo caso ∇(F1 − F2) = 0 e si può applicare il teorema (3.1.26).

6.1.6 Teorema. Sia Ω un aperto connesso di RN e sia f⃗ : Ω̄→ RN continuo in Ω̄. Sono
equivalenti i tre fatti seguenti.

(a) f⃗ è un campo conservativo.

(b) Date due curve C1 a tratti γ1,γ2 : [a, b] → Ω aventi gli stessi estremi, l’integrale di

f⃗ sulle due curve è lo stesso:

γ1(a) = γ2(a), γ1(b) = γ2(b) ⇒
∫
γ1

f⃗ · ds⃗ =
∫
γ2

f⃗ · ds⃗.

(c) Data una curva chiusa in γ : [a, b]→ Ω, C1 a tratti, il lavoro di f su γ è nullo:

γ(a) = γ(b) ⇒
∫
γ

f⃗ · ds⃗ = 0.

Inoltre se il campo è conservativo ed F è un potenziale si ha:

(d) dati x0,x ∈ Ω̄ e una curva γ : [a, b]→ Ω̄, C1 a tratti con γ(a) =, γ(b) =, allora:

F (x) = F (x0) +

∫
γ

f⃗ · ds⃗. (6.1)

Dimostrazione. Dimostriamo prima di tutto la (d). Supponiamo dunque che F : Ω̄ → R
sia tale che ∇F (x) = f⃗(x) per ogni x ∈ Ω. Siano x0,x ∈ Ω e γ : [a, b] → Ω di classe C1
che congiunge x0 a x ∈ Ω. Allora:∫

γ

f⃗ · ds⃗ =
∫ b

a

f⃗(γ(t)) · γ ′(t) dt =

∫ b

a

∇F (γ(t)) · γ ′(t) dt = c∫ b

a

(
d

dt
F (γ(t))

)
dt = [F (γ(t))]t=bt=a

(il primo passaggio è la definizione di integrale curvilineo, il secondo segue dal fatto che

F è un potenziale per f⃗ e il terzo dalla formula di derivazione della funzione composta).
Dunque abbiamo dimostrato (d) in Ω. Usando la continuità si passa facilmente a Ω̄.

Mostriamo che (a) ⇒ (c). Dato che vale (a) esiste un potenziale F . Usando la
formula (6.1) si deduce immediatamente (c).

Mostriamo che (c) ⇒ (b). Sia γ : [a, b] → Ω̄ chiusa, cioè γ(a) = γ(b) =: x̄.
Consideriamo la curva costante γ̄ : [a, b] → Ω̄, definita da γ̄(t) = x̄ per ogni t ∈ [a, b].
Chiaramente γ e γ̄ hanno gli stessi estremi dunque, per (c) danno luogo allo stesso inte-

grale di f⃗ . Me è facile vedere che l’integrale su γ̄ vale zero (perché γ̄ ′ ≡ 0). Dunque la
(b) è dimostrata.

Mostriamo che (b) ⇒ (c). Siano γ1,γ2 : [a, b] → Ω due curve aventi gli stessi
estremi, cioè γ1(a) = γ2(a) e γ1(b) = γ2(b). Ricordiamo che γ̃2 è la curva γ2 percorsa
nel senso contrario a γ2. Allora γ1 e γ̃2 sono consecutive e quindi ha senso considerare
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γ := γ1 ∨ γ2 ed è chiaro che γ è una curva chiusa (i suoi estremi coincidono con γ1(a) =
γ2(a)). Per (b) si ha:

0 =

∫
γ

f⃗ · ds⃗ =
∫
γ1

f⃗ · ds⃗+
∫
γ̃2

f⃗ · ds⃗ =
∫
γ1

f⃗ · ds⃗−
∫
γ2

f⃗ · ds⃗.

Abbiamo dunque dimostrato la (c).

Mostriamo che (c)⇒ (a). Fissiamo un punto x0 in Ω. Dato che vale (c) possiamo
definire F : Ω→ R ponendo:

F (x) =

∫
γ

f⃗ · ds⃗.

dove γ è una qualunque curva C1 a tratti che abbia x0 come primo estremo e x come
secondo – naturalmente questa è una buona definizione di F dato che vale (c). Se veri-
fichiamo che F è un potenziale, allora la (a) sarà dimostrata. Sia dunque x ∈ Ω e sia
γ : [a, b]→ Ω una curva C1 a tratti che congiunga x0 ad x. Fissiamo una direzione i tra 1
ed N . Possiamo costruire una curva γt che congiunga x0 a x+ têi ponendo γt := γ ∨ γ̂i,t,
dove γ̂i,t(s) := x + sêi, per s ∈ [0, t] (che percorre il segmento tra x e x + têi – questa
curva è in Ω se t è abbsatanza piccolo). Allora:

F (x+ têi)− F (x)
t

=
1

t

(∫
γt

f⃗ · ds⃗−
∫
γ

f⃗ · ds⃗
)

=
1

t

∫
γ̂t

f⃗ · ds⃗ = 1

t

∫ t

0

f⃗(x+ sêi) · êi ds.

Se facciamo tendere t a zero, usando il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale:

∂F

∂xi
(x) = lim

t→0

F (x+ têi)− F (x)
t

= f⃗(x+ sêi) · êi
∣∣∣
s=0

= f⃗(x) · êi = fi(x).

Dato che questo è vero per ogni i = 1, . . . , N si ha ∇F (x) = f⃗(x), cioè la tesi.

6.2 Campi irrotazionali

6.2.1 Definizione. Se f⃗ : Ω→ RN è un campo di classe C1(Ω) introduciamo la divergenza
di f :

div(f⃗)
(
=
−→
∇ · f⃗

)
:=

∂f1
∂x1

+ · · ·+ ∂fN
∂xN

.

Se N = 3 (o anche N = 2 considerando R2 ⊂ R3) consideriamo il rotore di f⃗ :

rot(f⃗)
(
=
−→
∇ ⊗ f⃗

)
:=

(
∂f3
∂y
− ∂f2

∂z

)
i⃗−
(
∂f3
∂x
− ∂f1

∂z

)
j⃗−
(
∂f2
∂x
− ∂f1

∂y

)
k⃗.

Formalmente di può vedere il rotore come:

−→
∇ ⊗ f⃗ = det

 i⃗ ∂
∂x

f1
j⃗ ∂

∂y
f2

k⃗ ∂
∂z

f3

 .

6.2.2 Definizione. Dato un campo f⃗ : Ω→ RN di classe C1 diremo che f⃗ è irrotazionale
in Ω se per ogni x in Ω si ha:

∂

∂xi
fj(x) =

∂

∂xj
fi(x) ∀i, j = 1, . . . , N.

Nel caso N = 3 il campo f⃗ è irrotazionale se e solo se rot(f⃗) = 0⃗.
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6.2.3 Proposizione. Se f⃗ è conservativo in Ω ed è di classe C1, allora f⃗ è irrotazionale
in Ω.

Dimostrazione. Dato che f⃗ è conservativo esiste un potenziale per f⃗ e cioè una F : Ω→ R

tale che
∂F

∂xi
= fi, per i = 1, . . . , N . Dato che f⃗ è C1 si ha che F è C2 e

∂fi
∂xj

=
∂

∂xj

∂F

∂xi
=

∂

∂xi

∂F

∂xj
=
∂fj
∂xi

dove la seconda eguaglianza è conseguenza del teorema di Schwartz.

Il viceversa della proposizione sopra non vale come mostra l’esempio

f⃗(x1, x2) :=

(
−x2

x21 + x22

)
i⃗+

(
x1

x21 + x22
,

)
j⃗.

Tale campo è irrotazionale in R2 \ {0}, dato che:

∂

∂x2
f1(x1, x2) =

−(x21 + x22) + x22x2
(x21 + x22)

2
=

x22 − x21
(x21 + x22)

2

∂

∂x1
f2(x1, x2) =

(x21 + x22)− x12x1
(x21 + x22)

2
=

x22 − x21
(x21 + x22)

2

ma se consideriamo la curva γ(t) = (ρ cos(t), ρ sin(t)), per t ∈ [0, 2π] e per ρ > 0 fissato

è chiaro che γ è una curva chiusa e che γ ′(t) = −ρ sin(t)⃗i + ρ cos(t)⃗j ( γ descrive la
circonferenza di raggio ρ percorsa una volta in senso antiorario). Allora:∫

γ

f⃗ · ds⃗ =
∫ 2π

0

(−ρ sin(t))(−ρ sin(t)) + ρ cos(t)ρ cos(t)

ρ2(cos2(t) + sin2(t)
dt = 2π

e quindi f⃗ non può essere conservativo.

6.2.4 Definizione. Siano γ0,γ1 : [a, b] → Ω̄ due curve in Ω̄ aventi gli stessi estremi:
γ0(a) = γ1(a) = A e γ0(b) = γ1(b) = B. Diremo che γ0 e γ1 sono omotope a estremi
fissi in Ω̄ se esiste una applicazione H : [a, b]× [0, 1]→ Ω̄ (detta omotopia a estremi fissi
tra γ0 e γ1) tale che H è continua (sul rettangolo [a, b]× [0, 1]) e si ha:

H(t, 0) = γ0(t) ∀t ∈ [a, b],

H(t, 1) = γ1(t) ∀t ∈ [a, b],

H(a, s) = B, H(b, s) = B ∀s ∈ [0, 1].

Tutto ciò significa che si può passare con continuità da γ0 a γ1 mediante una famiglia di
curve in Ω̄ (γs(t) = H(t, s)), tutte con primo estremo in A e secondo estremo in B (vedi
la figura 6.1).

6.2.5 Definizione. Siano γ0,γ1 : [a, b] → Ω̄ due curve chiuse in Ω̄ γ0(a) = γ0(b) e
γ1(a) = γ1(b). Diremo che γ0 e γ1 sono omotope come curve chiuse in Ω̄ se esiste una
applicazione H : [a, b]× [0, 1]→ Ω̄ (detta omotopia di curve chiuse tra γ0 e γ1) tale che
H è continua (sul rettangolo [a, b]× [0, 1]) e si ha:

H(t, 0) = γ0(t) ∀t ∈ [a, b],

H(t, 1) = γ1(t) ∀t ∈ [a, b],

H(a, s) = H(b, s) ∀s ∈ [0, 1].

Tutto ciò significa che si può passare con continuità da γ0 a γ1 mediante una famiglia di
curve chiuse in Ω̄ (γs(t) = H(t, s)) (vedi la figura 6.2).
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Figura 6.1: Curve omotope e non omotope a estremi fissi

Figura 6.2: curve chiuse omotope e non omotope

6.2.6 Teorema. Sia f⃗ : Ω̄→ RN un campo continuo in Ω̄ e C1 in Ω con f⃗ irrotazionale.

1. Allora se due curve γ0 e γ1 in Ω̄ aventi gli stessi estremi sono omotope in Ω̄ (a
estremi fissi) si ha che: ∫

γ1

f⃗ · ds⃗ =
∫
γ2

f⃗ · ds⃗.

2. Analogamente se γ0 e γ1 sono due curve chiuse in Ω̄ tra di loro omotope in Ω̄ (come
curve chiuse) si ha che: ∫

γ1

f⃗ · ds⃗ =
∫
γ2

f⃗ · ds⃗.

6.2.7 Definizione. Diciamo che Ω è semplicemente connesso se ogni curva chiusa γ in
Ω̄ è omotopa (tra le curve chiuse) ad una curva costante (è chiaro che γ0(t) = costante è
una curva chiusa). Questa che si è definita è una proprietà di Ω che si può interpretare
dicendo che Ω non ha buchi - vedi la figura 6.3.

Dato che è ovvio verificare che
∫
γ0
f⃗ · ds⃗ = 0 se γ0 è una curva costante si deduce

subito il seguente risultato

6.2.8 Teorema. ] Se Ω è semplicemente connesso allora ogni campo irrotazionale in Ω è
conservativo in Ω.

6.2.9 Esempio. Supponiamo che Ω sia stellato rispetto a un suo punto, cioè che esista
un x0 in Ω tale che per ogni altro punto x di Ω il segmento tra x0 e x sia completamente
contenuto in Ω ( da x0 si “vedono”tutti i punti di Ω). Allora Ω è semplicemente connesso
dato che presa una qualunque curva γ : [a, b]→ Ω si può definire

H(t, s) := sγ(t) + (1− s)x0
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che è un’omotopia tra γ e la curva costante γ0(t) = x0.
In questo modo si può vedere che Ω = RN oppure Ω = B(x0, R) sono semplicemente
connessi.

Viceversa l’esempio considerato in precedenza mostra che R2\{0} non è semplicemente
connesso in quanto si è trovato un campo irrotazionale in R2 che non è consevativo.

Dimostrazione del teorema (6.2.8) nel caso di Ω stellato. Supponiamo che Ω sia stellato
rispetto a un suo punto x0. Per semplicità supponiamo che x0 = 0. Se x ∈ Ω indichiamo
con sx il segmento tra 0 e x, cioè la curva sx(t) = tx, definita per t ∈ [0, 1]; si ha s′x(t) = x.

Sia f⃗ irrotazionale su Ω e definiamo

F (x) :=

∫
sx

f⃗ · ds⃗ =
∫ 1

0

f⃗(tx) · x dt.

Dico che l’integrando h(t, x) := f⃗(tx) ·x verifica le ipotesi del teorema teorema (4.4.3) per

poter derivare sotto il segno di integrale. Infatti h(t,x) e
∂h

∂xi
(t,x) = t

∂f⃗

∂xi
(tx)·x+f⃗(tx)·êi

sono continue in (t,x) e dunque, se x0 ∈ Ω e R > 0 è tale che B(x0, R) ⊂ Ω si ha:

|h(t,x)| ≤ C,

∣∣∣∣ ∂h∂xi (t,x)
∣∣∣∣ ≤ C ∀t ∈ [0, 1] ∀x ∈ B(x0, R)

per un’oppportuna costante C (si usa Weierstrass); si noti che la costante C è una funzione
integrabile su [0, 1]. Applicando il teorema (4.4.3) otteniamo:

∂F

∂xi
(x0) =

∫ 1

0

∂h

∂xi
(t,x0) dt =

∫ 1

0

(
t
∂f(tx0)

∂xi
· x+ f⃗(tx0) · êi

)
dt =∫ 1

0

(
t

N∑
j=1

∂fj(tx0)

∂xi
xj + fi(tx0)

)
dt =

∫ 1

0

(
t

N∑
j=1

∂fi(tx0)

∂xj
xj + fi(tx0)

)
dt =

∫ 1

0

(t∇fi(tx0) · x0 + fi(tx0)) dt =

∫ 1

0

(
t
d

dt
fi(tx0) + fi(tx0)

)
dt =∫ 1

0

d

dt
(tfi(tx0)) dt = [tfi(tx0)]

1
0 = fi(x)

(abbiamo usato l’irrotazionalità di f⃗ e integrato per parti). Dunque ∇F = f⃗ , per cui f⃗ è
irrotazionale.

Figura 6.3: un aperto semplicemente connesso e uno non semplicemente connesso



Capitolo 7

Superfici

7.1 Superfici parametriche

7.1.1 Definizione. Chiameremo superficie parametrica un’applicazione Γ : Ω → R3 con
le seguenti proprietà:

1. Ω ⊂ R2 è un aperto limitato, Ω è regolare a tratti (vedi (3.7.4));

2. Γ continua su Ω ed è di classe C1 in Ω;

3. Γ è iniettiva;

4. per ogni punto (u0, v0) di Ω i due vettori
∂Γ

∂u
(u0, v0) e

∂Γ

∂v
(u0, v0) sono linearmente

indipendenti.

Notiamo che la condizione (4) si può dire in maniera equivalente:

∂Γ

∂u
(u0, v0)⊗

∂Γ

∂v
(u0, v0) ̸= 0 ∀(u0, v0) ∈ Ω.

Chiameremo sostegno della superficie Γ l’insieme

S = S(Γ) := Γ(Ω) =
{
(x, y, z) : (∃(u, v) ∈ Ω :Γ(u, v) = (x, y, z))

}
.

Questa definizione è analoga a quella fatta per le curve – dunque non basta l’insieme S per
definire la superficie ma serve anche la su “parametrizzazione” Γ che lo descrive. Vedremo
però nel seguito che “tutte le nozioni che ci interessano” sono indipendenti da Γ (se una
Γ esiste) anche se abbiamo bisogno di Γ per introdurle.

Chiamiamo bordo della superficie l’insieme:

Σ(S) (= Σ(Γ)) := Γ(∂Ω) = {(x, y, z) : (∃(u, v) ∈ ∂Ω :Γ(u, v) = (x, y, z))} .

Vedremo poi che Σ(S) non dipende da Γ. Se P0 ∈ S \ Σ(S) consideriamo il vettore:

N⃗(P0) = N⃗Γ(P0) :=
∂Γ

∂u
(u0, v0)⊗

∂Γ

∂v
(u0, v0) dove P0 = Γ(u0, v0)

che viene chiamato la normale a S in P0. Chiaramente N⃗(P0) dipende da Γ e non dalla

sola S. Notiamo che N⃗(P0) ̸= 0 per ogni P0 ∈ S \ Σ(S), a causa della proprietà (4).
Questo permette di definire il versore normale

N̂(P0) = N̂Γ(P0) :=
N⃗Γ(P0)

∥N⃗Γ(P0)∥

159
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(spesso indicato co n ν̂(P0) = ν̂Γ(P0)). Anche questo versore dipende da Γ (anche se,
come vedremo, ci sono sostanzialmene solo due possibilità).

Dato P0 = Γ(u0, v0) in S \Σ(S), chiameremo piano tangente a S in P0 il piano TP0(S)

in R3 generato dai vettori
∂Γ

∂u
(u0, v0) e

∂Γ

∂v
(u0, v0), cioè

TP0(S) := span

(
∂Γ

∂u
(u0, v0),

∂Γ

∂v
(u0, v0)

)
.

Anche TP0(S) non dipende da Γ, come vedremo a breve, anche se
∂Γ

∂u
(u0, v0) e

∂Γ

∂v
(u0, v0)

ci dipendono. Definiamo inoltre la retta normale a S in P0 ponendo:

NP0(S) :=
{
tN⃗(P0) : t ∈ R

}
.

È chiaro che TP0(S) e NP0(S) sono due spazi ortogonali la cui somma coincide con R3.

Nel seguito Ω e Ω1 saranno sempre degli aperti limitati e regolari a tratti.

7.1.2 Osservazione. Il bordo della superficie S è diverso dal bordo topologico (o fron-
tiera) di S. È facile trovare degli esempi in cui il sostegno S della superficie è un insieme
con parte interna vuota ed è dunque tutto frontiera: ∂S = S, mentre Σ(S) ̸= S.

7.1.3 Esempio. Consideriamo Ω := {(x, y) : |x| < 1, |y| < 1} (il quadrato ]−1, 1[×]−1, 1[)
e Γ : Ω→ R3 definita da Γ(u, v) := (u, v, u2 − v2) (per |u| ≤ 1, |v| ≤ 1). Allora Γ è C1(Ω)
(che implica continua su Ω e C1(Ω)). Inoltre dato (u, v) ∈ Ω e posto P0 = Γ(u, v), si ha:

∂Γ

∂u
(u, v) =

 1
0
2u

 ,
∂Γ

∂u
(u, v) =

 0
1
−2v

⇒ N⃗(P0) :=
∂Γ

∂u
(u, v)⊗ ∂Γ

∂v
(u, v) =

−2u2v
1

 .

È chiaro che il vettore normale N⃗(Γ(u, v)) è sempre diverso da zero, anzi si ha:

∥N⃗(P0)∥ =
√
1 + 4u2 + 4v2

e quindi abbiamo definito una superficie parametrica. Il sostegno S è dato da:

S =
{
(x, y, z) : (x, y) ∈ Ω, z = x2 − y2

}
=
{
(x, y, z) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1, z = x2 − y2

}
,

mentre il bordo è
Σ(S) =

{
(x, y, z) : (x, y) ∈ ∂Ω, z = x2 − y2

}
ed è quindi fatto di quattro pezzi (in corrispondenza di lati del quadrato)

Σ(S) =
{
(x,−1, x2) : |x| ≤ 1

}
∪
{
(x, 1, x2) : |x| ≤ 1

}
∪

∪
{
(x− 1, y,−y2) : |y| ≤ 1

}
∪
{
(1, y,−y2) : |y| ≤ 1

}
.
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7.1.4 Esempio. Consideriamo Ω := {u2 + v2 < 1} di modo che Ω = {u2 + v2 ≤ 1} e
∂Ω := {u2 + v2 = 1}. Se (u, v) ∈ Ω poniamo Γ(u, v) := (u, v,

√
1− u2 − v2). Si vede che

Γ è continua su Ω, Γ ammette derivate parziali su Ω è si ha:

∂Γ

∂u
(u, v) =

 1
0
−u√

1− u2 − v2

 ,
∂Γ

∂u
(u, v) =

 0
1
−v√

1− u2 − v2


che sono continue in Ω e quindi, per il Teorema del Differenziale Totale, Γ ∈ C1(Ω).

La normale in P0 = Γ(u, v) è:

N⃗(P0) :=
∂Γ

∂u
(u, v)⊗ ∂Γ

∂v
(u, v) =


u√

1− u2 − v2
u√

1− u2 − v2
1

 .

che ha norma:

∥N⃗(P0)∥ =

√
1 +

u2

1− u2 − v2
+

v2

1− u2 − v2
=

1√
1− u2 − v2

̸= 0.

dunque Γ individua una superficie parametrica. Il sostegno di Γ è “l’emisfero nord” della
sfera di R3 S := {(x, y, z) :x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}, come si verifica facilmente. Il bordo
Σ(S) è l’immagine tramite Γ di ∂Ω:

Σ(S) =
{
(u, v,

√
1− u2 − v2) :u2 + v2 = 1

}
=
{
(x, y, 0) :x2 + y2 = 1

} (
⊂ R3

)
e cioè “l’equatore”.

Negli esempi mostrati sopra la superficie ha come sostegno il grafico di una funzione.

7.1.5 Osservazione. Supponiamo f : Ω → R di classe C0(Ω) e C1(Ω). Se (u, v) ∈ Ω
poniamo Γf (u, v) := (u, v, f(u, v)). La Γf è una superficie il cui sostegno è il grafico di f .
Infatti

∂Γ

∂u
(u, v) =

 1
0
∂f

∂u

 ,
∂Γ

∂u
(u, v) =

 0
1
∂f

∂v


da cui segue:

N⃗(u, v) :=
∂Γ

∂u
(u, v)⊗ ∂Γ

∂v
(u, v) =


−∂Γ
∂u

(u, v)

−∂Γ
∂v

(u, v)

1

 . (7.1)

e quindi:

∥N⃗(u, v)∥ =

√
1 +

(
∂f

∂u

)2

+

(
∂f

∂v

)2

̸= 0. (7.2)

Dunque il grafico di una funzione si può sempre dotare di una parametrizzazione che lo
rende (sostegno di ) una superficie parametrica.
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7.1.6 Esempio. Consideriamo Ω :=]0, 2π[×]0, π[ e se θ, ψ) ∈ Ω poniamo Γ(θ, ψ) :=
(cos(θ) sin(ψ), sin(θ) sin(ψ), cos(ψ). È abbastanza facile verificare che

S := Γ(Ω) =
{
(x, y, z) :x2 + y2 ∗ z2 = 1

}
(la sfera unitaria). È chiaro anche che Γ ∈ C0)(Ω) ∩ C(Ω) e che:

∂Γ

∂θ
(θ, ψ) =

− sin(θ) sin(ψ)
cos(θ) sin(ψ)

0

 ,
∂Γ

∂ψ
(θ, ψ) =

cos(θ) cos(ψ)
sin(θ) cos(ψ)
− sin(ψ)

 ,

da cui:

N⃗(θ, ψ) :=
∂Γ

∂θ
(θ, ψ)⊗ ∂Γ

∂ψ
(θ, ψ) =

− sin(θ) sin2(ψ)
− cos(θ) sin2(ψ)
− sin(ψ) cos(ψ)

 = − sin(ψ)

sin(θ) sin(ψ)
cos(θ) sin(ψ)

cos(ψ)

 .

da cui (nota che sin(ψ) ≥ 0 se ψ ∈ [0, π]) :

∥N⃗(θ, ψ)∥ = sin(ψ)
√
sin2(θ) sin2(ψ) + cos2(θ) sin2(ψ) + cos2(ψ) = sin(ψ).

Questi calcoli mostrano che N⃗(θ, ψ) = 0 quando ψ = 0 oppure ψ = π (ai poli). Dunque
Γ non verifica tutte le ipotesi per essere una superficie parametrica. C’è anche un altro
problema e cioè che Γ non è iniettiva su Ω = [0, 2π]× [0, π]. Infatti il polo nord (0, 0, 1)
corrispondono a Γ(θ, 0) per ogni θ ∈ [0, 2π] (analogo problema per il polo sud) e i punti
del “meridiano fondamentale”, cioè i punti (x, 0, z) (con x2+z2 = 1) sono immagine sia di
(0, ψ) (per l’oppurtuna latitudine ψ) sia di (2π, ψ). Se guardiamo Σ(S) = Γ(∂Ω) troviamo
che i “lati orizzontali” di Ω, cioè L1 := [0, 2π]×{0} e L3 := [0, 2π]×{π} vengono mandati
rispettivamente nel polo nord (0, 0, 1) e nel polo sud (0, 0,−1) mentre entrambi i “lati
verticali” vengono mandati nel meridiano fondamentale:

Γ(∂Ω) =
{
(x, y, z) : y = 0, x2 + y2 = 1

}
.

È abbastanza intuitivo che la sfera non dovrebbe avere bordo e che il meridiano che si
ritrova è un “accidente” dovuto alla parametrizzazione difettosa. Se si guarda attenta-
mente il comportamento di Γ su ∂Ω si nota peraltro che (1) quando il parametro (θ, ψ)
percorre il lato L1 γ(θ, ψ) percorre il meridiano partendo dal polo nord e arrivando al polo
sud; (2) quando il parametro (θ, ψ) percorre il lato L2 γ(θ, ψ) rimane ferma al polo sud;
(3) quando il parametro (θ, ψ) percorre il lato L3 γ(θ, ψ) ripercorre il meridiano partendo
dal polo sud e arrivando al polo nord; (4) quando il parametro (θ, ψ) percorre il lato L4

γ(θ, ψ) rimane ferma al polo nord. Dunque il meridiano viene percorso prima in un verso
e poi nel verso opposto: questo dovrebbe comportare una “cancellazione del meridiano”
dal bordo di S e dunque ad avere Σ(S) = ∅. Questa idea verrà precisata nel seguito.
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Se prendiamo Ω1 aperto tale che Ω1 ⊂ [0, 2π[×]0, π[, per esempio Ω1 :=]0, θ0[×]ψ0, ψ1[
con 0 < θ0 < 2π e 0 < ψ0 < ψ1 < π allora la restrizione di Γ a Ω1 ha come immagine un
sottoinsieme S1 della sfera che stavolta ha una struttura di suoperficie.

7.1.7 Lemma. Se A è una matrice 3 × 2 e v⃗1 := A1, v⃗2 := A2 sono le sue colonne, che
sono due vettori in R3, poniamo ν(A) := v⃗1 ⊗ v⃗2. Allora per ogni matrice 2 × 2 B si ha
ν(AB) = det(B)ν(A).

Dimostrazione. Se A = (v⃗1, v⃗2) e B =

(
a b
c d

)
allora:

AB = (av⃗1 + cv⃗2, bv⃗1 + dv⃗2)⇒ ν(AB) = (av⃗1 + cv⃗2)⊗ (bv⃗1 + dv⃗2) =

abv⃗1 ⊗ v⃗1 + adv⃗1 ⊗ v⃗2 + cbv⃗2 ⊗ v⃗1 + cdv⃗2 ⊗ v⃗2 = (ad− bc)v⃗1 ⊗ v⃗2 = det(B)ν(A).

7.1.8 Teorema. Siano Γ : Ω → R2 e Γ1 : Ω1 → R2 due superfici parametriche aventi
lo stesso sostegno S := Γ(Ω) = Γ1(Ω1). Definiamo Φ : Ω → Ω1 ponendo Φ := Γ−1

1 ◦ Γ.
Notiamo che Φ è bigettiva e Φ−1 := Γ−1 ◦ Γ1. Allora si ha:

1. Φ è continua su Ω ed è C1(Ω); analogamente Φ−1 è continua su Ω1 ed è C1(Ω1);

2. Φ(Ω) = Ω1 e quindi Φ(∂Ω) = ∂Ω1; questo implica che Γ(∂Ω) = Γ1(∂Ω1) e quindi le
due possibili definizioni di Σ(S) ottenute mediante Γ e Γ1 coincidono;

3. se P0 ∈ S \ Σ(S) il piano tangente TP0(S) ottenuto mediante Γ e quello ottenuto
mediante Γ1 coincidono; ne segue l’eguaglianza delle rette normali:{

P0 + tN⃗Γ(P0) : t ∈ R
}
=
{
P0 + tN⃗Γ1(P0) : t ∈ R

}
(anche se N⃗Γ(P0) in generale è diverso da N⃗Γ1(P0)).

Dimostrazione. (*) Dato che Ω1 è chiuso e limitato, allora Γ−1
1 : S → Ω1 è continua

(vedi (1.5.14)). Analogamente Γ−1 : S → Ω è continua e quindi sia Φ che Φ−1 sono
continue. Dalla continuità di Φ e dal Teorema di Invarianza del Dominio (un teorema
molto profondo la cui dimostrazione è fuori dalla nostra portata) si ricava che Φ(Ω) = Ω1

( è vitale che la dimensione in partenza e in arrivo siano le stesse).
Conveniamo di indicare con u i punti di Ω ( dunque u = (u1, u2) invece di (u, v)) e

con v i punti di Ω1. Fissiamo u0 in Ω e poniamo P0 = Γ(u0). Per ipotesi esiste unico
v0 ∈ Ω1 con P0 = Γ1(v0); dato che Φ(Ω) = Ω1 abbiamo v0 ∈ Ω1.

Indichiamo con TP0(Γ) il sottospazio di R3 generato da
∂Γ

∂u1
(u0) e

∂Γ

∂u2
(u0).

Introduciamo alcune abbreviazioni:

U⃗1 :=
∂Γ

∂u1
(u0), U⃗2 :=

∂Γ

∂u2
(u0), N⃗ := N⃗Γ(P0) = U⃗1 ⊗ U⃗2, J := JΓ(u0) =

(
U⃗1, U⃗2

)
,
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e poniamo T0 := span(U⃗1, U⃗2) cioè è lo spazio tangente a S in P0 definito mediante Γ.

Notiamo che, se u⃗ =

(
u1
u2

)
, si ha J u⃗ = u1U⃗1 + u2U⃗2 e quindi J u⃗ ∈ T0 per ogni u⃗ ∈ R2.

Consideriamo anche la proiezione ortogonale π da R3 su T0 che è definita da:

π(u⃗) := u⃗− u⃗ · N⃗
∥N⃗∥2

N⃗ ∀u⃗ ∈ R3.

Per quanto appena visto si ha:

π(J u⃗) = Ju⃗ ∀u⃗ ∈ R2. (7.3)

Cominciamo con il dimostrare che:

lim
P→P0,P∈S

∥P − π(P )∥
∥P − P0∥

= lim
P→P0,P∈S

∥P − π(P )∥
∥π(P )− P0∥

= 0. (7.4)

Per questo usiamo il fatto che, se u ∈ Ω, si ha:

Γ(u) = Γ(u0)︸ ︷︷ ︸
=P0

+J(u− u0) + r(u)

con r(u) = o(∥u− u0∥). Dato che π è lineare e π(P0) = P0 ne segue:

π(Γ(u)) = P0 + π (J(u− u0)) + π(r(u)) = P0 + J(u− u0) + π(r(u)

per la (7.3). Usando il cambio di variabile P = Γ(u) (e la continuità di Γ−1) abbiamo:

lim
P→P0,P∈S

∥P − π(P )∥
∥P − P0∥

= lim
u→u0

∥Γ(u)− π(Γ(u))∥
∥Γ(u)− P0∥

= lim
u→u0

∥r(u)− π(r(u))∥
∥J(u− u0) + r(u))∥

=

lim
u→u0

o(∥u− u0∥)

∥u− u0∥
∥∥∥∥J ( u− u0

∥u− u0∥

)
+

r(u)

∥u− u0∥

∥∥∥∥ = lim
u→u0

o(∥u− u0∥)
∥u− u0∥O(∥u− u0∥)

= 0.

Abbiamo dimostrato la prima delle (7.4); la seconda si fa in modo simile.
Dimostriamo ora che:

V⃗1 :=
∂Γ1

∂v1
(v0) ∈ T0, V⃗2 :=

∂Γ2

∂v2
(v0) ∈ T0 (7.5)

Notiamo che se questo è vero, allora essendo V⃗1 e V⃗2 linearmente indipendenti, allora
span(V⃗1, V⃗2) = T0: lo spazio tangente a S in P0 definito mediante Γ1 coincide con quello

definito mediante Γ. Per dimostralo indichiamo J1 := JΓ1(v0) =
(
V⃗1, V⃗2

)
e prendiamo

v⃗ ∈ R2 e h ∈ R, h ̸= 0. Si ha:

Γ1(v0 + hv⃗)− P0

h
=
J1(hv⃗0) + o(h)

h
= J1v⃗ + o(1).

Supponiamo v⃗ ̸= 0. Dato che Γ1(v0 + hv⃗) ∈ S e Γ1(v0 + hv⃗)
h→0−−→ P0, da (7.4) abbiamo:

0 = lim
h→0

∥Γ1(v0 + hv⃗))− π(Γ1(v0 + hv⃗))∥
∥Γ1(v0 + hv⃗)− P0∥

=

lim
h→0

∥∥∥∥Γ1(v0 + hv⃗)− P0

h
− π

(
Γ1(v0 + hv⃗))− P0

h

)∥∥∥∥∥∥∥∥Γ1(v0 + hv⃗)− P0

h

∥∥∥∥−1

=

lim
h→0

∥J1v⃗ + o(1)− π (J1v⃗ + o(1))∥
∥J1v⃗ + o(1)∥

=
∥J1v⃗ − π (J1v⃗)∥

∥J1v⃗∥
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(per ipotesi J1v⃗ ̸= 0). Ne segue J1v⃗ = π(J1v⃗), dunque J1v⃗ ∈ TP0 per ogni v⃗ ∈ R2 \ {0}.
Usando v⃗ = ê1 e v⃗ = ê2 si ottengono le (7.5).

Dimostriamo finalmente la differenziabilitità di Φ in u0. Per quanto appena visto
devono esistere a, b, c, d ∈ R tali che:

V⃗1 = aU⃗1 + bU⃗2, V⃗2 = cU⃗1 + dU⃗2,

Se poniamo A :=

(
a b
c d

)
la relazione sopra si può scrivere J1 = J A. Inoltre A è invertibile

dato che 0 ̸= V⃗1⊗ V⃗2 = det(A)(U⃗1⊗ U⃗2) (per (7.1.7)); in particolare J = J1A
−1. Se u ∈ Ω

poniamo ∆(u) := Φ(u)− Φ(u0)− A−1(u− u0).
Per la differenziabilità di Γ in u0 e di Γ1 in v0:

Γ1(Φ(u)) = P0 + J1(Φ(u)− Φ(u0)) + o(1)∥Φ(u)− Φ(u0)∥
⇕

Γ(u) = P0 + J1(Φ(u)− Φ(u0)) + o(1)∥Φ(u)− Φ(u0)∥
⇕

J(u− u0) + o(1)∥u− u0∥ = J1(Φ(u)− Φ(u0)) + o(1)∥Φ(u)− Φ(u0)∥
⇕

J1A
−1(u− u0) + o(1)∥u− u0∥ = J1(Φ(u)− Φ(u0)) + o(1)∥Φ(u)− Φ(u0)∥

⇕
J1(∆(u)) = o(1)∥u− u0∥+ o(1)∥Φ(u)− Φ(u0)∥

Si ha:

∥Φ(u)− Φ(u0)∥ = ∥∆(u) + A−1(u− u0))∥ ≤ ∥∆(u)∥+ ∥A−1∥∥u− u0∥

e dato che J1 : R2 → R3 è iniettiva abbiamo anche:

∥J1v⃗∥ ≥ ν∥v⃗∥ ∀v⃗ ∈ R2

dove ν := min
{∥v∥=1}

∥J1v⃗∥ > 0. Allora ricaviamo:

ν∥∆(u)∥ ≤ o(1)∥u− u0∥+ o(1)∥∆(u)∥

e quindi, per u vicino a u0, abbiamo:

∥∆(u)∥ ≤ 1

ν − o(1)
∥u− u0∥ = o(1)∥u− u0∥

che ci dice che Φ è differenziabile in u0 e JΦ(u0) = A−1. Analogamente si tratta Φ−1.

7.1.9 Osservazione. Chiamiamo diffeomorfismo tra Ω e Ω1 una mappa Φ : Ω → Ω1 tale
che Φ sia bigettiva, Φ ∈ C0(Ω), Φ ∈ C1(Ω), Φ−1 ∈ C(Ω1) e Φ−1 ∈ C1(Ω1).

Il teorema precedente dice che se Γ : Ω→ R3 e Γ : Ω1 → R3 hanno lo stesso sostegno,
esiste una diffeomorfismo Φ tra Ω e Ω1 tale che Γ = Γ1 ◦ Φ. Esprimiamo questo fatto
dicendo che Γ è una riparametrizzata di Γ1 e che Φ è una riparametrizzazione per Γ1.
Ovviamente si possono scambiare i ruoli e dire che Φ−1 è una riparametrizzazione per Γ.

7.1.10 Definizione. Dato un insieme chiuso S in R3 diciamo, per estensione, che S è una
superficie parametrica se esiste una superficie parametrica Γ : Ω → R3, nel senso della
definizione iniziale, tale che S(Γ) = S.
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Si deduce dal teorema precedente che per una tale S è ben definito il bordo Σ(S) e
nei punti P ∈ S \ Σ(S) sono definiti lo spazio tangente TP (S) e la retta normale NP (S).
Invece non è definito il vettore normale dato che non c’è un criterio preferenziale per
scegliere il “verso” sulla retta normale: è arbitrario decidere quali siano “il sopra” e “il
sotto” della superficie S.

7.1.11 Osservazione. Abbiamo dato due definizioni di “superficie parametrica” creando
una possibile ambiguità. Il contesto dovrebbe essere in grado di farci capire di cosa stiamo
parlando quanto incontriamo questo termine.

7.2 Superfici parametriche orientate

7.2.1 Lemma. Sia Φ : Ω → Ω1 un diffeomorfismo e supponiamo che Ω sia connesso.
Allora si ha:

1. Ω1 è connesso.

2. Il segno di det(JΦ(u)) è costante al variare di u ∈ Ω, dunque vale una delle due:

(a) det(JΦ(u)) > 0 ∀u ∈ Ω oppure (b) det(JΦ(u)) < 0 ∀u ∈ Ω.

3. Siano γi : [ai, bi], i = 1, . . . , k delle curve chiuse e regolari che descrivono ∂Ω
coerentemente con Ω, come detto in (3.7.6), e γ1,i : [a1,i, b1,i], i = 1, . . . , k1 delle
analoghe curve chiuse e regolari che descrivono ∂Ω1 coerentemente con Ω1. Allora
k = k1 e definite γ̂i : [ai, bi], i = 1, . . . , k ponendo γ̂i := Φ◦γi si ha che le γ̂i sono a
valori in ∂Ω1 e, a meno di riordinare gli indici, γ̂i([ai, bi]) = γ1,i([a1,i, b1,i]). Inoltre:

• γ̂ ′
i(t) e γ ′

1,i(t) sono concordi per ogni t se det(JΦ) > 0 in Ω;

• γ̂ ′
i(t) e γ ′

1,i(t) sono discordi per ogni t se det(JΦ) < 0 in Ω;

Idea di dimostrazione. Il fatto che Ω1 sia connesso è conseguenza della continuità di Φ: se
P1, Q1 ∈ Ω1 allora esistono P,Q ∈ Ω tali che Γ(P ) = P1 e Γ(Q) = Q1. Per la connessione
di Ω posso congiungere P a Q mediante una curva γ : [a, b]→ Ω. Posto γ̃ := Γ ◦ γ si ha
che γ̃ è una curva in Ω1 che congiunge P1 a Q1.

Essendo Φ ∈ C1(Ω) la funzione u 7→ det(JΦ(u)) è continua in Ω e non si annulla mai
perché 1 = det(I) = det(JΦ◦Φ−1) = det(JΦ JΦ−1) = det(JΦ) det(JΦ−1). Per il Teorema
degli Zeri (3.1.27) si ha la tesi.

Omettiamo la dimostrazione, un po’ complicata, della terza proprietà.

7.2.2 Proposizione. Supponiamo che Γ : Ω → R3 e Γ1 : Ω1 → R3 siano due superfici
parametriche aventi lo stesso sostegno S. Supponiamo inoltre che Ω e Ω1 siano connessi.
Ci sono allora due possibilità:

• N̂Γ(P ) = N̂Γ1(P ) per ogni P ∈ S \ Σ(S);

• N̂Γ(P ) = −N̂Γ1(P ) per ogni P ∈ S \ Σ(S);

Dimostrazione. Per il teorema (7.1.8) si ha Γ = Γ1 ◦ Φ con Φ : Ω → Ω1 diffeomorfismo.
Inoltre JΓ(u) = JΓ1(Φ(u)) JΦ(u) per ogni u ∈ Ω. Sia P un generico punto di S \ Σ(S) e
siano u ∈ Ω tale che P = Γ(u) = Γ1(v) dove v = Φ(u).

Per la definizione del vettore normale e per il lemma (3.5.1) si ha:

N⃗Γ(P ) = ν(JΓ(u)) = ν(JΓ1(v) JΦ(u)) = det(JΦ(u))ν(JΓ1(v)) = det(JΦ(u))N⃗Γ1(P )).
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Ne segue ∥N⃗Γ(P )∥ = | det(JΦ(u))|∥N⃗Γ1(P ))∥. Allora:

N̂Γ(P ) =
N⃗Γ(P )

∥N⃗Γ(P )∥
=

det(JΦ(u))N⃗Γ1(P )

| det(JΦ(u))|∥N⃗Γ1(P )∥
= segno(det(JΦ(u)))N̂Γ1(P ).

Per (7.2.1) segno(det(JΦ(u))) è costantemente 1 o −1, dunque vale la tesi.

7.2.3 Definizione. Chiameremo superficie parametrica orientata una coppia (S, ν̂) dove
S è un sottoinsieme chiuso di R3 e ν̂ : S → R3 è un campo di vettori tali che esiste una
superficie parametrica Γ : Ω → R3 con S = S(Γ) e ν̂(P ) = N̂Γ(P ) per ogni P ∈ Ω.
Dunque, in particolare ν̂ è continua e ∥ν̂(P )∥ = 1 per ogni P ∈ S. Diremo che S è il
sostegno della superficie orientata (S, ν̂) e che ν̂ è un’orientazione su S.

7.2.4 Osservazione. Fuori dal formalismo dare una orientazione su una superficie S si-
gnifica scegliere un campo di versori normali che varia con continuità sulla superficie.
Vedremo che nel caso generale questo non è sempre possibile, ma nel caso delle superfici
parametriche che stiamo per ora considerando la costruzione si può sempre fare (come
indicato sopra).

Se la superficie S è connessa (cioè se S = Γ(Ω) con Ω connesso) ci sono solo due
possibili orientazioni su S: se (S, ν̂) e (S, ν̂1) sono due superfici orientate aventi lo stesso
sostegno S, allora o ν̂(P ) = ν̂1(P ) oppure ν̂(P ) = −ν̂1(P ) per ogni P ∈ S. Infatti dalla
definizione devono esistere Γ : Ω→ R3 e Γ1 : Ω1 → R3 con S = S(Γ) = S(Γ1) e ν̂ = N̂Γ,
ν̂ = N̂Γ1 . Per la proposizione (7.2.2) si ricava quanto detto sopra.

Vediamo ora come la scelta di un’orientazione sia legata alla scelta di un “verso di
percorrenza” del bordo.

7.2.5 Lemma. Siano γ : [a, b] → RN e γ1 : [a1, b1] → RN due curve continue aventi lo
stesso sostegno: Σ := γ([a, b]) = γ1([a1, b1]). Supponiamo inoltre che γ sia iniettiva su
]a, b[ e che γ1 sia iniettiva su ]a1, b1[ e che γ(a) = γ(b) = γ1(a1) = γ1(b1) =: x0 – dunque
γ e γ1 sono chiuse. Allora è ben definita φ := γ−1

1 ◦ γ da ]a, b[ a valori in ]a1, b1[ perché:

t ∈]a, b[⇒ γ(t) ∈ Σ \ {x0} ⇒ γ(t) ∈ γ1(]a1, b1[)⇒ ∃γ−1
1 (γ(t)),

Inoltre φ è continua, strettamente monotona e vale una tra le due condizioni:

lim
t→a+

φ(t) = a1, lim
t→b−

φ(t) = b1, lim
t→a+

φ(t) = b1, lim
t→b−

φ(t) = a1.

Dimostrazione. (*) Fissiamo ε > 0 e consideriamo Σε := γ([a + ε, b − ε]). Dato che γ
è continua e [a + ε, b − ε] è chiuso e limitato si ha che Σε è chiuso e limitato (vedi la
(1.5.12)). Dato che γ1 è continua l’insieme Jε := γ−1

1 (Σε) è chiuso (vedi ??) ed è anche
limitato perché Jε ⊂]a1, b1[. Allora γ−1

1 : Sε →]a1, b1[ è continua (vedi la (1.5.14)) e allora
φ :]a + ε, b − ε[→]a1, b1[ è continua e iniettiva. Per le proprietà delle funzioni continue
sull’intervallo la φ è strettamente monotona su [a + ε, b − ε] e la sua immagine Jε è un
intervallo chiuso: Jε = [a1,ε, b1,ε] ⊂]a1, b1[. Inoltre vale una delle due: φ(a + ε) = a1,ε e
φ(b− ε) = b1,ε oppure φ(a + ε) = b1,ε e φ(b− ε) = a1,ε. Dato che ε > 0 è arbitrario la φ
è continua e strettamente monotona su ]a, b[. Per la monotonia esistono α := lim

t→a+
φ(t) e

β := lim
t→b−

φ(t) tra loro distinti (α < β se φ è strettamente crescente oppure α > β se φ è

strettamente decrescente). Per la continuità di γ e γ1:

x0 = lim
t→a+

γ(t) = lim
t→a−

γ1(γ
−1
1 (γ(t)))) = lim

t→a+
γ1(φ(t)) = γ1(α)

e analogamente x0 = γ1(β). Ma allora α e β sono uno dei due valori a1 e b1 (che sono gli
unici per cui γ1 vale x0) ed essendo α ̸= β ne segue la tesi.
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7.2.6 Definizione. Siano γ : [a, b] → RN e γ1 : [a1, b1] → RN due curve chiuse continue
aventi lo stesso sostegno e supponiamo che:

γ(a) = γ(b) = γ1(a1) = γ1(b1), γ iniettiva su ]a, b[, γ1 iniettiva su ]a1, b1[.

Allora diciamo che γ e γ1 hanno lo stesso verso se γ−1
1 ◦γ è strettamente crescente mentre

diciamo che γ e γ1 hanno verso opposto se γ−1
1 ◦ γ è strettamente decrescente. Questa

definizione è possibile in virtù della precedente proposizione (7.2.5).

7.2.7 Osservazione. È facile vedere che nel caso di γ e γ1 curve regolari, si ha che le curve
hanno lo stesso verso se e solo se i vettori tangenti γ ′(t) e γ ′

1(t1) sono concordi per ogni
coppia t ∈ [a, b] e t1 ∈ [a1, b1] tali che γ(t) = γ1(t1).

7.2.8 Definizione. Sia Γ : Ω → R3 una superficie parametrica. A causa della proposi-
zione (3.7.6) la frontiera di Ω è descritta come ∂Ω = γ1([a1, b1]) ∪ · · · ∪ γk([ak, bk]) dove
le k curve γi : [ai, bi] → R2 sono chiuse, regolari, iniettive tranne agli estremi, non si
intersecano tra loro e hanno verso coerente con Ω.

Se definiamo γ̃i := Γ◦γi abbiamo che γ̃i : [ai, bi]→ R3 sono chiuse, continue, iniettive
tranne agli estremi, non si intersecano tra loro e si ha Σ(S) = γ̃1([a1, b1])∪· · ·∪ γ̃k([ak, bk])
(non possiamo dire che le γ̃i sono regolari perché non ipotizziamo che la Γ sia C1(Ω) ).

Diremo che le k curve γ̃i cos̀ı costruite individuano un verso per il bordo Σ(S) di S,

coerente con Γ (o con la normale N⃗Γ).
Supponiamo che Γ : Ω̄ → R3 e Γ1 : Ω̄1 → R3 siano due parametrizzazioni per S e sia

x un punto del bordo Σ(S). Da quanto detto fino ad ora è chiaro che esistono due curve
chiuse γ : [a, b]→ R3 e γ1 : [a1, b1]→ R3, con γ([a, b]) ⊂ ∂Ω e γ1([a1, b1]) ⊂ ∂Ω1 e con

x ∈ Γ(γ([a, b])) = Γ1(γ1([a1, b1]))

(γ è una delle curve che descrivono ∂Ω, γ1 è una delle curve che descrivono ∂Ω1. Diremo
che Γ e Γ1 inducono lo stesso verso in x se le due curve γ̃ := Γ ◦ γ e γ̃1 := Γ1 ◦ γ1 hanno
lo stesso verso. Diremo che Γ e Γ1 inducono verso opposto in x se γ̃ e γ̃1 hanno verso
opposto.

7.2.9 Osservazione. In realtà le curve γ̃i non sono univocamente determinate perché non
lo sono le γi con cui si descrive ∂Ω. Si può però vedere che, ai fini di quanto dimostrremo
poi, una qualunque scelta delle γi va bene.

Intutivamente il fatto che γ̃i abbia verso coerente con S significa che un omino che
percorre il bordo Σ(S) con le legge γ̃(t) e con la testa rivolta nella direzione della normale,
avrà sempre S alla sua sinistra.

7.2.10 Proposizione.

Siano Γ : Ω→ R3 e Γ1 : Ω1 → R3 due superfici parametriche aventi lo stesso sostegno
S = S(Γ) = S(Γ1). Supponiamo Ω (e dunque Ω1) connesso. Siano γ̃i : [ai, b1] → Σ(S),
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i = 1, . . . , k, delle curve che descrivono il bordo Σ(S) costruite mediante Γ, come nella
definizione (7.2.8) e siano γ̃1,i : [a1,i, b1,i] → Σ(S), i = 1, . . . , k1, delle analoghe curve che
descrivono il bordo Σ(S) costruite mediante Γ1.

Allora k = k1 e possiamo supporre, a meno di riordinare gli indici che Σi(S) :=
γ̃([ai, bi]) = γ̃1,i([a1,i, b1,i]): Σ(S) si scompone in k componenti Σi(S), ognuna sostegno di
una curva chiusa. Inoltre per ogni i = 1, . . . , k si ha:

• γ̃i ha lo stesso verso di γ̃1,i se le normali N⃗Γ e N⃗Γ1 sono concordi su S;

• γ̃i ha verso opposto a γ̃1,i se le normali N⃗Γ e N⃗Γ1 sono discordi su S.

Idea di Dimostrazione. Sappiamo che esiste un diffeomorfismo Φ : Ω → Ω1 tale che Γ =
Γ1 ◦ Φ. Per la (1) del lemma (7.2.1) sono possibili due casi:

(a) det(JΦ(u)) > 0 ∀u ∈ Ω oppure (b) det(JΦ(u)) < 0 ∀u ∈ Ω.

e per la proposizione (7.2.2) vale (a) (vale (b)) se e solo se le normali unitarie N̂Γ e N̂Γ1

sono uguali (sono opposte). Per definizione sappiamo che γ̃i = Γ ◦ γi e γ̃1,i = Γ1 ◦ γ1,i

dove le γi : [ai, bi] → ∂Ω descrivono ∂Ω coerentemente con Ω, come detto in (3.7.6), e
analogamente le γ1 : [a1,i, b1,i] → ∂Ω1 descrivono ∂Ω1 coerentemente con Ω1. Per la (3)
del lemma (7.2.1) si ha k = k1 e posto γ̂i := Φ◦γi le curve γ̂i sono concordi con le γ1,i nel
caso (a) e sono discordi nel caso (b). Se ne deduce che che γ̃1,i = Γ1 ◦ γ1,i sono concordi
(discordi) con Γ1 ◦ γ̂i nel caso (a) (nel caso (b)). D’altra parte si ha

γ̃i = Γ ◦ γi = Γ1 ◦ Φγi = Γ1 ◦ γ̂i

da cui segue la conclusione.

7.2.11 Osservazione. Se consideriamo una superficie parametrica orientata (S, ν̂) abbiamo
automaticamente assegnato un verso a Σ(S) scegliendo il verso indotto da una qualunque
Γ : Ω → S per cui N̂Γ = ν̂. Per la proposizione precedente si ha infatti che ogni altra
Γ1 : Ω1 → S per cui N̂Γ1 = ν̂ induce lo stesso verso su Σ(S) (cioè le curve che descrivono
Σ(S) ottenute da Γ hanno lo stesso verso di quelle ottenute da Γ1).

7.3 Integrali di superficie

7.3.1 Definizione. Sia S una superficie parametrica e ia Γ : Ω→ R3 una parametrizza-
zione per S.

Data f : S → [−∞,+∞] diciamo che f è misurabile su S se (f ◦ Γ)∥N⃗Γ∥ è misurabile
in Ω̄. Se f è misurabile e f ≥ 0 definiamo l’integrale superficiale di prima specie di f su
S ponendo: ∫∫

S

f dσ :=

∫∫
Ω

f(Γ(u, v))∥N⃗Γ(u, v)∥ dudv (7.6)

(questo integrale può essere infinito). Se f cambia segno diciamo che f è integrabile su S
se f è misurabile su S e se ∫∫

S

|f | dσ < +∞.

Se f è integrabile su S definiamo l’integrale (superficiale di prima specie) di f su S come:∫∫
S

f dσ :=

∫∫
S

f+ dσ −
∫∫
S

f− dσ
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Si può dimostrare che l’integrale superficiale non dipende dalla parametrizzazione Γ e
quindi dipende solo da S.

Chiamiamo area di S l’integrale (eventualmente +∞) della funzione 1 su S:

A(S) :=

∫∫
Ω

∥N⃗Γ(u, v)∥ dudv.

La seguente proposizione mostra che in effetti l’integrale non dipende dalla parame-
trizzazione.

7.3.2 Proposizione. Sia Γ : Ω → R una superficie parametrica e sia Φ : Ω1 → Ω un
diffeomorfismo. Sia Γ1 : Ω1 → R3 definita da Γi := Γ ◦ Φ. Allora∫∫

Ω

f(Γ(u, v))∥N⃗Γ(u, v)∥ dudv =

∫∫
Ω1

f(Γ1(u1, v1))∥N⃗Γ1(u, v)∥ du1dv1.

Dimostrazione. Se P = Γ(u) = Γ1(u1), con u1 = (u1, v1) ∈ Ω1 e u = (u, v) = Φ(u) ∈ Ω,
usando il lemma (3.5.1), si trova :

N⃗Γ1(P ) = ν(JΓ1(u1)) = ν(JΓ◦Φ(u1)) = ν(JΓ(u) JΦ(u1)) = det(JΦ)(u1)ν(JΓ(Φ(u1))) =

det(JΦ)(u1)ν(JΓ(u)) = det(JΦ(u1))N⃗Γ(P ) ⇒ (usando la sostituzione u = Φ(u1)∫∫
Ω1

f(Γ1(u1))∥N⃗Γ1(u1)∥ du1 =

∫∫
Ω1

f(Γ(Φ(u1)))∥| det(JΦ)(u1)|∥N⃗Γ(Φ(u1))∥ du1 =∫∫
Ω

f(u))∥|N⃗Γ(u)∥ du.

7.3.3 Osservazione. Abbiamo visto che il grafico Gf =
{
(x, y, z) : (x, y) ∈ Ω, z = f(x, y)

}
di una funzione f : Ω → R di classe C1 è sempre una superficie parametrica, usando
Γ(u, v) = (u, v, f(u, v)). Usando i calcoli fatti in (7.1.5) abbiamo:∫∫

Gf

h dσ =

∫∫
Ω

h(x, y, f(x, y))
√
1 + ∥∇f(x, y)∥2 dxdy

dove h è una funzione continua definita su Gf . In particolare l’area di Gf è

A(Gf ) =

∫∫
Ω

√
1 + ∥∇f(x, y)∥2 dxdy.

7.3.4 Esempio. Consideriamo S := {(x, y, z) :x2 + y2 ≤ 1, z = x2 − y2}. È chiaro che
S = Gf è il grafico della funzione z = f(x, y) = x2 − y2 su B := {x2 + y2 ≤ 1} (S è una
porzione di iperboloide). Per quanto detto sopra:

A(S) =

∫∫
B

√
1 + ∥∇f(x, y)∥2 dxdy =

∫∫
B

√
1 + 4x2 + 4y2 dxdy =

2π

∫ 1

0

√
1 + 4ρ2ρ dρ = π

∫ 1

0

√
1 + 4s ds = π

[
2

3

1

4
(1 + 4s)3/2

]1
0

= π

√
5− 1

6
.

Notiamo che se f1(x, y) := x2 + y2 (sempre su B), allora A(Gf1) = A(Gf ) (stessi calcoli).
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7.3.5 Osservazione. In realtà quando si fanno gli integrali si potrebbe ammettere che

la normale
∂Γ

∂u
⊗ ∂Γ

∂v
non esista oppure sia nulla su un sottoinsieme trascurabile di Ω.

Per esempio il cono definito come grafico di f(x, y) =
√
x2 + y2, per (x, y) ∈ B̄ :=

{x2 + y2 ≤ 1} ha area: ∫∫
{x2+y2≤1}

√
1 + ∥∇f∥2 dxdy =

√
2|B̄| =

√
2π

Questo non sarebbe lecito con la definizione di superficie che abbiamo introdotto dato che
f non è differenziabile in (0, 0). Però (0, 0) è un solo punto in B̄ e se (x, y) ̸= (0, 0) si ha

∇f(x, y) = x√
x2 + y2

i⃗+
y√

x2 + y2
j⃗ da cui ∥∇f(x, y)∥ = 1.

Vedremo nel prossimo paragrafo che il cono è comunque una superficie regolare a tratti
e che il calcolo fatto sopra si può rendere rigoroso.

7.3.6 Definizione. Sia (S, ν̂) una superficie parametrica orientata e sia f⃗ : S → R3 tale

che ∥f⃗∥ è integrabile su S. Se Γ : Ω̄ → R3 è una parametrizzazione per S coerente con

ν̂ definiamo il flusso di f⃗ attraverso (S, ν̂) (detto anche integrale di superficie di seconda
specie) come: ∫∫

S

f⃗ · ν̂ dσ :=

∫∫
Ω

f⃗(Γ(u, v)) · N⃗Γ(u, v) dσ

7.4 Nozione generale di superficie

7.4.1 Definizione. Sia S ⊂ R3. Diremo che S è una superficie regolare a tratti se esistono
S1, · · · , Sn superfici parametriche tali che:

• S = S1 ∪ · · · ∪ Sn;

• per ogni coppia di indici i, j tra 1 ed n si ha Si ∩ Sj ⊂ Σ(Si) ∩ Σ(Sj);

• l’insieme dei punti x ∈ S per esistono tre indici i, j, k tra 1 ed n tali che x ∈
Σ(Si) ∩ Σ(Sj) ∩ Σ(Sk) è finito;

Diremo in questo caso che S si decompone nelle superfici parametriche S1, . . . , Sn o che
S1, . . . , Sn è una decomposizione di S in superfici parametriche.

L’idea è che S è ottenuta “incollando a due a due” un numero finito di superfici
parametriche. La seconda proprietà scritta sopra dice che l’incollamento avviene solo
sui bordi mentre la terza impone che ci siano al più un numero finito di punti in cui si
incollano tre superfici (o più).

7.4.2 Lemma. Se S ⊂ R3 e se S1, . . . , Sn e S ′
1, . . . , S

′
m sono due famiglie finite di superfici

parametriche verificanti le proprietà della definizione precedente, allora:

(a) se poniamo:

Σi := Σ(Si) \
n⋃
j=1

Sj, i = 1, . . . , n Σ′
i′ := Σ(S ′

i′) \
m⋃
j′=1

S ′
j′ , i

′ = 1, . . . ,m

(Σi sono i punti di Si che “non vengono incollati”) allora:

n⋃
i=1

Σi =
m⋃
i′=1

Σ′
i′ ;
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(b) se P ∈ (Si \ Σ(Si)) ∩ (Si′ \ Σ(Si′)) allora

TP (Si) = TP (S
′
i′).

7.4.3 Definizione (continuazione). Se S è una superficie regolare a tratti chiamiamo
bordo di S l’insieme:

Σ(S) :=
n⋃
i=1

Σ(Si) \
⋃
j ̸=i

Sj

dove S1, . . . , Sn è una qualunque decomposizione di S in superfici parametriche. Per la
(a) del lemma (7.4.2) questa definizione è ben posta.

Diremo inoltre che un punto P ∈ S è punto regolare per S se esiste una decomposizione
S1, . . . , Sn per S ed esiste un indice i tra 1 ed n per cui P ∈ Si \ Σ(Si). Diremo che P è
singolare se P non è regolare e indicheremo

Σ∗(S) := {punti singolari per S} ;

notiamo che Σ(S) ⊂ Σ∗(S). Se P ∈ S è regolare possiamo definire il piano tangente e la
direzione normale a S in P ponendo:

TP (S) := TP (Si), NP (S) := NP (Si)

Questa definizione è ben posta dato che se P ∈ Si\Σ(Si) allora P /∈ Sj per i j ̸= i (dunque
i è unico) e il piano tangente TP (Si) è ben definito (essendo Si parametrica); inoltre per
la (b) del lemma (7.4.2) la definizione di TP (S) non dipende dalla decomposizione scelta
per rappresentare S.

7.4.4 Osservazione. Non è detto che tutti i “punti di incollamento” siano singolari. Per
esempio se S = {x2 + y2 + z2} (la sfera unitaria) possiamo decomporre S come S+ ∪ S−

dove:

S+ :=
{
x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0

}
, S− :=

{
x2 + y2 + z2 = 1, z ≤ 0

}
.

Notiamo che S+ ed S− sono i grafici delle due funzioni ±f : B̄ → R, dove f(x, y) =√
1− x2 − y2 e B := {x2 + y2 < 1}. Allora

Σ(S+) =
{
x2 + y2 = 1, z = 0

}
= Σ(S−),

da cui si vede che Σ(S) = ∅ (perché non ci sono punti in Σ(S+) fuori da S− o viceversa –

in effetti S+ e S− vengono incollate sull’equatore Σ(S+) = Σ(S−)). Da questo segue che
Σ∗(S) ⊂ {x2 + y2 = 1, z = 0}. Però possiamo ottenere S anche incollando S1 e S2 dove

S1 :=
{
x2 + y2 + z2 = 1, x ≥ 0

}
, S2 :=

{
x2 + y2 + z2 = 1, x ≤ 0

}
.
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(che sono dei grafici di x = ±
√

1− y2 − z2). Cosi facendo i punti di incollamento sono
{y2 + z2 = 1, x = 0} e quindi Σ∗(S) ⊂ {y2 + z2 = 1, x = 0}. Ma possiamo anche ottenere
S incollando S3 e S4 dove

S3 :=
{
x2 + y2 + z2 = 1, y ≥ 0

}
, S4 :=

{
x2 + y2 + z2 = 1, y ≤ 0

}
.

(che sono dei grafici di y = ±
√
1− x2 − z2) e ora troviamo Σ∗(S) ⊂ {x2 + z2 = 1, x = 0}.

Dato che{
x2 + y2 = 1, z = 0

}
∩
{
y2 + z2 = 1, x = 0

}
∩
{
x2 + z2 = 1, x = 0

}
= ∅

ne deduciamo che Σ∗(S) = ∅.

7.4.5 Esempio. La frontiera ∂Qdel cubo Q := [−1, 1]× [−1, 1]× [−1, 1] è una superficie
regolare a tratti che si può ottenere incollando le sei facce

F+
i := {(x1, x2, x3) ∈ Q :xi = 1} , F+

i := {(x1, x2, x3) ∈ Q :xi = −1}

In questo caso i punti singolari sono gli “spigoli” mentre Σ(∂Q) = ∅).

7.4.6 Teorema. Sia Ω ⊂ R3 un aperto regolare di R3, cioè Ω = {x ∈ R3 :G(x) < 0}
per una opportuna G : R3 → R con G di classe C1 e ∇G(x) ̸= 0 per tutte le x per cui
G(x) = 0. Ricordiamo che in questo caso S := ∂Ω = {x ∈ R3 :G(x) = 0}. Allora S è una
superficie regolare e Σ(S) = ∅. Supponiamo Ω limitato.

Analogamente se Ω è regolare a tratti e la sua frontiera S = ∂Ω è una superficie
regolare a limitato tratti in R3 senza bordo (Σ(S) = ∅)).

Idea di dimostrazione. Si tratta di un’applicazione del teorema del Dini in quanto, se

x0 ∈ S e se
∂G

∂xi
(x0) ̸= 0, allora esiste un intorno U = Ux0 di x0 tale che S ∩ U grafico di

una funzione in cui la variabile i-esima dipende dalle altre due. Usando la limitatezza di
Ω si può mostrare che un numero finito di Uxi

ricopre S e quindi S si ottiene incollando
un numero finito di grafici.
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7.4.7 Osservazione. Sia la sfera che il cubo ricadono nel caso considerato nel teorema
precedente. La sfera èbil bordo di un aperto regolare, il cubo è bordo di un apero regolare
a tratti.

Mediante la definizione generale possiamo anche recuperare il cono (che non ha piano
tangente nel vertice) vedendolo come unione di due “mezzi coni”; in questo modo ognuna
delle due metà è una superficie parametrica secondo la definizione (7.1.1), dato che il
vertice viene confinato sul bordo di ognuno dei due pezzi (e sul bordo chiedo solo che la
parametrizzazione sia continua).

7.4.8 Definizione. Sia S una superficie regolare a tratti. Diremo che S è orientabile
se esiste una numero finito di superfici parametriche orientabili (S1, ν̂1), . . . , (Sn, ν̂n) tali
che S1, . . . , Sn è una decomposizione per S (come dalla definizione (7.4.1)) e inoltre se
x ∈ Σ(Si)∩Σ(Sj) con i ̸= j allora i due bordi Σ(Si) e Σ(Sj) (orientati coerentemente con
ν̂i e ν̂j come in (7.2.8)) hanno verso opposto in x.

In sostanza S è orientabile se S si ottiene incollando un numero finito di superfici
parametriche orientate in modo che nei punti di incollamento i versi dei bordi che si
incollano siano tra loro opposti.

Chiameremo superficie orientata una coppia (S, ν̂) dove S è una superficie orientabile e
ν̂ è un campo continuo di vettori unitari definito su Σ∗(S) tale che, se (Si, ν̂i) sono come
detto sopra, allora ν̂i(x) = ν̂(x) per ogni x ∈ Si \ Σ(Si), i = 1, . . . , n.

L’orientazione ν̂ su S permette di definire il verso di Σ(S). Infatti, prese (Si, ν̂i) come
sopra, ogni Σ(Si) è descritto da una famiglia finita di curve chiuse con verso coerente con
ν̂i (vedi (7.4.1); in particolare ogni punto x ∈ Σ(S) (che per definizione sta in uno e uno
solo Σ(Si)) si trova allora su una (e una sola) di queste curve e “incollando” tutti questi
tratti di curve si ottiene una descrizione di Σ(S). Si può dimostrare che se si cambiano
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le superfici (Si, ν̂i) che decompongono S, mantenendo l’ipotesi che ν̂i = ν̂ su S \ Σ(Si),
allora il verso delle nuove curve con cui si descrive Σ(S) coincide con il precedente. In
questo modo il verso di Σ(S) è ben definito.

Se S è connessa allora ci sono solo due possibili modi di dare un’orientazione su S e
di conseguenza due possibili modi di introdurre un verso su Σ(S).

7.4.9 Definizione. Siano S1 eS2 due superfici regolari a tratti. Supponiamo che S1∩S2 ⊂
Σ(S1)∩Σ(S2). Allora S := S1 ∪ S2 è ancora una superficie regolare a tratti. Infatti presa
una decomposizione S1,1, . . . , S1,n per S1 e una decomposizione S2,1, . . . , S1,m per S2 si
vede facilmente che S1 ∩ S2 ⊂ Σ(S1) ∩ Σ(S2), S2,1, . . . , S1,m è una suddivisione per S.

Supponiamo ora che ogni Si sia orientabile e che ν̂i sia un orientazione per Si (i = 1, 2).
Supponiamo inoltre che oltre alla proprietà S1 ∩ S2 ⊂ Σ(S1) ∩ Σ(S2) si abbia che in ogni
x ∈ Σ(S1) ∩ Σ(S2) il verso di Σ(S1) in x sia opposto al verso di Σ(S2) in x. Allora S =
S1 ∪ S2 è orientabile e, posto ν̂(x) := ν̂i(x) se x ∈ Si \Σ(S), si ha che ν̂ è un’orientazione
per S.

Conveniamo di scrivere (S, ν̂) = (S1, ν̂1) ∨ (S1, ν̂1) (l’operazione di “incollamento”,
indicata con “∨”, opera tra superfici orientate). Notiamo che, se (S1, ν̂1), . . . , (Snν̂n) è
una decomposizione per (S, ν̂), allora (S, ν̂) = (S1, ν̂1) ∨ · · · ∨ (Snν̂n).

7.4.10 Definizione. Sia S una superficie regolare a tratti e sia f : S → [−∞,+∞].
Diciamo che f è misurabile su S e se esiste una decomposizione S1, . . . , Sn per S tale
che f è misurabile su ogni Si, i = 1, . . . , n. Se f è misurabile su S e f ≥ 0, definiamo
l’integrale di f su S come ∫∫

S

f dσ :=
n∑
i=1

∫∫
Si

f dσ.

Questo integrale può risultare +∞. Si può dimostrare che le nozioni di misurabilità
e di integrale non dipendono dalla decomposizione S1, . . . , Sn. È facile vedere che f è
misurabile su S se e solo se |f | è misurabile su S se e solo se la parte positiva f+ e la
parte negativa f− sono misurabili su S.

Diciamo che f è integrabile su S se f è misurabile su S e∫∫
S

f+ dσ < +∞ ,

∫∫
S

f− dσ < +∞

Se f è integrabile su S definiamo l’integrale di f su S come∫∫
S

f dσ =

∫∫
S

f+ dσ −
∫∫
S

f− dσ.

In questo caso l’integrale è per forza finito.

Se f⃗ : S → R3 è un campo, diremo che f⃗ è misurabile/integrabile su S se le componenti

f1, f2, f3 di f⃗ sono misurabili/integrabili.

7.4.11 Definizione. Sia (S, ν̂) una superficie regolare a tratti orientata e sia f⃗ : S → R3

un campo integrabile su S. Definiamo il flusso di f⃗ attraverso (S, ν̂) come∫∫
S

f⃗ · ν̂ dσ :=
∑

: i = 1n
∫∫
Si

f⃗ · ν̂ ds.
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7.5 Il teorema della divergenza

7.5.1 Definizione. Supponiamo che Ω sia un aperto di R3 e che f⃗ : Ω→ R3 sia un campo
di classe C1. Chiameremo divergenza di f⃗ la funzione (scalare):

div(f⃗) = ∇⃗ · f⃗ :=
∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

.

7.5.2 Teorema (Formula di Gauss-Green). Supponiamo che D sia un dominio regola-

re limitato di R2 e che f⃗ : D → R2 sia un campo continuo su D e C1 su D̊. Siano
γ0,γ1, . . . ,γn delle curve regolari a tratti, chiuse descrivono il bordo di D coerentemente
con la normale uscente da D, nel modo indicato nella proposizione (3.7.6)

n∑
i=0

∫
γi

f⃗ · ds⃗ =
∫∫

D

(
∂f2
∂x

(x, y)− ∂f1
∂y

(x, y)

)
dxdy (7.7)

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione in un caso particolare – diremo poi a grandi
linee come dal caso particolare si può passare al caso generale. Consideriamo dunque il
caso in cui

D =
{
(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ y, φ(x) ≤ y ≤ ψ(x)

}
dove φ, ψ : [a, b]→ R sono due funzioni C1.

Allora si ha:∫∫
D

(
∂f2
∂x

(x, y)− ∂f1
∂y

(x, y)

)
dxdy =

∫ b

a

(∫ ψ(x)

φ(x)

(
∂f2
∂x

(x, y)− ∂f1
∂y

(x, y)

)
dy

)
dx

xxs

7.5.3 Osservazione. Come già osservato la sommatoria a sinistra di (7.7) non dipende dalle
curve γ0,γ1,γn utilizzate per descrivere ∂D (purché rispettino le condizioni dette nella
proposizione (3.7.6)). Dunque possiamo chiamare il termina a sinistre di (7.7) l’integrale

di f⃗ sul bordo di D e riscrivere la (7.7) come:∫
∂D

f⃗ · ds⃗ =
∫∫

D

(
∂f2
∂x

(x, y)− ∂f1
∂y

(x, y)

)
dxdy (7.8)

È vitale ricordarsi che per fare l’integrale (curvilineo) a sinistra bisogna descrivere ∂D con
verso coerente con D, come detto sopra.



Capitolo 8

Sistemi di equazioni differenziali
ordinarie

8.1 Il teorema di esistenza e unicità di Cauchy

Sia Ω un aperto di R×RN e sia F : Ω→ RN . Consideremo il seguente sistema di equazioni
differenziali ordinarie:

Y ′ = F (x, Y ) (S)

8.1.1 Definizione. Diremo che Y :]a, b[→ RN è una soluzione di (S) (sull’intervallo ]a, b[)
se Y è di classe C1 su ]a, b[, se (x, Y (x)) ∈ Ω e Y ′(x) = F (x, Y (x)) per ogni x in ]a, b[.

Notiamo che il formalismo vettoriale che stiamo usando significa che Y (x) =

y1(x)
...

yN(x)


, F (x, Y ) =

F1(x, y1, . . . , yN)
...

FN(x, y1, . . . , yN)

 e che (S) equivale a:


y′1(x) = F1(x, y1, . . . , yN)
...

y′N(x) = FN(x, y1, . . . , yN)

Se (x0, Y0) ∈ Ω considereremo anche il problema di Cauchy

(S.x0, Y0)

che consiste di trovare una soluzione Y :]a, b[→ RN definita su un opportuno intervallo
]a, b[, con a < x0 < b, e tale che sia verificata la condizione iniziale Y (x0) = Y0.

8.1.2 Teorema. Sia Ω un aperto di R× RN e sia F : Ω→ RN tale che

(a) F è continua (nelle N + 1 variabili x, y1, . . . , yN);

(b) F è lipschitziana in Y uniformemente ripetto a x; questo significa che esiste una
costante L ≥ 0 tale che:

∥F (x, Y2)− F (x, Y1)∥N ≤ ∥Y2 − Y1∥N ∀x, Y1, Y2 tali che (x, Y1), (x, Y2) ∈ Ω.
(8.1)

177
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Allora esiste unica una soluzione locale per il problema di Cauchy (S.x0, Y0).
Questo significa che esiste ε > 0 e una soluzione Y :]x0 − ε, x0 + ε[→ RN definita
sull’intervallo ]x0 − ε, x0 + ε[ che verifica la condizione iniziale Y (x0) = Y0. Inoltre
tale Y è unica, nel senso che se Y1 :]x0−ε1, x0+ε1[ è un’altra soluzione di (S.x0, Y0)
con 0 < ε1 ≤ ε, necessariamente Y1(x) = Y (x) per ogni x ∈]x0 − ε1, x0 + ε1[.

Dimostrazione. (⋆) Prima di tutto osserviamo che Y :]a, b[→ RN è soluzione di (S.x0, Y0)
se e solo se (x, F (x, Y (x)) ∈ Ω per ogni x ∈]a, b[ e vale

Y (x) = Y0 +

∫ x

x0

F (t, Y (t)) dt ∀x ∈]a, b[ (8.2)

Questo fatto è una conseguenza del Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale.

Dato che (x0, Y0) ∈ Ω e Ω è aperto possiamo trovare ρ0 tale che

|x− x0| ≤ ρ, ∥Y − Y0∥N ≤ ρ⇒ (x, Y ) ∈ Ω.

Se 0 < ε ≤ ρ consideriamo lo spazio normato

Xε :=
{
Y : [x0 − ε, x0 + ε]→ RN :Y è continua

}
dotato della norma infinito (associata alla convergenza uniforme): ∥Y ∥∞ := max

|x−x0|≤ε
∥Y (x)∥.

Come abbiamo già detto in precedenza Xε è uno spazio completo. Consideriamo anche il
sottoinsieme A ⊂ Xε:

A := {Y ∈ Xε : ∥Y (x)− Y0∥N ≤ ρ ∀x ∈ [x0 − ε, x0 + ε]} = {Y ∈ Xε : ∥Y − Y0∥∞ ≤ ρ}

(il disco con centro nella funzione costante Y0 e raggio ρ).

Notiamo che se Y ∈ A allora

Vogliamo usare il Teorema delle Contrazioni (1.7.9). Definiamo l’operatore (la funzio-
ne) T : Xε → Xε ponendo:

T (Y )(x) := Y0 +

∫ x

x0

F (t, Y (y)) dt ∀t ∈ [x0 − ε, x0 + ε];

questa definizione associa a ogni funzione Y in Xε una funzione T (Y ) il cui valore, x per
x, è definito sopra.

Se Y2, Y1 ∈ X e x ∈ [x0 − ε, x0 + ε] si ha:

∥T (Y2)(x)− T (Y1)(x)∥N =

∥∥∥∥∫ x

x0

(F (t, Y2(t))− F (t, Y1(t))) dt
∥∥∥∥
N

≤∫ x0+ε

x0−ε
∥F (t, Y2(t))− F (t, Y1(t))∥N dt ≤ L

∫ x0+ε

x0−ε
∥Y2(t)− Y1(t)∥N dt ≤ 2εL∥Y2 − Y1∥∞,

Da cui, facendo il massimo per x ∈ [x0 − ε, x0 + ε] si ottiene:

∥T (Y2)− T (Y1)∥∞ ≤ 2εL∥Y2 − Y1∥∞.
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8.2 L’esponenziale di una matrice

8.2.1 Definizione. Sia A una matrice N × N a coefficiento complessi. Definiamo la
matrice exp(A) = eA mediante la formula:

eA :=
∞∑
n=0

1

n!
An.

Questa definizione ha senso dato che nello spazio lineareM(N,N) delle matrici N × N
(vedi l’esempio (1.2.15)) è definita la norma, e quindi le nozioni di limite e di serie. Inoltre
la serie scritta sopra è convergente dato che è assolutamente convergente. Infatti

∞∑
n=0

∥∥∥∥ 1

n!
An
∥∥∥∥ ≤ ∞∑

n=0

1

n!
∥A∥n < +∞

8.2.2 Proposizione. Valgono le seguenti proprietà.

(a) e0 = I.

(b) Se A e B commutano (AB = BA), allora:

eA+B = eAeB = eBeA.

Dimostrazione. La (a) è ovvia. Per la (b) si ragiona come nella dimostrazione fatta alla
fine dell’esempio (5.3.10), usando la versione per le serie del Teorema (5.3.11) (che si
dimostra):

eAeB =

(
∞∑
n=0

1

n!
An

)(
∞∑
n=0

1

n!
Bn

)
=

∞∑
n=0

(
n∑

m=0

1

m!
Am

1

(n−m)!
Bn−m

)
∞∑
n=0

1

n!

(
n∑

m=0

(
n

m

)
AmBn−m

)
=︸︷︷︸
(∗)

∞∑
n=0

1

n!
(A+B)n = eA+B.

Nel passaggio “(∗)” è necessario che A e B commutino.

8.2.3 Proposizione. Consideriamo la funzione W : R→M(N,N) definita da:

W (t) := exp(tA) =
∞∑
n=0

tn

n!
An.

Allora W è derivabile e W ′(t) = AW (t) per ogni t ∈ R.

Dimostrazione. Diamo per buono che le proprietà dimostrate per le serie di potenze si
estendono al caso in cui i coefficienti an sono delle matrici (e indichiamo con t la variabile
invece che con x). Allora:

W ′(t) =
d

dt

∞∑
n=0

tn

n!
An =

∞∑
n=0

d

dt

tn

n!
An =

∞∑
n=1

ntn−1

n!
An =

∞∑
n=1

tn−1

(n− 1)!
An =

A

∞∑
n=1

tn−1

(n− 1)!
An−1 = A

∞∑
n=0

tn

(n)!
An = AW (t).
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8.2.4 Lemma (L’esponenziale di un blocco di Jordan). Supponiamo che J = Jr(λ) con
r intero e λ ∈ C (vedi la Definizione (8.3.7)). Allora:

etJ = eλt


1 t t2/2 · · · tr−2/(r − 2)! tr−1/(r − 1)!
0 1 t · · · tr−3/(r − 3)! tr−2/(r − 2)!
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 t
0 0 0 · · · 0 1

 (8.3)

Dimostrazione. Possiamo scrivere J = λI +B dove:

B =


0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 1
0 0 0 · · · 0 0


︸ ︷︷ ︸

r

La matrice B (che ha tutti elementi nulli tranne quelli della diagonale immediatamente
sopra la principale, che è riempita di 1) è un caso particolare di Br,i definita da:

Br,i =



0 0 · · · 1 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

... · · · . . .
...

...
0 0 · · · 0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0 1
...

...
. . .

... · · · . . .
...

...
0 0 · · · 0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0 0


︸ ︷︷ ︸

r

← riga i esima
i = 1, . . . , r − 1.

in cui la diagonale piena di 1 è l’i-esima sopra la principale. Si verifica facilmente che:

Bk = Br,k se k = 1, . . . , r − 1 , Bk = 0 se k ≥ r

(in particolare B = Br,1). Allora, usando le definizioni:

eλI =
∞∑
n=0

tn

n!
In =

∞∑
n=0

tn

n!
I =

(
∞∑
n=0

tn

n!

)
I = eλtI,

mentre

etB =
∞∑
n=0

tn

n!
Bn = I + tBr,1 +

t2

2!
Br,2 +

t3

3!
Br,3 + · · ·+

tr−1

(r − 1)!
Br,r−1

(dato che per n ≥ r si ha Bn = 0). Dunque etB è proprio la matrice scritta a destra
nella formula (8.3), mentre è chiaro che la moltiplicazione per etλI = eλtI equivale alla
moltiplicazione per il fattore eλt.

8.2.5 Proposizione (Esponenziale di una matrice di Jordan). Se A =MJM−1 dove M
è una matrice invertibile e J è della forma

J =

Jr1(λ1) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · Jrk(λk)


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con r1 + · · ·+ rk = N e λ1, . . . , λk ∈ C (non necessariamente distinti), allora:

etA =M

e
tJr1 (λ1) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · etJrk (λk)

M−1 (8.4)

Questa formula unita alla precedente (8.3) permette il calcolo competo dell’esponenziale
di etA

Dimostrazione. Basta osservare che:

∞∑
n=0

tn

n!
(MJM−1)n =

∞∑
n=0

tn

n!
MJnM−1 =M

(
∞∑
n=0

tn

n!
Jn

)
M−1 =MetJM−1

e che:

Jn =

Jr1(λ1)
n · · · 0

...
. . .

...
0 · · · Jrk(λk)

n

⇒ etJ =

exp (tJr1(λ1)) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · exp (tJrk(λk))



8.3 La decompozizione di Jordan

Sia A una matrice N × N a coefficienti complessi. Vediamo in questo capitolo come in
un’opportuna base per RN , si può rappresentare la matrice in una forma “quasi diagonale”.

8.3.1 Notazione. Come noto si definisce il polinomio caratteristico di A

p(λ) := det(A− λI)

e usando il teorema fondamentale dell’algebra si può scrivere

p(λ) = (λ1 − λ)m1(λ2 − λ)m2 · · · (λk − λ)mk

con k ≥ 1, λ1, . . . , λk ∈ C diversi tra loro em1, . . . ,mk ∈ N conmi ≥ 1 em1+· · ·+mk = N .
I numeri λi sono detti autovalori di A e gli interi mi, indicati con mA(λi), sono detti
molteplicità algebrica di λi.

Per come sono definiti i λi si ha che

Ker(A− λiI) ̸= {0}

Questo spazio viene detto autospazio di A relativo all’autovalore λi mentre i suoi elementi
non nulli sono gli autovettori di A relativi a λi e cioè i vettori e ̸= 0 tali che

Ae = λie.

La dimensione di Ker(A− λiI) viene detta molteplicità geometrica di λi e viene indicata
con mG(λi).

8.3.2 Lemma. Sia λ ∈ C un autovalore di A. Allora esiste un intero h = hλ ≥ 1 tale
che:

Ker(A− λI)h−1 ⫋ Ker(A− λI)h = Ker(A− λI)h+1.

Inoltre si ha:

mA(λ) = dim(Ker(A− λI)h)(= dim(Ker(A− λI)h′) se h′ ≥ h).

In particolare mG(λ) ≤ mA(λ) e mG(λ) = mA(λ) se e solo se h = 1.
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8.3.3 Notazione. Se λ è un autovalore di A e hλ è come nel lemma (8.3.2), chiamiamo
autospazio generalizzato lo spazio di dimensione mA(λ):

N(λ) := Ker(A− λI)hλ

e chiamiamo autovettori generalizzati i suoi elementi non nulli.

8.3.4 Notazione. Se r ≥ 1 è un intero chiamo sequenza di lunghezza r (relativa all’au-
tovalore λ) una r-upla di vettori non nulli e1, e2, . . . , er tali che:

(A− λI))er = er−1, (A− λI))er−1 = er−2, . . . , (A− λI))e2 = e1, (A− λI))e1 = 0.

Se poniamo B = A − λI, indicheremo una sequenza con er
B−→ er−1

B−→ · · · B−→ e1
B−→ 0. È

chiaro che in questa situazione gli ei appartengono a N(λ) e r ≤ hλ.

8.3.5 Proposizione. (a) Se λ ̸= µ sono due autovalori, allora N(λ) ∩N(µ) = {0}.

(b) Se λ e un autovalore, B = A− λI e er
B−→ er−1

B−→ · · · B−→ e1
B−→ 0, (e1 ̸= 0) allora gli

ei sono tra loro linearmente indipendenti.

(c) Nelle stesse ipotesi di (b), se e′r′
B−→ e′r′−1

B−→ · · · B−→ e′1
B−→ 0, è un’altra sequenza

relativa a λ e se e1 e e′1 sono indipendenti, allora tutti gli ei e gli e′j sono tra loro
linearmente indipendenti.

8.3.6 Teorema (forma di Jordan). Sia A una matrice N × N e siano λ1, . . . , λk i suoi
autovalori.. Allora lo spazio CN è somma diretta degli N(λi), per i = 1, . . . , k:

RN = N(λ1)⊕ · · · ⊕N(λk).

Inoltre se λ è un autovalore di molteplicità algebrica mA e molteplicità geometrica mG,
allora esistono mG sequenze

e1,r1
B−→ e1,r1−1

B−→ · · · e1,1
B−→ 0 , · · · , emG,rmG

B−→ emG,rmG
−1

B−→ · · · emG,1
B−→ 0

dove B = A− λI, tali che ei,1 sono indipendenti e N(λ) è generato dagli ei,j:

N(λ) = span {ei,j : i = 1, . . . ,mG, j = 1, . . . , ri}

In altri termini gli ei,1, i = 1, . . . ,m : G, sono indipendenti e si ha:

r1 + r2 + · · ·+ rmG
= mA.

8.3.7 Definizione. Siano λ ∈ C e r ∈ N. Definiamo il “blocco di Jordan” di lunghezza
r e autovalore λ:

Jr(λ) =


λ 1 0 · · · 0 0
0 λ 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 · · · 0 λ


︸ ︷︷ ︸

r colonne


r righe .
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8.3.8 Osservazione. Se ci si mette nella base dei vettori individuati dal teorema (8.3.6),
allora A (la funzione lineare associata ad A nella base canonica) viene descritta da una
matrice J “quasi diagonale”, fatta come segue:

J :=

J(λ1) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · J(λk)

 dove J(λi) :=

Jr1(λi) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · JrmG(λi)
(λi)


Più precisamente si può scrivere A =M J M−1, dove J è la matrice indicata sopra e dove
M ha come colonne gli elementi di tutte le sequenze indicate sopra, nell’ordine naturale:

M =
[
e1,1(λ1)| · · · |e1,r1(λ1)(λ1)| · · · emG(λ1),1(λ1)| · · · |emG(λ1),rmG(λ1)

(λ1)(λ1)|e1,1(λ2)| · · ·
]

Vediamo come si fa operativamente a trovare tutte le sequenze necessaria per costruire
J ed M . Il punto sarà di trovare tutte le sequenze relative a un generico autovalore, dopo
di che si ripeterà il procedimento per ognuno degli autovalori.

Sia dunque λ = λi un autovalore fissato e indichiamo B := A − λI. Come già detto
gli autovettori sono gli elementi non nulli di Ker(B).

(1) Calcoliamo le potenze Bi fino a trovare l’esponente r tale che dim(Ker(Br−i)) <
dim(Ker(Br)) = dim(Ker(Br+i)).

Per questo può essere utile cercare r non modo che Rank(Br−i) > Rank(Br) =
Rank(Br+i), dato che dim(Ker(Bi)) = N − Rank(Bi). Ricordiamo che il rango di una
matrice B è la dimensione dell’immagine, o anche il numero di righe/colonne di B li-
neramente indipendenti, oppure ancora la dimensione del massimo minore di B avente
determinante non nullo.

Indichiamo con mi := dim(Ker(Bi)), di modo che

0 = m0 < mG(λ) = m1 < m2 < · · · < mr = mA(λ).

Poniamo inoltre ni := mi −mi−1 > 0, per i = 1, . . . , r.

(2) Dato che mr > mr−1 possiamo trovare nr (= mr − mr−1) elementi linearmente
indipendenti in Ker(Br) \Ker(Br−1). Indichiamo questi vettori con er,1, . . . , er,nr .

(3) Mettiamoci ora in Ker(Br−1) \Ker(Br−2). Poniamo:

er−1,1 = Ber,1, · · · , er−1,nr = Ber,nr

Allora questi vettori er−1,i = Ber,i sono linearmente indipendenti e si trovano in
Ker(Br−1) \ Ker(Br−2). In particolare nr−1 = dim(Ker(Br−1)) − dim(Ker(Br−2)) ≥ nr.
Potrebbe succedere che nr−1 > nr: in questo caso possiamo aggiungere degli opportuni
er−1,nr+1, . . . , er−1,nr−1 in modo che gli er−1,j con j = 1, . . . , nr−1 siano in Ker(Br−1) \
Ker(Br−2) e siano tutti linearmente indipendenti.

(iterazione di 3)Ammettendo di avere costruito ei,1, . . . ei,ni
lineramente indipendenti

in Ker(Bi) \Ker(Bi−1) (i ≥ 2), possiamo definire

ei−1,1 = Bei,1, · · · , ei−1,ni
= Bei,ni

e aggiungere (eventualmente) a questi vettori degli opportuni ei−1,ni+1, . . . , ei−1,ni−1
in

modo che gli ei−1,j con j = 1, . . . , ni−1 siano in Ker(Bi−1) \Ker(Bi−2) e siano linearmente
indipendenti.
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Alla fine di questo procedimento abbiamo il seguente diagramma:

er,1 · · · er,nr

B ↓ B ↓

er−1,1 · · · er−1,nr er−1,nr+1 · · · er−1,nr−1

B ↓ B ↓ B ↓ B ↓

er−2,1 · · · er−2,nr er−2,nr+1 · · · er−2,nr−1 er−2,nr−1+1 · · · er−2,nr−2

B ↓ B ↓ B ↓ B ↓ B ↓ B ↓
...

...
...

...
...

...
B ↓ B ↓ B ↓ B ↓ B ↓ B ↓

e1,1 · · · e1,nr e1,nr+1 · · · e1,nr−1 e1,nr−1+1 · · · e1,nr−2 · · · · · · e1,n1

B ↓ B ↓ B ↓ B ↓ B ↓ B ↓ · · · · · · B ↓

0 0 0 0 0 0 · · · · · · 0

che mostra come abbiamo costruito nr sequenze di lunghezza r, nr−1 − nr sequenze di
lunghezza r − 1 e cos̀ı via (fino a n1 − n2 sequenze di lunghezza uno).

8.3.9 Osservazione. Nel diagramma sopra abbiamo r righe (escludendo l’ultima riga di
zeri), dove ricordiamo che r è il primo intero per cui dim(Ker(A − λI)r) = mA(λ). Il
numero complessivo di elementi ei,j è pari alla molteplicità algebrica mA(λ). Il numero di
elementi ei,l della prima riga è pari alla molteplicità geometrica mG(λ) (cioè n1 = mG(λ).
Ogni colonna corrisponde a una sequenza e dunque a un blocco di Jordan Jh(λ), dove
h ≤ r è “l’altezza della colonna” (cioè la lunghezza della sequenza). Per come è costruito
il diagramma ci deve essere almeno una colonna di altezza r e dunque r è la lunghezza
della massima sequenza che si riesce a costruire (o la dimensione del blocco di Jordan più
grande); naturalmente possono esserci degli h < r (cioè dei blocchi di dimensione minore
di r).

Se consideriamo un h ≤ r allora gli elementi ei,j che compongono le righe dalla prima
alla h-esima (in altri termini gli ei,j con i ≤ h) generano il Ker(AλI)

h. Questo perché,
per come è stato costruito il diagramma, il numero di elementi della riga h-esima è pari
alla differenza dim(Ker(A − λI)h) − dim(Ker(A − λI)h−1) (nel caso della prima riga a
dim(Ker(A− λI)) = mg(λ)).

In definitiva i numeri m1,m2, . . . ,mr definiti da mi := dim(Ker(A−λI)i) determinano
la struttura della matrice J(λ), cioè di tutti i blocchi di Jordan relativi all’autvalore λ.

Si noto anche che dalla costruzione fatta su vede che i numeri ni := mi −mi−1 (con-
venendo m0 = 0) sono positivi e decrescenti. Il numero ni corrisponde in effetti alla
lunghezza della righa i-esima del diagramma. Se si introducono gli ulteriori incremen-
ti: δi := ni − ni+1 (δr := nr) allora δi corrisponde al numero di blocchi di dimensione i
(i = 1, . . . , k).
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8.4 Errata Corrige

Modifiche principali introdotte dopo la versione del 5 ottobre. I riferimenti
sono espressi in termini della nuova versione.

• • • ⋆ Aggiunta un osservazione:
Osservazione 1.2.4 Si ha:

| ∥x2∥ − ∥x1∥ | ≤ ∥x2 − x1∥ ∀x1, x2 ∈ X.

Infatti ∥x2∥ = ∥x2 − x1 + x1∥ ≤ ∥x2 − x1∥+∥x1∥. Scambiando x2 con x1, con facili calcoli
si ha:

−∥x2 − x2∥ ≤ ∥x2∥ − ∥x1∥ ≤ ∥x2 − x1∥

che equivale a quanto enunciato sopra.
• • • ⋆ Corretta la formula al punto 5 della 1.2.29: (la seconda è un’eguaglianza):

Å ∪ B̊ ⊂
>̊
A ∪B , Å ∩ B̊ =

>̊
A ∩B , A ∪B = A ∪B , A ∩B ⊃ A ∩B.

• • • Modificato il punto 8 della 1.2.29:
Si ha sempre ∂(A∩B) ⊂ (∂A∩B)∪ (A∩ ∂B). Se A ∩B = A∩B vale l’eguaglianza:

∂(A ∩B) = (∂A ∩B) ∪ (A ∩ ∂B).

Questo è vero se A e B sono chiusi (per (5)) e dunque:

∂(A ∩B) = (∂A ∩B) ∪ (A ∩ ∂B) se A e B sono chiusi.

• • • Cambiata un po’ la dimostrazione del punto 8 della 1.2.29:
Usando la definizione di frontiera, le (5) e alcune proprietà insiemistiche, ha:

∂(A ∩B) = A ∩B \
>̊
A ∩B = A ∩B \ (Å ∩ B̊) ⊂ A ∩B \ (Å ∩ B̊) =

A ∩B ∩ (CA ∪ CB) = (A ∩B ∩ CA) ∪ (A ∩B ∩ CB) = (∂A ∩B) ∪ (∂B ∩ A).

Da quanto sopra segue l’inclusione e anche l’eguaglianza quando A ∩B = A ∩B.
• • • Modifiche al teorema 1.3.5 a pag. 23. In particolare è stato corretto il limite

della composizione (punto 4) ed è stato aggiunto il passaggio al limite delle componenti
(al punto 6)

Teorema 1.3.5 Siano X, X1 e X2 spazi normati, A ⊂ X, B ⊂ X1, x0 di accumulazione
per A e y0 di accumulazione per B. Valgono i fatti seguenti (sottinteso che x→ x0).

• (linearità del limite) Siano f1, f2 : A → X1. Se f1(x) → l1 e f2(x) → l2 allora
(f1 + f2)(x)→ l1 + l2.

• (limite del prodotto) Se f1 : A → R, f2 : A → X1 e se f1(x) → l1 e f2(x) → l2 ,
allora il prodotto f1f2(x)→ l1l2.

• Se f1 : A→ R, f2 : A→ X1, se una delle due è limitata e l’altra tende a zero, allora
f1f2(x)→ 0.

• (limite della composizione/cambio di variabile) Se f : A→ B, f(x)
x→x0−−−→ y0

con f(x) ̸= y0 per x ̸= x0, se g : B → X2 e g(y)
y→y0−−−→ l, allora g(f(x))

x→x0−−−→ l.
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• (limite della restrizione) Se f : A → X1 e f(x) → l, se A1 ⊂ A e x0 è di
accumulazione per A1, allora la restrizione f |A1 : A1 → X tende ancora a l.

• (limite e componenti) Se f : A→ RN si ha che f(x)→ l se e solo fi(x)→ li dove
fi e li indicano l’i-esima componente di f e l.

Inoltre per ogni x′ ∈ RN e ogni i = 1, . . . , N si ha:

lim
x→x′

xi = x′i.

• (permanenza del segno)) Se f : A → R e f(x) → l > 0, allora esiste δ > 0 tale
che f(x) > 0 per ogni x ∈ A con x ̸= x0 e ∥x− x0∥ < δ.

• (monotonia del limite) Se f : A→ R e f(x)→ l > 0 e se f(x) ≥ 0, allora l ≥ 0.

• (teorema dei carabinieri) Se f, g, h : A→ R, f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) per ogni x ∈ A
con x ̸= x0 e se f(x)→ l, h(x)→ l, allora g(x)→ l.

• • • Aggiunta la Proposizione 1.3.6
Proposizione 1.3.6 Siano A e x0 come nella proposizione precedente.

1. Se f : A→ RM e se f(x)→ l per x→ x0, allora ∥f(x)∥M → ∥l∥M .

2. Se f1, f2 : A→ RM , se f1(x)→ l1 f2(x)→ l2 per x→ x0, allora f1(x) · f2(x)→ l1 · l2.

3. Se f : A → RM , g : A → R, se (per x → x0) si ha f(x) → v ̸= 0 e g(x)f(x) → λv,
allora g(x)→ λ.

Dimostrazione. La 1. dipende dalla proprietà della norma mostrata nell’Osservazione
(1.2.4) (usando la definizione di limite).

Per la 2. si può notare che (aggiungendo e togliendo f1(x) · l2):

|f1(x) · f2(x)− l1 · l2| ≤ |f1(x) · (f2(x)− l2)|+ |(f1(x)− l1) · l2| ≤
∥f1(x)∥ ∥f2(x)− l2)∥+ ∥f1(x)− l1∥ ∥·l2∥ → 0.

(si è usata la disuguaglianza di Schwartz e il fatto che ∥f1(x)∥ è limitata, in quanto ha
limite).

Dimostriamo la 3. Introduciamo la funzione f̂(x) :=
f(x)

∥f(x)∥2
che è ben definita (almeno

vicino a x0, dato che ∥f(x)∥ → ∥v∥ ≠ 0. Dato che g(x)f(x)→ λl e f̂(x)→ l

∥l∥2
, facendo

il prodotto scalare:

g(x) = g(x)f(x)̂f(x)→ λl · l

∥l∥2
= λ.

• • • Nella dimostrazione di 1.7.9 corretto un esponente nel calcolo che segue: (αm

invece di αm+1):

∥xn − xm∥ =

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=m

(xk+1 − xk)

∥∥∥∥∥ ≤
n−1∑
k=m

∥xk+1 − xk∥ ≤
n−1∑
k=m

αk∥f(x0)− x0∥ ≤

≤ ∥f(x0)− x0∥
∞∑
k=m

αk = ∥f(x0)− x0∥
αm

1− α
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• • • Introdotta la Definizione 1.5.4:
Definizione 1.5.4. Siano A ⊂ RN e f : A → R. Se c ∈ R consideriamo i seguenti

insiemi:

{f ≤ c} := {x ∈ A : f(x) ≤ c} , {f < c} := {x ∈ A : f(x) < c} ,
{f = c} := {x ∈ A : f(x) = c} .

diremo che {f ≤ c} è un sottolivello e che {f = c} è un insieme di livello (per f relativa-
mente a c).
• • • Aggiunto il Lemma 1.5.10 che serve nella dimostrazione di Weierstrass.
• • • Rimossa un’osservazione (la vecchia 1.5.10).
• • • Spostata la Proposizione 1.5.9 che è diventata 1.5.12.
• • • Cambiata la dimostrazione del Teorema di Weierstrass (che ora è 1.5.11).
• • • Aggiunto il Teorema di Weierstrass generalizzato 1.5.13.
• • • Aggiunto un esempio di spazio vettoriale non completo. (NON E’ STATO

FATTO E NON E’ RICHIESTO)
• • •
Sono stati aggiunti il Lemma 2.3.9 e la Proposizione 2.3.10 (NON FATTI E NON

RICHIESTI).
• • •
Aggiunto il paragrafo 2.5 sulle curve come sottoinsiemi. Le dimostrazioni NON SONO

STATE FATTE E NON SONO RICHIESTE


