Sistemi Dinamici
Corso di Laurea in Matematica
Compito del 22-01-2026

Esercizio 1. (10 punti) Disegnare il ritratto di fase del sistema

{ P=z+y
y=a%—pr+(n—1)y?

per pu=1e per p=0.

Esercizio 2. (10 punti) Si consideri il sistema
T=y+puz
{ §=—py—z+(1-p)a’
al variare di p € R.
(a) Mostrare che si tratta di un sistema hamiltoniano per ogni p € R.
(b) Per =0, disegnare il ritratto di fase e determinare = dato da
z:=sup{zx € R : O(z,0) & periodica},

dove O(z,0) indica l'orbita del punto (z,0) € R2. Se nella definizione di Z si sostituisse sup
con max, esisterebbe x?

(¢) Per u =1, disegnare il ritratto di fase.

Esercizio 3. (10 punti) Si consideri la famiglia di funzioni continue f) : [0, 1] — [0, 1] definita

da
2%, zeJ =01
H@) =X A(z-3+%, =zel=[}1]
(1+3)Q—-=), z€J5=[31]

al variare di A € (0, 2].
(a) Costruire I fy-grafo di J = {Ji, Jo, J3} al variare di A.

b) Determinare esistenza e stabilita dei punti fissi al variare di A. Per quali valori di A ci sono
p q
punti periodici di periodo minimo 2 attrattivi?

(c) Dimostrare che esiste A € (0,2] tale che per ogni A € (A, 2], la mappa f7 ammette un ferro di
cavallo. Scrivere un’equazione per determinare \.



ESERCIl &LO x =
4

x+y
j = )oz—/uc +§u—Dé{Z

HX—X =0

/u,:j_ Toviemo ¢ ()\AMN& %»3 4 \sy&,\,u) wngiond 4 {X;(}I=O.

bQQQ& secondle -eﬁuo_,z/{sw)ﬂ\_mvo. X=o ct«w—-.o X=1 QU\'A»SL" L/"“"‘QL %‘&.‘ M0
T=lo,0) =« FHele,-

va_ ‘?tud,ofwﬂ ZQ_ ?TQ_\AQ“QVE) Connroloe oo J-F(*f(d\ f.’ LQ_

1 1
U_F(Y(J,B‘: (2 )
x-J1 V)

r 1

(}V'(pﬁ ;

_ JFC?L): dF (o0 = ( ) |CLQ uo/a%‘w, deb TP = 420, P JF»)=1>0,

-1 o)

q>0io\/-l’ (t\: J—F(BA\?__C( D&tIFC?J_) = —3<0, = ha cle :?1 T ue f&o OZ\M_Q
_\;_()ﬂ/t.‘:celco ds -Ltf?— Xugco (\/U}Q,\)\t,@"

L 1
- IR TF(G.-0)= < s 3 the weifie deb TFCR )Y —120 ) quind B & u
)

_(FUM ) ﬁ\\b\»ﬁ i(yb\g&co {C 'L\\[x: be%_ . 6@ Q%OVOQJLJ {: JFCE\ >%- O
/14’: 1;}_\'_.’5_‘ /1‘_2 ’::ziz ) N { ‘Cs(&c\u‘, QS\W%DR‘ P )

2
0= (7). we(3)
SVoditno L'ovivimza &8 w¥e irveciandl Ao ¢ w0 w¥e invecol; romm 292 2

Puc\u' Sc/nzbso 0 j’acaso PP \m:%to_ pe Leom celR. Buitocs goinsls
I(ma) = @x+ b o q\ke@\gag 2 \/M}(ck{uo re JeeR 1t cle

L —

|

—

/

l]:=a so

e
i(*-ZB)I = 0w'¢+l>2" S 9\,(x-\'5(_5+ B(x"—x\l =
=e

B>t L’j e C-Qx

s —

b



= b + (@-Y)x + f (c-as0) .

@uimdg Ilj}c io e bfo. DY cw(f‘wzo, b M}E«o r;ﬂ'c RV

ch Qu'stlm f\JZM 2 EQ i m\aﬂt Qu;oéc(a , ch’(W—i‘Mﬂ 5@. &tlr,uoew%o_ OéQ co,ufa. &
(OMFB("(&BL ;—k(x%,_)-\-a%(w_x\) = 4
qvlp-le v d o Yerso £ Bedisson Wolac | MO Ln a0 oubile fucesﬁ‘cl\a.

Wilizroud ¢ %pos 4! Carp | ttvzdu,\(sw.o RSN £ ézw

/L:o L\A Q\M/)O Ce-0 < ()dm\( %‘n«‘ M m‘y&«& 29mo /g wgz?c'&\«: 6& g;jgfz

\JX WXWFQ— '{U%‘k I ‘owmi o&ﬁQQ_ l:z%(o_ )c-xa(=o 290 %‘n—? Ne maw emele cle Mo
Pos;s«o Lmeno T'a&[ao&ci, cone cla wfuz wncle O&\Q JZ&O ele gw&m‘c[

1 1 1 1
J-FCX s —%) = ( j = ( )
2 'aa\i a:-—w 2x 2k

L\Qm,uo o(:v,_tl.umc.ma,ma Mo% \)ZzeR.
&ﬂc\alwo 'to,Q(Xe imvw&,‘lu.‘ . (OM—L ‘n:p»o.‘ M~ a2 J/;«)Sf(h—o (bou% caa,Q’ Ui
Ho f(w.a\ T 45+ L>(7 o~ o be R {O} . Asea P celR
I(wtﬂﬁc . mﬂg}

o
Q

f 1]

= 4 (xay) ¥+ Lsz- D) e
&wr\oare, ¢ J )3~ I

& > + % (c-axn) + bx® — t@_mf:

n

is 2 (3 ac > 2
Ax — &y, 4 &S 4 L2 o5, 220, &
L L L S

n

x (b-E) v (a-grzds -

© ha



. b—sa=0
QUCN¢C I)I‘C,EO d=p {QL—&ZTI- 2QCc =0 . :ba%, "lmaq_ ngu—{e«-\o. C=o oﬂ)m c-a.

Qe -c*=0
L& cso, vl wcnda w Yhove a (b-D=o0 | qib bio | o wdlsf ancle & e
Qt\l_bv\&wa ‘PV""{L 6_ 'L%Q_, ‘ou.MQ- %3” D{-)al- .

\(‘Q C?Q.l ﬂ&—@ﬂ- &CM\{O_ n Q\L‘UDVQ_ (‘B (L‘H—Q)CO) ?uu»é' J.'>="‘{. CLO. a&bld;%__ QAACLJL '&F—"‘b\nt

)

%v(ﬂ.w—f) 7V£’“¢‘ & tz\‘q_ d,>c~a,é/=q, ) oM QL T -4 .

?% 9\,@&0 "c(juu{f& /é_ .rc\mTL ()24.10¢CL1 ; /&, W&n_‘a_ °W ‘IMSL‘o.e A. ‘%t«cw/ et dluo,&tu che

el PR

——

Wilizroe ¢ 2ps ) Cosmp | tﬁ\edmcsw.o 2 o Veado & éfo’ﬁ

7

&\/

ESERcl &0 )&:a-}/kx,

% 5 . ) /aem

a = —/ug —>¢+(L—/4,O>c

C&\) Dalpbitsms Novoe  Usa %J»«d:ww \'k(maﬁ & A C/l th cle

- E, . 9“ \( + ¢
)C JC 5) 3( ;(/L
- 8__[:( b o _ _ z
a‘ Cci) = (‘,,‘7)_/4.4; + 4—5» Dk

bﬁ% PWQ -uiuo,%lf&w. n wmcave “\CN«J\—' -h?l;gz-k/uxdu_}_ e, dove (30 (’»¢CQ U o
(pu,»?-cew W ol el x.  SoNVurndo nalll  seconda 2puaeione w Neova

)



Y -\—C,\Cw\:/uiu >(-\—/Cu—4bx7' &= ' Gd= )(,{—5/,(—1\3(.?‘ = o= i—xz-k /5‘}‘_‘\34-%1&,

‘Pe>7{wu~o u[u(‘,\_{L‘ BQXZ’_Q&Q

HCM‘Z): :{L/97‘+/J.XJ\/+2"LX1+ /L%I-)C?.

4 fQ N vy 'Z,:w(‘éo, L&wf«é'&o:\u‘wa m;;[m%fo o{ H.

Cb\) ?UC /A:o) QJ‘O\s{%o H(”La\? 21324_ éxz—§' >63 ) CLQ Z Lawﬁeto“’tiavo- b

)
{DL/Q meccomcco e W () = % 7 —:% x> & WOons x (4-%) .

T Nl ol WXt wewo ?uf,.,o(n' ':Piz[o,o\ 2 FP?IC CL‘o\ .

—_—— — N

A WO
’FOCCL\G’ Xzo0 =2 r,cu.&o .ﬁx‘ Maltnalind Za@ & \/l/) 2 =1 2
PUA«’J (C\ Ao /&m’z/ » \no_ CLC
: S rPL z U~ (_)u,féa de é?m (p,.,\%zo
o L "

:Pz Z U~ (JVMQIQ e é?m vIh .
IM&&“Q /& WSlMCE\) oo //(.M,W o /ZV&QO
HH‘W)C HQ‘Z,} @&n Z’gﬂ W) = Z’

b\m«]wz {Q ?,fl—/w%‘o 4. %)ﬂe Z

"

[2 d*LLfTL Gy/v,:odftcﬁxg. w Yeovaeo 64 C,?f-rwo o C&%‘u ?,_ , € >0 zacchiuse O[W'ﬂ[:ﬂl

Owoo@{ma_ o ’PZ &UCN&& ﬂ(’fl%\ -E—fﬂa-:oéécn__ &QO X e € CE,D\%], &ﬂ/&

X T Ko m&i-{ew oAe WACHE % O'{Jllbw::. @_ Xx=1, Q-UC,,&' >x =4, _Tmr/‘f“&

n

w2 unm neres\umo “\-o/ch.a/ x=14 Co%soos«\—a& [ ’?z

()

Fo M=, abbians H(w.% = iaﬂ X}-‘-;‘/xt: zl (é(+>c)z. Reely do,z




imrimd Lo Bt e H sens GavenieN ) Menites e 4 sehiVe so Yole
oo palld Ve o e e & ocel®. Imfl‘zg{(;pwqg 'l 3o
WH o ol ¢ opude ik wlle yex-o.

T Vel o foe T quind-

N
\\\

& VU

2, e I= [o7]

ESERcl &10 (
fhma A(x=3)+ 5 we s Lé3]d

3 i
4+ P00, we = [44]
con L€ (o2].
fﬁ\
Ao
1
2Le(o, L)
AL=1
Lo
> e (1,2)
1] A< 2
7
O i|/ 4 2

[I
G 2

(&) (f& (AATLL\/Q&C J:_ 2 3—3 ‘DCCOP#%O J;_ 2 CT.& V)» € (0,3)} A/k&%’t& J; mon
’?/\:CO(YLQ &.chM L,:T@wqﬁ@: ~no A e (o,a\.

—_—

Imvace\(w/g),za/ J.L @{cp‘yuz_ J;_JZ_ J:., J;‘\rfc»[)\a J;, a;’L:CO/Y'L(L
I T = &
Quind: £'f - gl o wriane & (o] &



VAV

A eCo]9 A=2

(\9) ?Q/( oX\,\C Xe (0 2—3 Lo hnefoe £1 ha <o Pu.«\ %.\3\ .

- Xizo \ ?QIL cox }&P (x,_\ 2.>’l 70\,1, I {J‘QB’\VO b//]_é(olz}

Pl . .
- o, = j:l e o I&z(xglz 1-\-% >4 qvf-¢\ Dlouga«\m v Aelo2 |

E/L )\\){L:MQ < PU«AC P?//Hdn\c; ﬁ‘\. ()uéoﬂﬁ’o M Caiine 0 Z/ CQMJ?CQ/L'&M,O £;Cé’)o &l' LL
ga/(’(é): %“'2‘ € J; \/leCo(zjj qutn«,u

QP;(J%): j),l(%+é>: (L+%><%_%_>: (Mg;(z—_@= 4“2}:

- 1
& 2

oo,

Osseenioms cha f;C%) <j \7/)—6(01;& ) QUL‘“S(" i 3‘“50‘\“ o j);

5
b 4

1
2Le(o, L)
=1
Lo
> e (1,2)
oL A2
0" v I L
? G ‘s

e )QXVJL chs * 05;‘,\( L€ (O‘z_\(, 2ANL U cnﬂo‘g__iﬁ f‘”& ()vaosé'c; A (}Ln.'ofb hitno 2,
el !«'ua-%c Ura m\aﬁi ‘ﬁ/b-\aitca. l_/u{(:ca,\,éfag' Con 84.‘31 | n \Ao. 34_6 le 8Z € J\-
Quendy ’(f;)](gﬂ_)lq(a{ii)\(azﬂr ),(H%‘B .

La, cord: 2lomma (mc[,«[ Mo m“brw%GNC ) Cf(;\“,uéﬁ\' /1(1-}%341 & ) e(o,\E_D_




@W(_wx\-a CLQI e 2= \E—L, w ha (69;')'(6!_ = (&D/;jCaa):—:L. Patcl\[ G M&@m_ £;I
/&MN e fu?f)w, ( ‘p\»»\c Mg S0 SMT-Q%R\/J.

(0) T"CDVCN,_D S, coﬁ\-%%a Unn &m S(\ CQ,VQ.QQ:A ()&v. J;Z— vasndo /’(\n:‘- VQ%’

J: [ 2'2\ }Cz_&
O[OV{ X, = Z:i‘ z ¥ (gumqa 2&‘»@ & cfl/ 2 %L-=4(a’}33€ a:_ = Wm'oﬂ,‘co_ il (D=, .

$ e g:(q,gzggcwgcxz. Rehe fed) 4e L) ez, T & uw fon ot s
2
pee cg,' 4 ho

z G-X &) 3N
J' E&D [ _ & - = —_ - 2
5,1(?)“2 5 4&0(’«—/73 = P[D AL +4) —2)- ¢ 20,

\/mQ&wo 4% Bzéwwqi cordi R PC03=—(( , p@=16, pld= 3 rgA-2, =
pod 20 ap e (-a, —&"f@]u[—%;ﬁm\ Qi 213/6,(‘4*“_3\’7‘@) bl cla
?(/T):o rs \:C/D?o vlelX 2],

62\”«919 WWQ{MQ c(& 5, zool’owa ’ zé. co«é‘“a-«.‘m GQL?&Q..



