Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito del 20-01-2016

- E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (13 punti) Data la funzione
fla,y) = e TV

i) trovare tutti i punti critici e, se possibile, caratterizzarli come punti di massimo locale, minimo
locale o sella;

ii) dire se esiste il limite
im

(z,y)—>(0,0) \/ '7:4 + 2y2

iii) determinare massimo e minimo di f(z,y) sull’insieme

Q={(z,y) eR?: 22 -1<y<3}

Esercizio 2. (9 punti) Data la curva (v,I), con I = [%, g] e parametrizzazione

v [% , g} — R?%, ~(t) = (log(l + cos?t), t2)

i) scrivere l'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto
P=(l0g}, % ):

ii) calcolare il lavoro lungo la curva (v, I) del campo di vettori
—r
s ]
F(z,y) = ( . )
x2+y?

Esercizio 3. (11 punti) Data la superficie ¥ C R? immagine della parametrizzazione
c:D =R, a(u,v):(v2,u+v,u2—|—2uv)

definita sull’insieme
D={(u,v)€R* : v>0,u>0,u+v<3}
i) scrivere ’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = (1, 2, 3);

i) calcolare I'integrale di superficie [[; ydS.



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
$4+CE2 + 2
flz,y) =et 700

i) trovare tutti i punti critici e, se possibile, caratterizzarli come punti di massimo locale, minimo
locale o sella;

La funzione & composizione della funzione esponenziale e di un polinomio definito su tutto R?,
dunque ¢ almeno di classe C? su tutto R2. Per trovare i punti critici dobbiamo dunque risolvere il
sistema V f(z,y) = 0, ossia

(423 + 2zy) e®' To7v Y =

(22 + 2y) ¥ Tty =
La funzione esponenziale non si annulla mai, dunque dalla seconda equazione si ricava 2y = —z2,
e sostituendo nella prima otteniamo 3 = 0. Dunque f ha un solo punto critico, dato da

e~ (2).

Per caratterizzarlo andiamo a calcolare la matrice Hessiana di f. Poiché f ¢ di classe C? su
tutto il dominio, la matrice Hessiana ¢ simmetrica. In particolare troviamo

[1222 4 2y + (423 + 22y)?] = H2°9H0°  [22 4 (423 + 2ay) (22 + 2y)] e He vty
[22 + (423 + 22y) (22 + 2y)] e oty +y? 2+ (2% + 2y)?] e ety +y? ,

0 0
wran-(12).

Si ha det H f(0,0) = 0. Dunque C non si pud caratterizzare studiando solo la matrice Hessiana,
che risulta essere semi-definita positiva. L’unica conclusione che possiamo trarre ¢ che C non e
sicuramente un punto di massimo locale.

(Approfondimento: Si pud comunque dimostrare che C' ¢ un punto di minimo assoluto, quindi
locale. Infatti per ogni (z,y) risulta verificata la disuguaglianza

[§]

3 1
oty 4+t > 1964 & (§x2+y)2 >0

e quindi f(x,y) > eiv! > £(0,0) =1.)

ii) dire se esiste il limite
im

(2,y)=(0,0) (/2% + 292



La funzione di cui dobbiamo studiare il limite & definita su R? \ {z* + 2y% = 0} = R?\ {(0,0)}.
Il limite & della forma indeterminata 8, dunque iniziamo a studiarne il comportamento lungo le
rette della forma y = Az con A € R. Si trova

4 3 2,2
lim leimer+)\m+)\w_1:imwzo VAeR\ {0}
y=Xz, (2,y)—=(0,0) \/at +2y2 =0 |z|Va? +2X2 =0 |z Va2 + 2)\2 ’

-1 zt 1 4 4

lim JAI) -

y=0, (z,9)—(0,0) /24 +2y2 20 x2 2—0 x2

Dunque se il limite esiste, ¢ uguale a 0. Per le proprieta dell’esponenziale possiamo dimostrare che
e 0 il limite

=0.

i zt + $2y + y2
im _—
(z.y)—=(0,0)  /x* + 292

e per farlo cerchiamo una buona maggiorazione. Si trova

Pty 2| ety Yl g L HAY 3 s

< + < <
vVt 4 2y? Vat+2y2 a4+ 2y 2 ot 4292 T 2

e chiaramente /24 + 2y2 — 0 se (x,y) — 0. Quindi il limite richiesto esiste ed & uguale a 0.

ii1) determinare massimo e minimo di f(x,y) sull’insieme

Q:{(:E,y)GR2: $2—1§y§3}

L’insieme () & rappresentato nella figura 1. Per studiare massimo e minimo assoluto di f su €2
dobbiamo considerare i valori che la funzione assume sui punti critici liberi interni a €2, sui punti
critici vincolati al bordo di €2, e sugli eventuali spigoli del bordo e punti di non differenziabilita
della funzione.

Figure 1: L’insieme §2.



La funzione f non ha punti di non differenziabilita, e i punti critici sono stati trovati al punto
i). L’unico punto critico ¢ C' = (0,0) che ¢ interno ad €2, e va quindi preso in considerazione.
Passiamo al comportamento di f sul bordo di €. Gli spigoli sono i punti

o-(s) (V)

Il bordo & composto da due parti

FQ:{y:x2—17—2§m§2}

Studiamo prima f ristretta a I'y. Parametrizziamo il segmento tramite

71(15):(;), tel-2,2

Componiamo con f e otteniamo la funzione di una variabile
()= fon() =0 a2,

Si trova ¢ (t) = (463 + 6t) el 319 che si annulla solo per t = 0 € [~2, 2], quindi otteniamo il

punto critico vincolato
0

Studiamo ora f ristretta a I'y.Parametrizziamo I'y tramite

t
vz(t)=<t2_1>, te[-2,2]

otteniamo, componendo con f, la funzione di una variabile
@(t) = fln() =5 tel-2,7)

Si trova gh(t) = (12t3 — 6t) 3341 che si annulla per t =0 e t = :tg, tutti interni a [—2, 2].
Quindi otteniamo i punti critici vincolati

V2 _V2
Q4=72(0):<_01>7 Q5=72<\f>=(_2 >, Q6=72<—\g§>=< - )

1
2

NI= N

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque
fIO)=1, f(Q)=Ff(Q2)=¢€", [f(Qs)=¢
f(Qs) =€, [f(Q5)=f(Qs)=e1.

Per cui su €, il minimo di f & 1, e il massimo & e3”.

NI



Esercizio 2. Data la curva (vy,1), con I = [%, %] e parametrizzazione

v [%, g} — R?%, ~y(t) = (log(l + cos?t), t2>

i) scrivere l’equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto
P=(l0g}, %)

La parametrizzazione (t) ¢ di classe C', quindi la retta tangente al sostegno della curva esiste
in tutti i punti che corrispondono ai valori del parametro ¢ € I per cui v/(t) # 0. In particolare per

P = <log% , 7{—;) troviamo innanzitutto tg € [O, %] tale che v(t9) = P, quindi risolviamo il sistema

{ log(1 + cos?ty) = log 3

2 _ m2
t0_16

Si ricava immediatamente che I'unica soluzione ¢ to = 7. La retta tangente al sostegno nel punto
P & quindi generata dal vettore velocita

2 sin(to)gos(to) _%
7/(t0> _ < 14+cos?(to) ) _ ( B )
2to 3

e un vettore normale al sostegno nel punto P e quindi

L’equazione cartesiana cercata e allora

s 1 3 +2 2 0
— |z —log = = - —1=0.
2 5) T3 \Y " 16

it) calcolare il lavoro lungo la curva (v, I) del campo di vettori

Y
- 2+ 2
F(%?J)Z( o )
12“1’:[/2

Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F, che & ben noto. 11 suo dominio & R?\ {(0,0)}

Wi N

oFy . OR

rot(F)(z,y) = o (,y) 9

(.%', y) =0.
Quindi il campo F e irrotazionale.

Prima di chiederci se il campo & conservativo (dovremmo ricordarci che non lo &!) studiamo
le proprieta della curva (v, I). La curva non ¢ chiusa, quindi non possiamo applicare il Teorema
del Rotore, ma possiamo vedere se il lavoro si puo calcolare restringendo il dominio del campo
ad un insieme V, che sia semplicemente connesso e che contenga il sostegno della curva. Se cosi
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Figure 2: 11 sostegno di (v, I).

fosse, potremmo considerare F|y e trattarlo come campo conservativo. Disegniamo innanzitutto il
sostegno di (v, I) (vedi figura 2).

Possiamo quindi scegliere V' = {y > 0} e usare un potenziale di F su V. Un possibile potenziale
su V e la funzione

f(x,y) = —arctan z ,
)

quindi

Esercizio 3. Data la superficie ¥ C R immagine della parametrizzazione
c:D =R, J(u,v):(v2,u+v,u2—i—2uv)

definita sull’insieme
D:{(u,fu)eR2 : vZO,uEO,u—HJSZ&}



i) scrivere l'equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = (1, 2, 3);

Dobbiamo trovare il vettore normale a ¥ nel punto P, che si ottiene come P = o (1, 1).
Scriviamo quindi innanzitutto la matrice Jacobiana di ¢ da cui otteniamo il vettore normale come
prodotto vettoriale tra le due colonne. Troviamo

0 2v —2v
Jo(u,v) = 1 1 e fi(u,v) = | 4v(u+v)
2(u+v) 2u —2v
Calcoliamo quindi 77 (1, 1), che &
-2
A, 1) =] 8
-2

Quindi ’equazione cartesiana del piano tangente a 3 in P &

—2(x—-1)+8(y—2)—2(2—3)=0.

i) calcolare lintegrale di superficie [[s ydS.

Applicando la formula per I'integrale di superficie, dobbiamo calcolare 'integrale

[ vas= [ ol o) dude
) D
Dal punto i) troviamo che

17 (u, v)|| = /402 + 1602 (u + v)2 + 402 = 2v/20\/1 + 2(u + v)?2

dove abbiamo usato che v > 0 su D.
L’insieme D é raffigurato nella figura 3, e si puo scrivere come insieme semplice rispetto alla u
nella forma

D={(u,v) : 0<v<3,0<u<3—v}

Applichiamo quindi le formule di riduzione per insiemi semplici e otteniamo

//Eydsz//D y(u,v)”ﬁ(u,v)”dudv://D 2v20(u + v)\/1 + 2(u + v)2 dudv =

3—v

:2\/5/03 (/03 v(u—i—v)\/mdu)dv:2\/§/03<g[1+2(u+v)2]3>‘ dv =

0
2 (3, . : 2 (192 1 3
:\g/ (193w — ol +20%)3) dv:\[< 9 v2—[1+2u2]3> ‘0:
0

3 2 10

:‘3{3(494@“) .
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Figure 3: L’insieme D
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