Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito A del 14-06-2017

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (14 punti) Data la funzione
f(e.y) =1og (1+ (22 y)7)

i) dire se esiste e, in caso affermativo, calcolare la derivata direzionale di f nel punto P = (v/2,2)

V3 1>;

nella direzione v = (7 , 3
ii) dire se f e differenziabile in @ = (0,0);

iii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

1
Q_{(x,y)€R2::):ZO,yZO,xy§2,2x§y§2x}.

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare I'integrale

//Q(:v—i—y—l)dwdy

dove @ = {(w,y) €R? w20, 2% +47 >4, 2 + L1001},

Esercizio 3. (8 punti) Data la superficie
YS={(z,y,2) ER® : 227 +y* + 22 =12z}

V2 42

i) scrivere I'equazione cartesiana del piano tangente a 3 nel punto P = (O, 5 7);

ii) fare un disegno approssimativo di ¥ e scriverne una parametrizzazione globale.



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
f(@,y) =1log (1+ (2*4)7)

i) dire se esiste e, in caso affermativo, calcolare la derivata direzionale di f nel punto P = (v/2,2)

V3 1)).

nella direzione v = (7 5

Il dominio naturale della funzione & R? e f(z,y) si puo scrivere come composizione delle funzioni
g(t) = log(1+1t) e h(z,y) = (22 y2)§ La funzione g ¢ differenziabile su tutto il suo dominio
{t > —1}, e h & differenziabile certamente in un intorno dei punti in cui zy # 0. Dunque certamente
f e differenziabile in P.

Per determinare 'esistenza della derivata direzionale di f in P nella direzione v = (@, %),
abbiamo due possibilita. La prima e usare la definizione di derivata direzionale, e dunque studiare
lesistenza del limite

e —pp) (V2P 24 0) - 10/22)
lim = lim =
t—0 t t—0 t

i log (1 T8+ 3t4+(4\/6+24)t3+(32f+56)t2+(64\/6+64)t)%) ~log(3) L4+ /G
=% t =79

La seconda strada e usare la differenziabilita di f in P per scrivere
Dyf(P) =< V[f(P),v>

Dunque calcoliamo il gradiente di f in P, che risulta essere

2xy?

32y (1) ) 22
. - (z,y)=(v2,2) 2
3(z2y?)3 (1+(a:2 y2)3 9
e quindi
32vV2 12 1 6
va“”)\zf\g[*g +9f

i) dire se f ¢ differenziabile in Q = (0,0);

Scrivendo come sopra f come composizione delle funzioni g(t) e h(z, y), non possiamo concludere
perché @ ¢ {zy # 0}. Dobbiamo dunque procedere verificando la definizione.
Iniziamo studiando 'esistenza delle derivate parziali di f in (0,0). si trova

g(0,0) — lim f(t,O) — f(070)

ox t—0 t =0




Dobbiamo poi vedere se

=0.

lim
(z,y)—(0,0) Va? 4+ y?

Sostituendo i valori della funzione e delle sue derivate parziali, si ottiene usando log(1+ 7) ~ T per
T—0,

log 1+(w2y2)% 2,21
lim ( ) = lim (27 y7)*

(2,y)—(0,0) V2 + y? (z,y)=(0,0) \/x2 4 2

Per dimostrare che 'ultimo limite ¢ uguale a 0, usiamo il criterio del confronto con la disuguaglianza
2ab < a* + b* con a = |z| e b= |y|, e scriviamo

=475 (2 +y)s

. . 1 1, . - .
e osserviamo che la funzione G(z,y) = 473 (22 +y?)s & continua nell’origine essendo composizione
di funzioni continue.
Abbiamo quindi verificato che

Lo f@y) = £0,0) - 50,002 = §(0,0)y

(z,y)—(0,0) Va4 y?

e dunque la funzione ¢ differenziabile in @ = (0,0).

=0

ii1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

1
Q:{(:c,y)ERQ:$20,y20,xy§2,2a:§y§2x}.

L’insieme 2 & rappresentato nella figura 1.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su {2 dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume su eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici liberi interni a €2 | sui punti
critici vincolati al bordo di €2 e sugli eventuali spigoli del bordo.

(o] o [¢]
La funzione f & certamente differenziabile in (), perché QC {zy # 0}. Nei punti di ) possiamo

calcolare il gradiente
2zy>

2 1
3(x2y?)3 | 14+(22y?)3
Vf(ﬂf, y) = 2<3;2y )

32y (142 y2)h)

e]
e si verifica che non ci sono punti critici liberi in ().



Figure 1: L’insieme §2.

Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di Q. Gli spigoli sono i punti

() () ()

La funzione f ¢ differenziabile su tutto il bordo per quanto visto nel punto ii) dell’esercizio. Il
bordo lo dividiamo in tre parti:
M={ay=2,1<x<2}

1
F3—{y—2x,0§x§2}.

Per quanto riguarda I'; possiamo usare la parametrizzazione

’yl(t):<t,t>, tell,2],
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

g1(t) = fn(t) =log (1+43),  te12.

Risulta g} (t) = 0, dunque tutti i punti sono critici vincolati, ed essendo la funzione costante bastera
considerare il valore sugli spigoli S7 e So.
Passiamo a I'y, per cui possiamo usare la parametrizzazione

Ya(t) = (t, 2t), t €10,1]

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

g2(t) = f(72(t)) = log (1 + 43 t%) . telo,1]

1
Abbiamo g5(t) = —23— %té in (0,1), e dunque non ci sono punti critici.
1443 ¢3



Per quanto riguarda I's possiamo usare la parametrizzazione

Y3(t) = (t, ;t> . tel0,2]

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

galt) = f(a(t) =log (14+47513), te0,2]

_1
Abbiamo g5(t) = 11_% %t% in (0,2), e dunque non ci sono punti critici.
+473¢3
I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

F(S1) = f(S2) =log (1+4F), f(S3) =0.

Dunque il massimo di f e log (1 + 4%) e il minimo & 0.

Esercizio 2. Calcolare l'integrale

//Q(:L‘+y—1)d:rdy

doveQ:{(x,y)€R2 x>0, 202 +y? >4, %_i_(y;l)Q Sl}.

L’insieme 2 & rappresentato nella figura 2.

D 4

0 1 2 3 4
Figure 2: L’insieme (2.

Scriviamo {2 come insieme semplice rispetto alla z. Troviamo innanzitutto il punto A in Q
di intersezione della circonferenza e dell’ellisse che delimitano l’insieme. Cerchiamo quindi una

soluzione del sistema
x>0

2, -1? _
2 4 by



Troviamo 22 = 4 — y? dalla seconda, e sostituiamo nella terza. Si ottiene 1’equazione
3y? — 14y —5=0

che ha soluzioni y; = 5 e ys = —%. La soluzione y; non & accettabile (troveremmo x? = —21), e
quindi otteniamo che la coordinata y del punto A & y = —
Possiamo quindi scrivere 2 = €21 U 29 dove

Ql:{(x’y) s <y<2,VAiSg<z<yT 1_@—1)2}

1
3

4

4

//Q(w+y—1)dxd@/://gl(:E—i—y—1)da:dy+//02(:n—|—y—1)dxdy

Calcoliamo i due integrali:

2 ﬁ 17(9_41)2
z+y—1 dmdy:/ / x+y—1)dx | dy=
//m( ) e T )

1
3

/2 (1 24y 1) ) A
= —X — X
,% 2 y x=+/4—y2

2 12 2 _
:/ (;_7(981)—2+y2+ﬁ(y—1)\/1—(y 41)2—y\/4—y2+\/4—y2> dy =

3 7 1 4T —1)%\3 , 1 1 2
:(y—(y—1)3+y3— f(l—(y ))2+(4—y2)g+2arcsing+2y\/4—y2>‘ L
B

92—{(x,y>:2§ys3,osmﬁ 1—(y‘1)2}

Dunque

2 24 6 3 4 3

3 V7 /1_(?/*41)2
// (x—i—y—l)dwdy—/ / (r+y—1)dx | dy =
Qo 2

0

= /23 <;$2 + (y — 1):1:)

—1)2
x:ﬁ 1_(1/4)

=0

Si ottiene quindi



Esercizio 3. Data la superficie
YS={(z,y,2) eR® : 227 +y* + 22 =12z}

V2 A2

i) scrivere l’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = (O, A 7);

Possiamo considerare > come insieme di livello della funzione differenziabile
F(x,y,2) =22 +y* + 2 + o
che verifica

4r +1

1
VFE(z,y,z) = 2y e VF(P):VF<O,?,?>: V2 | #£0

2z V2

Quindi P e un punto regolare per X, e I’equazione cartesiana del piano tangente a 3 in P & data

da
z+V2 <y—\f>+xf2 (z—?) =0.

ii) fare un disegno approssimativo di ¥ e scriverne una parametrizzazione globale;

Scrivendola nella forma
Y ={(z,y,2) eR® : * + 22 =1 -z — 22°}
la superficie si puo interpretare come superficie di rotazione, ottenuta facendo ruotare intorno

all’asse z il grafico della funzione g(z) = V1 — & — 222, definita in [—1, %], dunque parametrizzan-
dola come superficie di rotazione possiamo scrivere che ¥ = o(D) dove

D:{(t,@)eRx[O,Qw] : —15755;}

oc:D—R3 con U(t,cp):<t,\/1—t—2t2 cosp, V1 —1t— 2t Singp)

Il disegno di ¥ ¢ Vellissoide in figura 3.

Figure 3: La superficie X.



Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito B del 14-06-2017

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (14 punti) Data la funzione
f(@.y) =1og (1+ (22 y)?)

i) dire se esiste e, in caso affermativo, calcolare la derivata direzionale di f nel punto P = (2, 2v/2)

nella direzione v = (§ , ?),
ii) dire se f e differenziabile in @ = (0,0);

iii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

1
Q_{(x,y)€R2:xZO,yZO,xySB,SxSySBx}.

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare I'integrale

//Q(:v—i—y—l)dwdy

dove @ = {(w,y) €R? w20, 2% +42 <9, 2 4+ L0 > 1},

Esercizio 3. (8 punti) Data la superficie
3= {(azjy,z) eR3: 2?4372 +2% = 1—2y}

i) scrivere I'equazione cartesiana del piano tangente a 3 nel punto P = (@ , 0, g)

)

ii) fare un disegno approssimativo di ¥ e scriverne una parametrizzazione globale.



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
f(@,y) =1log (1+ (2*%)7)

i) dire se esiste e, in caso affermativo, calcolare la derivata direzionale di f nel punto P = (2, 2v/2)
2 072

7

nella direzione v = (

Il dominio naturale della funzione & R? e f(z,y) si pud scrivere come composizione delle funzioni
g(t) = log(1+1t) e h(z,y) = (22 yQ)é La funzione g ¢ differenziabile su tutto il suo dominio
{t > —1}, e h & differenziabile certamente in un intorno dei punti in cui zy # 0. Dunque certamente
f e differenziabile in P.

Per determinare 'esistenza della derivata direzionale di f in P nella direzione v = (@ , g),
abbiamo due possibilita. La prima e usare la definizione di derivata direzionale, e dunque studiare
lesistenza del limite

ety - gy (2R N2 eF) -2 2vY)

t—0 t t—0 t
log (1 (324 t4+(8+4\/§)t3+(24+22\/§)t2+(64+64\/ﬁ)t)g> ~log(5) A
= lim = — (1+V2).

t—0 t 25

La seconda strada e usare la differenziabilita di f in P per scrivere
Dyf(P) =< V[f(P),v>

Dunque calcoliamo il gradiente di f in P, che risulta essere

dxy?
3 2 8
5(x%y?)5 <1+(ﬂf2 y2)5) 25
Vf(P) - 4z2y . (z y)7(272\/§) o 4 \/§
5 (2 y2)% <1+(m2 y2)g> 25
e quindi
2 8 2 4
D,f(P) = ‘[—+ ‘[f\@:—(uﬁ).

i) dire se f ¢ differenziabile in Q = (0,0);

Scrivendo come sopra f come composizione delle funzioni g(t) e h(z, y), non possiamo concludere
perché @ ¢ {zy # 0}. Dobbiamo dunque procedere verificando la definizione.
Iniziamo studiando 'esistenza delle derivate parziali di f in (0,0). si trova

g(0,0) — lim f(t,O) — f(070)

ox t—0 t =0




Dobbiamo poi dimostrare che

=0.

lim
(z,y)—(0,0) Va? 4+ y?

Sostituendo i valori della funzione e delle sue derivate parziali, si ottiene usando log(1+ 7) ~ T per
T—0,

log 1+(w2y2)% 2,22
lim ( ) = lim 27y

(2,y)—(0,0) V2 + y? (z,y)=(0,0) \/x2 4 2

Per dimostrare che 'ultimo limite ¢ uguale a 0, usiamo il criterio del confronto con la disuguaglianza
2ab < a* + b* con a = |z| e b= |y|, e scriviamo

2, 2\2 2 2\ 4
()f\\yifﬁ} <t TV e g
vty (22 +y?)2

. . _2 3 . - .
e osserviamo che la funzione G(z,y) = 475 (22 +?)10 & continua nell’origine essendo composizione
di funzioni continue.
Abbiamo quindi verificato che

Lo f@y) = £0,0) - 50,002 = F(0,0)y

(z,y)—(0,0) Va4 y?

e dunque la funzione ¢ differenziabile in @ = (0,0).

=0

ii1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

1
QZ{(w,y)ERQ:$20,y20,xy§3,3x§y§3x}.

L’insieme 2 & rappresentato nella figura 4.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su {2 dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume su eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici liberi interni a €2 | sui punti
critici vincolati al bordo di €2 e sugli eventuali spigoli del bordo.

(o] o [¢]
La funzione f & certamente differenziabile in (), perché QC {zy # 0}. Nei punti di ) possiamo

calcolare il gradiente
4y

3 2
5(x2y2)5 | 14+(22y?)5
Vf(ﬂf, y) = 4<3;2y )

s (1420}

e]
e si verifica che non ci sono punti critici liberi in ().

10



3

0
1 2

Figure 4: L’insieme €.

Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di Q. Gli spigoli sono i punti
1 3 0
Sy = 3 = .

1 0

51:(
3

La funzione f ¢ differenziabile su tutto il bordo per quanto visto nel punto ii) dell’esercizio. Il

0

bordo lo dividiamo in tre parti:
M={a2y=3,1<x<3}
Iy={y=3z,0<x<1}

1
ng{y:x,0§$§3}.
Per quanto riguarda I'; possiamo usare la parametrizzazione
3
< > , tell,3],

tell,3].

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
4
91(t) = f(n (1) = log (1+3%) .

Risulta ¢} (t) = 0, dunque tutti i punti sono critici vincolati, ed essendo la funzione costante bastera
considerare il valore sugli spigoli S7 e Ss.
Passiamo a I'g, per cui possiamo usare la parametrizzazione
oty =(t,3), te[0l]
t €[0,1]

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
18
g2(t) = f(r2(t)) = log (1 + 35 ts) 7

in (0,1), e dunque non ci sono punti critici

3
5

t

SN
oo

3
1+3

11

S
[See

Abbiamo gh(t) =
t



Per quanto riguarda I's possiamo usare la parametrizzazione

1
v3(t) = (t, 3t> , t €10,3]
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

gs(t) = f(u(®) =log (1+37345), te(0,3]

_4
Abbiamo g4(t) = —3—F— %t% in (0,3), e dunque non ci sono punti critici.
14375 ¢5
I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

F(S1) = £(S2) =log (14+3%),  f(S5) =0.

Dunque il massimo di f e log (1 + 3%) e il minimo & 0.

Esercizio 2. Calcolare l'integrale

//Q(:L‘+y—1)d:rdy

doveQ:{(x,y)€R2 cx>0,224+9y* <9, %_i_(y;l)Q 21}.

L’insieme 2 & rappresentato nella figura 5.

2F

o 1 2 3 7 5
Figure 5: L’insieme (2.

Scriviamo {2 come insieme semplice rispetto alla z. Troviamo innanzitutto il punto A in Q
di intersezione della circonferenza e dell’ellisse che delimitano l’insieme. Cerchiamo quindi una
soluzione del sistema

x>0
4y’ =9
z? (y—l)z 1



Troviamo 22 = 9 — y? dalla seconda, e sostituiamo nella terza. Si ottiene 1’equazione
>+ 16y —17=0

che ha soluzioni y; = —17 e y2 = 1. La soluzione y; non ¢ accettabile (troveremmo z? = —280), e
quindi otteniamo che la coordinata y del punto A & y = 1.
Possiamo quindi scrivere 2 = €21 U 29 dove

QlZ{(SC,y) : —3§y§—2,og$§\/@}

Qz:{(ﬂc,y) : _2Sy§1’2\/§m§x5w}
//Q(a?—i-y—l)dxdy://gl (x—i—y—1)dxdy+//92(a?+y—1)dxdy

Calcoliamo i due integrali:

//Ql(~76+y—l)alur:dy:/_;2 (/OM(ery_de) dy =
IR

dy =
279 1, 5 >
=/ S sYHYVI— P - VI -y ) dy =

Dunque

=0

2 2

9 1 1 9 1 -2
= <y — P - L9-v))2 - 5 arcsin% —5YV9- y2> )_3;

1 Vo—y?
// (x+y—1)dmdy:/ / S(w+y—1)dr | dy=
Q2 —2 22 17%

- /12 (;xz +(y— 1)x> Vo

=22 1_4(9*91)2 dy =
1o 4 “ 12
=/ (—y2+y\/9—y2—\/9—y2+9(y—1)2—2x/§(y—1) 1—(y9)>dy:

L \2 2

1 14 1 i 9 oy 1 4 3 (y—1)2\32\ It
—(zy—=—=(9—9?): — = 2y VIR —(y— 1P +6v2 (1 - ( .
<2y ¢V ~ 30y g aresing — oy i s f( 9 ) s

Si ottiene quindi

16 — V2 1
//Q(azwLyl)dz:dy:G?)\[Zwiarcsin(g).

13



Esercizio 3. Data la superficie
Y= {(z,y,2) €R® : 2* +3y* +2° =1-2y}

i) scrivere l’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = (? ,0, g)

La superficie X ¢ scritta come insieme di livello della funzione differenziabile
F(z,y,z) =22 +3y° + 22 + 2

che verifica

2z V2

VF(z,y,z) =] 6y+2 e VF(P)zVF(?,O,?)z 2 #0
2z V2

Quindi P & un punto regolare per X, e 'equazione cartesiana del piano tangente a X in P & data

ﬂ(m—?)—i—ly—l—ﬂ(z—\f) =0.

ii) fare un disegno approssimativo di ¥ e scriverne una parametrizzazione globale;

Scrivendola nella forma
S ={(zy,2) eR3: 22422 = 1—2y—3y2}
la superficie si puo interpretare come superficie di rotazione, ottenuta facendo ruotare intorno

all’asse y il grafico della funzione g(y) = /1 — 2y — 3y? definita in [—1, %], dunque parametrizzan-
dola come superficie di rotazione possiamo scrivere che ¥ = o (D) dove

D:{(t,cp)G]Rx[O,%r] : —1§t§?1)}

o:D—=R>  con a(t,cp):(\/l—Qt—Sﬁcosgo,t, 1—2t—3t251n<p>

Il disegno di ¥ ¢ in figura 6.

Figure 6: La superficie X.
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