Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito del 11-09-2018

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione

f(.y) =log (1+2%* = 1) + %)

i) trovare tutti i punti critici, e determinare quali di questi sono punti di minimo assoluto;

ii) dire se esiste il limite
i 4 @Y)
(z)=(0.0) x4+ y?

iii) determinare massimo e minimo di f su

Q={(z,y) eR? : 2 >0, 2° +y*> < 4}

Esercizio 2. (8 punti) Data la superficie
Y= {(z,y,2) R’ : 2® +1log(y) + 2% =1}

i) scrivere 1’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = (0, 1, 1);

ii) fare un disegno approssimativo di ¥ e scriverne una parametrizzazione globale.

Esercizio 3. (10 punti) Dato il campo di vettori

log(z +vy) + xy
F(x,y) = ( log(z + ) + 22 )

i) studiare le proprieta del campo sul suo dominio naturale;

ii) calcolare il lavoro di F lungo la curva (v, ), con I = [—1,1] e parametrizzazione

Vi1 SR, () = (4 + cos(t) , 2 sin(m))



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
f(z,y) =log (1 +22(2® - 1)* + y2>

i) trovare tutti i punti critici, e determinare quali di questi sono punti di minimo assoluto;

La funzione si scrive come la composizione di g(t) = logt e del polinomio h(z,y) = 1 + 22?(2? —
1)2 + y2, che verifica h(z,y) > 1 su tutto R?, Dunque il dominio naturale di f ¢ tutto R?, e nel
suo dominio & anche differenziabile. Per trovare i punti critici dobbiamo dunque risolvere il sistema
Vf(z,y) =0, ossia
20(22-1)(3z° 1) _ 0
1+22(22—-1)2+y2

2y -0
1+22(x2—1)2+y?

La prima equazione ha soluzioni x = 0,£1 e x = i%. La seconda equazione ha soluzione y = 0.

Dunque i punti critici risultano essere

Cr= (0,00 Ch=(1,0) Cy=(-1,0) @—(\}g,o) @—(—\%,0)

Ricordando che il minimo assoluto del polinomio h su R? & 1, vale f(z,y) > 0 per ogni (x,y) € R2.
Inoltre nei punti critici C, Cy e Cs la funzione vale proprio 0, e questi sono quindi i punti di minimo
assoluto.

i) dire se esiste il limite
f(z,y)

] A
(e)a(00) T+ + 32

La funzione i%’z% ¢ definita su R? \ {(0,0)}, dunque (0,0) & un punto di accumulazione del

dominio e il limite ha senso. Verifichiamo innanzitutto il comportamento lungo gli assi. Si trova
lungo l’asse =

R o N 1 Bt Ut ) W Tt ) RN
y=0, (z,y)—(0,0) zt + y2 z—0 xd z—0 4
e lungo 'asse y
TR Cut') R (U ) S A
=0, (z,y)—(0,0) x4 4 y2 y—0 y2 x—0 y2

Dunque il limite non esiste.

iii) determinare massimo e minimo di f su

Q={(z,y) eR® : 2>0,2° +y*> <4}
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Figure 1: L’insieme Q.

L’insieme Q ¢ il semicerchio rappresentato in figura 1. Per studiare massimo e minimo assoluto
di f su Q dobbiamo considerare i valori che la funzione assume su eventuali punti di non differen-
ziabilitd, sui punti critici liberi nella parte interna €2 , sui punti critici vincolati al bordo 92 e sugli
eventuali spigoli del bordo.

Abbiamo visto che f ¢ differenziabile su tutto R?. I punti critici liberi sono cinque, ma solo

Cy=(1,0) e Cy = (%,0) sono in €.
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo 9. Il bordo si scrive come unione dei
due insiemi

Flz{(az,y)ERQ:mzo,—QSng} e FQ:{(x,y)ER2:x2+y2:4,x20}

e quindi troviamo gli spigoli
S1=(0,-2) Ss = (0,2)

Per quanto riguarda I'y possiamo usare la parametrizzazione
’Yl(t):(ovt)7 tE[—2,2],

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

gi(t) = f(n(t) =log(1+ %), te[-2,2].

Risulta ¢} (t) = %, dunque si trova un punto critico per t = 0, per cui troviamo il punto critico
vincolato

Q1 =(0,0)

che corrisponde al punto critico libero Cf.
Per quanto riguarda I'y possiamo usare la parametrizzazione

fyg(t):<\/4—t2,t>, tel-2,9,

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

g2(t) = f(92(t)) = log(37 — 32t + 10t* — %),  te[-2,2].



. 2t(t2—4)(3t2—8
Risulta g5(t) = _37532#1(10754—267

troviamo i punti critici vincolati

2 8 2 8
wwen o (3) ()

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

dunque in (—2,2) troviamo punti critici per ¢t = 0, £ %, per cui

J(C2) =0, F(C)=log3o, J(S1)=f(S:)=log5, S(Q)=0, f(Qs)=logsT

[(Q3) = f(Q4) = log =57

Dunque il massimo di f & log 37 e il minimo ¢ 0.

Esercizio 2. Data la superficie
Y= {(z,y,2) e R® : 2? +1log(y) + 2% = 1}

i) scrivere l’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = (0,1, 1);
La superficie X ¢ scritta come insieme di livello della funzione differenziabile

F(z,y,2) = 2* + log(y) + #*

che verifica

2x 0
VE(z,y,2)=| 5 e VF{P)=VF(O,1,1)=| 1 |#0
2z 2

Quindi P & un punto regolare per X, e 'equazione cartesiana del piano tangente a X in P & data
da
(y—1)+2(z—1)=0.

i) fare un disegno approssimativo di ¥ e scriverne una parametrizzazione globale;

Scrivendola nella forma
Y= {(z,y,2) R’ : 2 + 22 =1—log(y)}

la superficie si puo interpretare come superficie di rotazione, ottenuta facendo ruotare intorno
all’asse y il grafico della funzione g(y) = /1 — log(y). Osserviamo che la funzione g(y) ¢ definita
n (0,¢], dunque parametrizzandola come superficie di rotazione possiamo scrivere che ¥ = (D)
dove

D={(t,p) eRx[0,27] : 0<t<e}

c:D—>R3 con o(t,p) = ( 1 —log(t) cosp, t, \/1—log(t) sin go)
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Figure 2: La superficie X.

Il disegno di ¥ ¢ in figura 2.

Esercizio 3. Dato il campo di vettor:
Flz,y) = < log(z +y) + $:l2/ )
log(x +y) +«
i) studiare le proprieta del campo sul suo dominio naturale;
Entrambe le componenti del campo hanno come dominio naturale I’insieme
X={(z,y) eR®: z+y >0}

che € quindi il dominio naturale di F, e su X il campo risulta essere differenziabile. Per studiare le
proprieta del campo su X, iniziamo a calcolare il rotore. Si ha

rot(F)(z,y) = %(l‘,y) - %_Izl(xvy)

Calcoliamo separatamente le due derivate.

oF, 1
= ——— 19
oz (@.y) a:—l—y+ o
o 1
a—y(xay)—$+y+$

Quindi rot(F)(z,y) = z, e il campo F non e irrotazionale. Di conseguenza non puod essere conser-
vativo.

it) calcolare il lavoro di F lungo la curva (v,I), con I = [—1,1] e parametrizzazione

vi[-1,1] R, A() = (4 + cos(nt) , 2 sin(m:))



La parametrizzazione vy ¢ una funzione differenziabile con immagine interamente contenuta
nel dominio naturale X del campo, infatti certamente 4 + cos(nt) + 2 sin(nt) > 1 per ogni t € R.
Restringendoci all’intervallo I, la curva risulta essere semplice e chiusa, e il suo sostegno I' & I'ellisse
di centro O = (4,0) e semiassi a = 1 e b = 2 in figura 3, che ha quindi equazione

I‘:{(:c,y)e]R2 : (x4)2+y42:1}

Per calcolare il lavoro di F lungo (v, ) possiamo allora usare il Teorema del Rotore, essendo
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Figure 3: Il sostegno della curva (v, I).

U, la parte racchiusa dalla curva, contenuta in X. Osserviamo inoltre che la curva orientata
positivamente, quindi

LF®.) = [ xot(®)a.y) dady

e scriviamo U come insieme semplice nella forma

U:{(:U,y)eRQ . 3<z<5, -2 1—(x—4)2§y§2\/1—(x—4)2}

L(F,fy)://U rot(F)(x,y)dxdy://Uﬂcdxdy:

5 2,/1—(z—4)2 5
:/ / xdy dx:4/ xy/1—(x—4)%2de =
3 —24/1—(z—4)2 3

—4 /35 (x—4)y/1— (z — 4)2dz+16 /35 V= (@ —4)2dy = _% (1_(:]3_4)2)3

Quindi

5 5 )
3+16/ cos” zdz = 8m

INE]



