Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito A del 11-06-2015

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (13 punti) Data la funzione

f(z,y) = log (1 +Va?+ 2y2)

i) dire se esiste il limite
i flzy)
im ===
(z.y)—=(0,0) /22 4 12

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

2 2
Q:{(x,y)€R2:$2+2y2§1, y+\2[x+\2[20}.

Esercizio 2. (9 punti) Data la curva (v, I), con I = [0, 27] e parametrizzazione
9 1 . 1 .
v :[0,27] — R, ~(t) = <§cost+smt, icost—smt)

i) scrivere ’equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto
pP= (m %)
= T 4

ii) calcolare il lavoro lungo la curva (v, I) del campo di vettori

r—y
G121
F(x7y) = ( $+y_y2 )
(z—1)*+(y—1)

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie
Y= {(x,y,z) eR3 : 2% 4 2% = sin? (%) ,Ogygw}
i) scrivere ’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = (% , %77, 72),

ii) calcolare il volume del solido

V:{(x,y,z)eRg 22 + 2% < sin? (%) ,Ogygﬂ,x—i—zZO}



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
fz,y) =log (1 +Va?+ 2y2)

i) dire se esiste il limite

(29)=0.0) /22 + 32

Poniamo ¢(z,y) = \}% Il dominio della funzione g ¢ D = R?\ (0,0), e (0,0) & quindi punto

di accumulazione per D, dunque ha senso chiedere l'esistenza del limite.
Consideriamo innanzitutto le possibili direzioni di avvicinamento al punto costituite da rette
della forma {y = Az} con A € R. Si trova

2 2 2
lim f(z,y) — lim log(l—i—\/x (14+2X2)) _ \/1+2)\ ’
14 M2

y=Xz, (z,y)=(0,0) /22 492 =0 22(1+ \?)

dove abbiamo usato log(1 4 t) ~ t per ¢t — 0.
Poiché il valore del limite dipende da A € R, il limite non esiste.

i1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

2 2
Q:{(z,y)GRQ:x2+2y2§1,y+\2[x+\2[20}.

L’insieme Q & rappresentato nella figura 1.
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Figure 1: L’insieme €.



Per studiare massimo e minimo assoluto di f su £ dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume sui punti critici liberi interni a Q ed eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici
vincolati al bordo di e sugli eventuali spigoli del bordo.

La funzione f ¢ certamente differenziabile su R? \ (0,0), dove si scrive come composizione di
funzioni differenziabili (la funzione ¢ — v/t non & differenziabile in t = 0). L’origine

P =(0,0)€Q

e quindi & un primo punto da considerare (si verifica che in effetti la funzione non ¢ differenziabile
nell’origine, ma accertarlo non ¢ espressamente richiesto dall’esercizio).
Passiamo quindi alla ricerca dei punti critici liberi, che sono soluzioni del sistema in R? \ (0, 0)

z
(1+\/x2+2y2) \/:E2+2y2
2y

=0
(14+/z242y2) /2242y

Nell’insieme da considerare non ci sono soluzioni del sistema, e dunque non ci sono punti critici
liberi.
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di £2. Gli spigoli sono i punti

() = (3)

Il bordo lo dividiamo in due parti:

2 2
Flz{x2+2y2:1,y+\§x+\gzo}
2
FQ:{y+\§x+*§:o,—1§xso}

Per quanto riguarda I'1, possiamo usare la parametrizzazione
) cost ‘e [ ™ }
= -, T
it \éﬁ sint ’ 2 ) )

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

T
gi(t) = fn() =log(»),  te|-T.].
Essendo la funzione g; costante, tutti i punti sono critici, e il valore che assume la funzione ¢ uguale
a quello che assume sugli spigoli S; ed S2. Quindi non consideriamo altri punti su I';. (Si poteva
anche osservare subito che la funzione f ¢ costante su I'; e vale f(S1) = f(S2).)
Passiamo a I'g, per cui possiamo usare la parametrizzazione

72(t)—(1—t)< _01 )—i—t(_?@)—(j;;t), t€[0,1]



Componiamo con f e otteniamo la funzione di una variabile
g2(t) = f(72(t)) = log (1 V2 2t t 1) . te[o,1]

. / . 2t—1 5 N oy N _ l .
Abbiamo g5(t) = RSV orem e Worems dunque 'unico punto critico ¢ ¢y = 5 € (0,1). Troviamo

quindi il punto critico vincolato
1 _1
2

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

f(P)=0, [f(51)= f(S2) =log(2), f(Q)—log(lJr\/g),

e poiché 1 + \/g < 2, il massimo di f ¢ log(2) e il minimo ¢ 0.

Esercizio 2. Data la curva (v, 1), con I =[0,27] e parametrizzazione

1 1
v :[0,27] = R?, y(t) = (5 cost +sint, icost—sint)

i) scrivere l’equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto
p— <1+2\/§ 1—2\/5).
= 4 4 )y
La parametrizzazione (t) & di classe C!, quindi la retta tangente al sostegno della curva esiste
in tutti i punti che corrispondono ai valori del parametro t € I per cui 7/(¢t) # 0. In particolare
per P = (H'Zi‘/g, 1_4217‘/3) troviamo innanzitutto ¢y € [0, 27| tale che v(t9) = P, quindi risolviamo
il sistema

1

5 Costy +sinty = %

1

5 Costy — sinty = #

Sommando e sottraendo le due equazioni troviamo che il sistema ¢ equivalente a

costy = %

sin t() =
da cui si ricava che I'unica soluzione ¢ typ = 5. La retta tangente al sostegno nel punto P ¢ quindi
generata dal vettore velocita

St = ( —% sin(tg) 4 cos(tg) > 2*4\/5

—2sin(tg) — cos(to)

i




e un vettore normale al sostegno nel punto P e quindi

2+V/3
. 4
n =
2-v3
4
L’equazione cartesiana cercata e allora
2+3 1+2v3) 2-V3 1-2V3
4 v 4 + 4 LI 0.

it) calcolare il lavoro lungo la curva (vy,1) del campo di vettori

z—y
[y
F(.’L’,y) = ( ( C,H_y(_yg ) )

(z—1)*+(y—1)

Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. Il suo dominio & R?\ {(1,1)} e

rot(F)(z,y) = %I;Q(%y) - 881;1(%?/) =

@1+ -1 -2ty -2)(e—1) (-1 —(y—1)° -2 -y)(y—1) _0.

(=12 +(y—1)?)? (=12 +(y—1)?)?
Quindi il campo F & irrotazionale. Essendo il suo dominio non semplicemente connesso, dobbiamo
calcolare il lavoro per una curva chiusa che vada intorno al punto (1,1).

Prima di chiederci se il campo & conservativo, studiamo le proprieta della curva (v, I). La curva
verifica v(0) = v(27), quindi ¢ chiusa, e chiediamoci se possiamo applicare il Teorema del Rotore.
L’ipotesi fondamentale che dobbiamo verificare & che I'insieme U racchiuso dalla curva sia tutto
contenuto nel dominio del campo, ossia che (1,1) € U. Di questo ci convinciamo disegnando il
sostegno di (v, 1) (vedi figura 2).

Possiamo quindi applicare il Teorema del Rotore e otteniamo

L(F,'y)://Urot(F)(m,y)dmdy://UOd:cdy:O.

Esercizio 3. Data la superficie

Zz{(m,y,z)ER?’ : x2+22:sin2<%> ,Ogygﬂ}
12 \/§>

i) scrivere l’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = (5, 5T, 5

La superficie X ¢ scritta come insieme di livello della funzione differenziabile

F(z,y,2) = 2% + 2% — sin? (%)

5



Figure 2: 11 sostegno di (v, I).

che verifica

2z 1
VF(z,y,2)= | —sin(¥)cos(Y) e VF(P)=VF (; gw, ﬂ) =| - | #0
2z V2

Quindi P & un punto regolare per 3, e I’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ in P ¢ data
da
1 V3 2 V2
—= ) - - = 2 —— | =0.
(=D)L (s 3W>+f(z ) ;

ii) calcolare il volume del solido

V:{(x,y,z)€R3 22 + 2% < sin? (%) ,Ogygw,m—i-zZO}

Si tratta del solido di rotazione della forma

V={(z,y,2) R’ : a<y <b, 2" +2* < g*(y)}

dove a =0,b=m e g(y) =sin (%) (osserviamo infatti che g(y) > 0 per ogni y € [0, 7]), intersecato
con il semispazio
{z+2>0}.

Si ottiene il solido nella figura 3.
Se ci accorgiamo che il piano xz 4+ z = 0 taglia il solido di rotazione V in due meta uguali,
possiamo applicare la formula per il calcolo dei volumi dei solidi di rotazione, e ottenere

1 -1 I
Volume(V) = iVolume(V) = 2/ g2 (y) dy = 2/0 7 sin? (%) dy =

6



- 1

Figure 3: 1l solido V.

2 t —sint cost
= [T de—x (1)
0

Se non ci accorgiamo della relazione tra V' e V| possiamo comunque procedere integrando per
strati, usando la formula

Volune(v) = [f[ vy = [ ( /I mdz) iy

dove per ogni y € [0, 7]

V. :{(x,z)6R2 : x2+z2gsin2<%) ,a:—l—zZ()}.

5 x?

o 4

Svolgendo quindi prima l'integrale su V,, usando le coordinate polari

x = p cosb
con (107 0) S (0,+OO) X [_7“7(]7
z=psinf
otteniamo
// 1da:dz:// 1 pdpdf
Vy Sy
dove
Sy = {(p,@) € (0,400) X [-m, 7] : 0 < p <sin (%) , p(cosf + sin @) > O} =
Y T 3
- < 2y L <p<
{O<p 31n(2), 4_9_477}
Quindi

//V 1dxdz://s 1pdpd0:/osm(2) (/_ZW pd9> dp:W/OSin(g) pd,o:gsin2 (%) .

Y Yy

Tornando allora al calcolo del volume di V' troviamo

s ™ 2
Volume(V') = / // ldzdz | dy = / T sin2 (¥ dy = T
V) 0 < v, ) 0o 2 (2) 4

come sopra.



Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito B del 11-06-2015

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (13 punti) Data la funzione
fz,y) = log (1 +Va? + 2y2)

i) dire se esiste il limite

flzy)

lim ;

@y)=(0.0) (22 + y2)1
ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q—{(x,y)eRz ca? 4wt <1, y— —az+

Esercizio 2. (9 punti) Data la curva (v, 1), con I = [—2, 1] e parametrizzazione

v [—:, ;} — R?, ~(t) = (cos(27rt) — sin(27t) , cos?(2nt) — sin2(27rt))

i) scrivere I'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto P = (1, 1);

ii) calcolare il lavoro lungo la curva (v, ) del campo di vettori

rz—y+1
z24+(y—1)2
F(m,y>=< oy )

z2+(y—1)?

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie
Y= {(a:,y,z) e R3 : 9?4+ 2% =sin? (g) ,0<x < 27r}
i) scrivere I'equazione cartesiana del piano tangente a 3 nel punto P = (%7[‘, % , g),

ii) calcolare il volume del solido

V:{(x,y,z)€R3 : y2+z2§sin2(g) ,0<z<2m,y+2<0

——



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
fz,y) =log (1 +Va?+ 2y2)

i) dire se esiste il limite
f(z,y)
(29)=(00) (22 4 32)3

9

Poniamo g(z,y) = % Il dominio della funzione g ¢ D = R?\ (0,0), e (0,0) & quindi
xe+y<)4
punto di accumulazione per D, dunque ha senso chiedere l'esistenza del limite.

Consideriamo innanzitutto le possibili direzioni di avvicinamento al punto costituite da rette
della forma {y = Az} con A € R. Si trova

f(z,y) — lim log1+\/x21+2)\2 — im lz|V1I+ A2

lim
y=Az, (2.9)>(0,0) (22 4 y )i z—0 (22(1 +)\2)) =0\ /lz] (1 +)\2)i

dove abbiamo usato log(1 +t) ~ t per ¢t — 0.
Dungque se il limite esiste ¢ uguale a 0. Proviamo a dimostrarne 1’esistenza, usando nuovamente

che
log (1 +V22 + 2y2> ~ x? 4 2y? per (z,y) — (0,0).

Scriviamo quindi

PN VAR pe e
@i @ty

e poiché lim; ) .(0,0) (22 + y2)2 = 0, essendo composizione di funzioni continue, il limite esiste ed
¢ uguale a 0.

i) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

2 2
Q:{(m,y)€R2zx2+2y2§1, y—f \[2 }

FRRErY

L’insieme € & rappresentato nella figura 4.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su © dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume sui punti critici liberi interni a Q ed eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici
vincolati al bordo di e sugli eventuali spigoli del bordo.

La funzione f & certamente differenziabile su R? \ (0,0), dove si scrive come composizione di
funzioni differenziabili (la funzione ¢ + v/t non & differenziabile in ¢ = 0). L’origine

P =(0,0) €
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Figure 4: L’insieme €.

e quindi ¢ un primo punto da considerare (si verifica che in effetti la funzione non ¢ differenziabile
nell’origine, ma accertarlo non ¢ espressamente richiesto dall’esercizio).
Passiamo quindi alla ricerca dei punti critici liberi, che sono soluzioni del sistema in R? \ (0, 0)

z
(1+\/x2+2y2) \/:E2+2y2
2y

=0
(14+/z2+2y2) /2242y
Nell’insieme da considerare non ci sono soluzioni del sistema, e dunque non ci sono punti critici
liberi.
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di £2. Gli spigoli sono i punti

Il bordo lo dividiamo in due parti:

2 2
I = x2+2y2:1,y—£$+£20
2 2
2 2
Fg—{y—\ga:—i—\g—0,0Smgl}.

Per quanto riguarda I'y, possiamo usare la parametrizzazione

() = cost telo 3
M= ‘éisint ’ 7|

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

() = fon(t) =log(2),  te [o, QW] |

10



Essendo la funzione g; costante, tutti i punti sono critici, e il valore che assume la funzione & uguale
a quello che assume sugli spigoli S7 ed S3. Quindi non consideriamo altri punti su I'y. (Si poteva
anche osservare subito che la funzione f & costante su I'; e vale f(S1) = f(S2).)

Passiamo a I'9, per cui possiamo usare la parametrizzazione

72(t):(1—t)<(1))+t<_(3/5>:<_1;§tt>7 t€[0,1]
2 2

Componiamo con f e otteniamo la funzione di una variabile
ga(t) = f((t) =log (14 V22 =20 41) . te[o,1]

. ’ . 2%—1 N .- . _1 .
Abbiamo g5(t) = TV S TVaE T dunque 'unico punto critico ¢ ¢y = 5 € (0,1). Troviamo

quindi il punto critico vincolato
1 1
2

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque
1
FPY=0, F(S0) = £(S2) = log2). F(Q) = log (1 + \@ |

e poiché 1 + \/g < 2, il massimo di f & log(2) e il minimo & 0.

Esercizio 2. Data la curva (v,1), con I = [-2, %] e parametrizzazione
31 9 . 2 -2
L T s R=, ~y(t) = (cos(27rt) — sin(27t) , cos®(2nt) — sin (27rt)>
i) scrivere 'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto P = (1, 1);

La parametrizzazione (t) & di classe C!, quindi la retta tangente al sostegno della curva esiste

in tutti i punti che corrispondono ai valori del parametro ¢ € I per cui 7/(t) # 0. In particolare per

P = (1, 1) troviamo innanzitutto to € [—3, ] tale che y(ty) = P, quindi risolviamo il sistema

cos(27ty) — sin(27ty) =1
cos?(2mtg) — sin?(2t) = 1
Sostituiamo la prima nella seconda, e poi sommiamo e sottraiamo le due equazioni

{ cos(2mtp) — sin(2wtg) = 1 { cos(2mtg) =1
-1 <

to
cos(2mtg) + sin(27tg) sin(27tp) = 0

11



da cui si ricava che 'unica soluzione ¢ ty = 0. La retta tangente al sostegno nel punto P ¢ quindi
generata dal vettore velocita

—27 sin(27tg) — 2w cos(27tg) —27
o -(7)

—8m cos(27tg) sin(27tg) 0

e un vettore normale al sostegno nel punto P e quindi

()

y—1=0.

L’equazione cartesiana cercata ¢ allora

it) calcolare il lavoro lungo la curva (7y,1) del campo di vettori

ity
4+ (y—1
F(x,y) = ( m—‘rz—l )

22 +(y—1)?

Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. Il suo dominio & R?\ {(0,1)} e

0F, 0F

rot(F)(z,y) = E(m,y) - Ty(x’y) =

_ P4 o120ty - = (y—1)?=20@—y+)y-1) _,

B (% + (y — 1)%)? (% + (y — 1)%)? o
Quindi il campo F & irrotazionale. Essendo il suo dominio non semplicemente connesso, dobbiamo
calcolare il lavoro per una curva chiusa che vada intorno al punto (0, 1).

Prima di chiederci se il campo & conservativo, studiamo le proprieta della curva (v, I). La curva
verifica y(—2) = v(%) = (0,0), quindi & chiusa, e chiediamoci se possiamo applicare il Teorema del
Rotore. L’ipotesi fondamentale che dobbiamo verificare ¢ che I'insieme U racchiuso dalla curva sia
tutto contenuto nel dominio del campo, ossia che (0,1) € U. Di questo ci convinciamo disegnando
il sostegno di (v, I) (vedi figura 5).

Possiamo quindi applicare il Teorema del Rotore e otteniamo

L(F,y)://Urot(F)(:r,y)dxdy://UOd:Edy:O.

Esercizio 3. Data la superficie
Y= {(w,y,z) eR3 : y? + 2% = sin? (g) ,0<x < 27r}

2 1 ﬁ)}.

. . , . . . _
i) scrivere l’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = <§7r, 5, %5

12



0.5+

Figure 5: 11 sostegno di (v, I).

La superficie X ¢ scritta come insieme di livello della funzione differenziabile

F(z,y,2) =y* + 22 — sin® (g)

che verifica
—sin (3) cos (3) v
1

VF(z,y,z) = 2y e VF(P):VF( — #0

Quindi P & un punto regolare per X, e 'equazione cartesiana del piano tangente a X in P & data
da
V3 2 1 V2
— |-z - = 2lz—— | =0.
4(:1: 37T>+<y 2>+\[ z 5 0
it) calcolare il volume del solido

V:{(x,y,z)6R3 : y2—|—22§sin2<g) ,0§1:§27T,y—|—z§0}

Si tratta del solido di rotazione della forma
V={(z,y,2) eR* s a<w <b, +2> < g*(2)}

dove a = 0, b = 27 e g(z) = sin (%) (osserviamo infatti che g(z) > 0 per ogni z € [0,27]),
intersecato con il semispazio
{y+2<0}.

13
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Figure 6: Il solido V.

Si ottiene il solido nella figura 6.
Se ci accorgiamo che il piano y + z

0 taglia il solido di rotazione V in due meta uguali
possiamo applicare la formula per il calcolo dei volumi dei solidi di rotazione, e ottenere

1 b 1 21
/ 7792(06)dac—/ 7 sin® (§> dx =
2/, 2 /o 2
& t —sint t m
o / sm2<t>dt:7r<M)
0

2 0 2

Se non ci accorgiamo della relazione tra V e V', possiamo comunque procedere integrando per
strati, usando la formula

Volume(V) = / / /V 1 daedydz = /0 " < / / z 1dydz> da

dove per ogni z € [0, 27]

Volume(V) =

% Volume(V)

Vo={=) e R :y?+22 <sin? () . y+2<0}

Svolgendo quindi prima l'integrale su V,, usando le coordinate polari

y=pcosb
con (p, ) € (0, +00) x [0, 2],
z=psinf

// 1dydz:// 1 pdpdd
x Silf

{(p,e) € (0,+00) x [0,27] : 0 < p <sin (g)

otteniamo

dove

Se = p(cosd + sin ) < O} =

0< p<si (m) 3 <9<7
= m | — - - .
p=3 2/ 7 4 4

14



Quindi

J[ vavis = [ 1panin - /j‘*” (

Tornando allora al calcolo del volume di V' troviamo

2m 27 T T 7.[.2
Volume(V :/ <// 1dydz> dx = / —sin? (2) de = —
V) 0 a 0 2 (2) 2

4

7 . T
r sin(2) _
/ pdb d,O:ﬂ'/ pdp = — sin
EPS 0 2

come sopra.
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Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito C del 11-06-2015

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (13 punti) Data la funzione
fla,y) = eVEH -1

i) dire se esiste il limite
lim f@.y)
(2,y)=(0,0) (222 + y2)1

I

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q:{(:E,y)e]R2 syt <1, y—:v—l—lZO}.

| e parametrizzazione

N[V

Esercizio 2. (9 punti) Data la curva (v,1), con I = [—1,

5 [—iﬂ SE 4(t) = (cos(rt) — sin(at) , cos(nt) — sin’(r)

i) scrivere I'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto P = (1, 1);

ii) calcolare il lavoro lungo la curva (v, I) del campo di vettori

et
xé+(y—1
F(:v,y)=< ety >

z?+(y—1)

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie

Y= {(azy?z) ER3 2422 =€ -1, OSZUSS}
i) scrivere I'equazione cartesiana del piano tangente a 3 nel punto P = (% log, 2, @ , 72),

ii) calcolare il volume del solido

V:{(m,y,z)eR?’:y2+22§62x—1,0§x§3,y+z§0}

16



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
fla,y) = eVPHE 1

i) dire se esiste il limite
lim fz,y) 1
(2,y)=(0,0) (222 + y2)1

)

Poniamo g¢(z,y) = % Il dominio della funzione g ¢ D = R?\ (0,0), e (0,0) & quindi
2x4+y+)4
punto di accumulazione per D, dunque ha senso chiedere l'esistenza del limite.
Consideriamo innanzitutto le possibili direzioni di avvicinamento al punto costituite da rette

della forma {y = Az} con A € R. Si trova

. f(z,y) VIR 1 2 VI Nt o(jz)) _
y=re, (zy)=(00) (222 4+ 92)5 =20 (2224 A2))3 =20 /[a[(24 A2)i

dove abbiamo usato e' = 1+t + o(t) per t — 0.
Dunque se il limite esiste € uguale a 0. Proviamo a dimostrarne ’esistenza, usando nuovamente

che
V&Y 1 \/22 492 per (z,y) — (0,0).

VIR | /TP

‘<2x2+y2>i @y

Scriviamo quindi

0< = (2*+7)

[un

1
e poiché lim, ) .(0,0) (2 4+ y?)1 = 0, essendo composizione di funzioni continue, il limite esiste ed
¢ uguale a 0.

it) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

Q:{(x,y)6R2zm2+y2§1, y—x+120}.

L’insieme § & rappresentato nella figura 7.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su © dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume sui punti critici liberi interni a Q ed eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici
vincolati al bordo di e sugli eventuali spigoli del bordo.

La funzione f & certamente differenziabile su R? \ (0,0), dove si scrive come composizione di
funzioni differenziabili (la funzione ¢ + v/t non & differenziabile in ¢ = 0). L’origine

P =(0,0)€Q

e quindi & un primo punto da considerare (si verifica che in effetti la funzione non & differenziabile
nell’origine, ma accertarlo non ¢ espressamente richiesto dall’esercizio).
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05+

0.0+

05k

—1‘.0 —0‘.5 0.‘0 0‘5 1‘0
Figure 7: L’insieme (2.

Passiamo quindi alla ricerca dei punti critici liberi, che sono soluzioni del sistema in R? \ (0, 0)

2+ 2 _
Ve U=
Y oV

/x2+2y2

Nell’insieme da considerare non ci sono soluzioni del sistema, e dunque non ci sono punti critici
liberi.
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di £2. Gli spigoli sono i punti

(%) (3.

Il bordo lo dividiamo in due parti:

0
0

Flz{x2+y2:1,y—x+120}

MNn={y—z+1=0,0<z<1}.

Per quanto riguarda I'y, possiamo usare la parametrizzazione

cost 3
Vl(t) - < sin t > ) te |:Oa 27T:| )
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
3
g(t)=f(mit)=e—-1, te [0,2711 .

Essendo la funzione g; costante, tutti i punti sono critici, e il valore che assume la funzione ¢ uguale
a quello che assume sugli spigoli S7 ed Sy. Quindi non consideriamo altri punti su I'y. (Si poteva
anche osservare subito che la funzione f & costante su I'y e vale f(S1) = f(S2).)
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Passiamo a I'y, per cui possiamo usare la parametrizzazione

vz(t)z(l—t)<(1)>+t<_01>:<1__tt>, te0,1]

Componiamo con f e otteniamo la funzione di una variabile

g2(t) = f(a(t) = V> — 1, e 0,1

Abbiamo ¢5(t) = ﬁevw*%“, dunque l'unico punto critico & ¢y = % € (0,1). Troviamo

quindi il punto critico vincolato

Q:”@:(—i)'

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

f(P) =0, f(S)=f(S)=c—1, F@=eV? 1,

e poiché 0 < \/g < 1 e la funzione esponenziale & crescente, il massimo di f & e —1 e il minimo & 0.

Esercizio 2. Data la curva (v,1), con I = [—1, 3] e parametrizzazione
13 2 . 2 12
Timeal 7 R, ~y(t) = (cos(wt) — sin(7t) , cos®(mt) — sin (Wt))

i) scrivere 'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto P = (1, 1);

La parametrizzazione (t) & di classe C!, quindi la retta tangente al sostegno della curva esiste

in tutti i punti che corrispondono ai valori del parametro ¢ € I per cui 7/(¢) # 0. In particolare per

P = (1, 1) troviamo innanzitutto ¢y € [—%, %] tale che v(tp) = P, quindi risolviamo il sistema

cos(mty) — sin(mtp) = 1
cos?(mty) — sin?(7ty) = 1
Sostituiamo la prima nella seconda, e poi sommiamo e sottraiamo le due equazioni

cos(mty) — sin(wty) = 1 cos(mtp) =1
=
cos(mtp) + sin(mtg) = 1 sin(7tg) = 0

da cui si ricava che 'unica soluzione e tg = 0. La retta tangente al sostegno nel punto P & quindi
generata dal vettore velocita

V(to) = ( —msin(mtg) — 7 cos(mtop) ) _ ( —r )
’ —A4m cos(mtp) sin(mtp) 0
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e un vettore normale al sostegno nel punto P e quindi

()

y—1=0.

L’equazione cartesiana cercata e allora

it) calcolare il lavoro lungo la curva (vy,I) del campo di vettori

Tt
zr+(y—1
F(.I',y) = ( Z+Z—1 )

z2+(y—1)?

Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. 1l suo dominio & R?\ {(0,1)} e

rot(F) ,1) = 52 (5,1) — 5 H(ov0) =
P4+ y-1)°-2@+y-—Dz —2’—(y-1°-2@@-y+Dy-1) 0
T @t RN TR -

Quindi il campo F ¢ irrotazionale. Essendo il suo dominio non semplicemente connesso, dobbiamo
calcolare il lavoro per una curva chiusa che vada intorno al punto (0, 1).
Prima di chiederci se il campo € conservativo, studiamo le proprieta della curva (v, I). La curva

verifica N <_i> = (2,00, v (i) = (—v2,0)

e il suo sostegno e disegnato nella figura 8.

0.5+

05

Figure 8: Il sostegno di (v, I).

Pur non sapendo se il campo & conservativo, possiamo restringerlo ad un dominio €' C R? \
{(0,1)} semplicemente connesso, e che contenga il sostegno della curva. Ai fini dell’esercizio, pos-
siamo quindi trattare il campo F come se fosse conservativo, e calcolare il suo lavoro lungo (v, I)

scegliendo un’altra curva (¥, I) con gli stessi punti iniziale e finale. In particolare possiamo scegliere
5 [—fzx/ﬂ SR, A1) = (—t, 0)
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V3 3 S _q
LE) =15 = [ <FGO)L 70> a- [ < ( il ) | ( 0 ) .
- B t2+1

V2 4 1 V2
= /_\/5 21 | dt = (§log(t2 +1)— arctamt)’ﬂ/5 — —2arctan V2.

Esercizio 3. Data la superficie

Z:{(m‘,y,z)ER?’ : y2+z2262“—1,0§x§3}

. . . . : _ (1 V2 V2).
i) scrivere l’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = (5 log, 2, %5, 7),
La superficie X ¢ scritta come insieme di livello della funzione differenziabile

F((I}‘7y,Z) :y2_’_z2_e2:p

che verifica
—2¢*® —4
1 2 V2
VF(z,y2)=| 2y ¢ VF(P)=VF (210g€2, \2[ {) —| v2 | #0

2z \/5

Quindi P e un punto regolare per X, e 'equazione cartesiana del piano tangente a 3 in P e data

da
—4<x—;loge2>+\f2<y—?)4—\@(2—\@) =0.

2

ii) calcolare il volume del solido

V:{(m,y,z)ER?’:y2+z2§62x—1,0§x§3,y+z§0}

Si tratta del solido di rotazione della forma
V={(r,y,2) eR’ : a <z <b,y* +2° < ¢*(v)}

dove a = 0, b = 3 e g(x) = ve2* — 1 (osserviamo infatti che e?* —1 > 0 per ogni x € [0,3]),
intersecato con il semispazio
{y+2<0}.

Si ottiene il solido nella figura 9.
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20 ¢

-20 1

—20 ™, 7

Figure 9: 1l solido V.

Se ci accorgiamo che il piano y + z = 0 taglia il solido di rotazione V in due metd uguali,
possiamo applicare la formula per il calcolo dei volumi dei solidi di rotazione, e ottenere

1 -1t I
Volume(V') = 3 Volume(V') = 2/ 7g*(x) dr = / m(e*® —1)dx =
a 0

L 5 m o6
=3 (26 x) ‘0—4(6 7).

Se non ci accorgiamo della relazione tra V e V', possiamo comunque procedere integrando per
strati, usando la formula

Volume(V') :///V 1dzdydz = /03 <// 1dydz> dx

dove per ogni x € [0, 3]
Ve={(y,2) eR* : y* +22<e® —1,y+2<0} .

Svolgendo quindi prima l’integrale su V, usando le coordinate polari

y = pcosf
con (p,0) € (0,+00) x [0, 27],
z=psinf
otteniamo
// 1dydz:// 1 pdpdd
x Sx
dove

Sy = {(p,@) € (0,400) x [0,27] : 0 < p < Ve —1, p(cosf +sinh) < 0} =

3 7
:{O<p<\/e2z—1,47r<9<47r}.
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Quindi

VET [ Ix VT -
// 1dydz:// 1pdpd9:/ / pdf dp:ﬂ'/ pdp=—
s 0 3 0 2

T T 1

Tornando allora al calcolo del volume di V' troviamo

Volume(V):/03 <// 1dydz> dx:/03 T o= (- 7)

come sopra.
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Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito D del 11-06-2015

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (13 punti) Data la funzione
fla,y) = eVEH -1

i) dire se esiste il limite
lim flzy)
(@)—(00) /222 + 2
ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q={(z,y) eR? : 2* +¢y* <1, y+a+1>0}.

Esercizio 2. (9 punti) Data la curva (v, I), con I = [0, 27] e parametrizzazione
2 1. 1.
v :[0,27] — R*, v(t):(cost—ismt,cost—&—ﬁﬁnt)

i) scrivere ’equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto
P = (M M)
- 1 0 4 )
ii) calcolare il lavoro lungo la curva (v, I) del campo di vettori
r—y+2

(a+1)2+(y—1)2
F(zr,y) = ( ety )

(z+1)2+(y—1)

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie

E:{(m,y,z)€R3 : x2+22:e2y—1,0§y§2}
. . , . . . _ (V2 1 V2.
i) scrivere I’equazione cartesiana del piano tangente a X nel punto P = ( %%, 5log. 2, %5 );

ii) calcolare il volume del solido

V:{(x,y,z)e]R?’ : x2+22§e2y—1,0§y§2,x+220}
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Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
fla,y) = eVo vt -1

i) dire se esiste il limite
im

(@9)—00) /222 + y2

. _ f(x,y) .. . N — 2 N . .

Poniamo g(z,y) = ol Il dominio della funzione g ¢ D = R?\ (0,0), e (0,0) ¢ quindi
punto di accumulazione per D, dunque ha senso chiedere l'esistenza del limite.

Consideriamo innanzitutto le possibili direzioni di avvicinamento al punto costituite da rette

della forma {y = Az} con A € R. Si trova
; fley) VO g i
11 ——— = lim = ,
y=xz, (2,9)>(0,0) /222 + 32 =20 /22(2+ \2) 2+ \2

dove abbiamo usato e! — 1 ~ t per t — 0.
Poiché il valore del limite dipende da A € R, il limite non esiste.

i1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

Qz{(m,y)ER2 cat 4yt <1, y+m+120}.

L’insieme Q) & rappresentato nella figura 10.

051

0.0+

—05}

—’\‘.O »6.5 0‘0 0‘5 1‘0
Figure 10: L’insieme ().

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su £ dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume sui punti critici liberi interni a 2 ed eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici
vincolati al bordo di 2 e sugli eventuali spigoli del bordo.
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La funzione f & certamente differenziabile su R? \ (0,0), dove si scrive come composizione di
funzioni differenziabili (la funzione ¢ ~ v/ non & differenziabile in ¢ = 0). L’origine

P =(0,0)€Q

e quindi € un primo punto da considerare (si verifica che in effetti la funzione non ¢ differenziabile
nell’origine, ma accertarlo non & espressamente richiesto dall’esercizio).
Passiamo quindi alla ricerca dei punti critici liberi, che sono soluzioni del sistema in R? \ (0, 0)

/2+2_
g =0
Y Va2ty?
T =0

Nell’insieme da considerare non ci sono soluzioni del sistema, e dunque non ci sono punti critici
liberi.

Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di Q. Gli spigoli sono i punti

0 -1
a=(h) == (0)
Il bordo lo dividiamo in due parti:
I ={z*+y"=1,y+2+1>0}

Mo={y+2z+1=0,-1<z<0}.

Per quanto riguarda I'y, possiamo usare la parametrizzazione

cost ™
n(t) = ( sint >’ te [_g’ﬂ-} '
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
0
a(t)=fn®) =e—1, te|-T.a.

Essendo la funzione g; costante, tutti i punti sono critici, e il valore che assume la funzione & uguale
a quello che assume sugli spigoli S; ed S2. Quindi non consideriamo altri punti su I';. (Si poteva
anche osservare subito che la funzione f & costante su I'; e vale f(S1) = f(S2).)

Passiamo a I'g, per cui possiamo usare la parametrizzazione

fyg(t):(l—t)< ‘01 )+t( _01):<t:t1>, te0,1]

Componiamo con f e otteniamo la funzione di una variabile
gg(t) = f(’YQ(t» =e€ 2L I, te [07 1]

Abbiamo g5(t) = \/2?%722“9 22=26+1 " qunque 'unico punto critico & to = 3 € (0,1). Troviamo

quindi il punto critico vincolato



I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

FP) =0, f(S)=f(S)=c—1, f@=eV? 1,

e poiché 0 < \/g < 1 e la funzione esponenziale & crescente, il massimo di f & e —1 e il minimo & 0.

Esercizio 2. Data la curva (v,I), con I = [0,27] e parametrizzazione
1 1
v:[0,27] = R?, v(t):(cost—isint,cost+§sint>

i) scrivere l'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto

pP= (M M)
- ) 1 ’

La parametrizzazione y(t) ¢ di classe C', quindi la retta tangente al sostegno della curva esiste

in tutti i punti che corrispondono ai valori del parametro ¢t € I per cui 7/(¢t) # 0. In particolare

per P = (2%/5 , %) troviamo innanzitutto ¢y € [0, 27| tale che v(¢y) = P, quindi risolviamo il

sistema
costy — %sinto = %
costy + % sintg = 2+4*/§

Sommando e sottraendo le due equazioni troviamo che il sistema € equivalente a

costy = %
sin tg = §

da cui si ricava che l'unica soluzione ¢ top = 3. La retta tangente al sostegno nel punto P ¢ quindi
generata dal vettore velocita

—sin —Lcos —1-2v3
’y’(to) _ < (tO) 2 (tO) > 4

—sin(to) + & cos(to) #

e un vettore normale al sostegno nel punto P e quindi
1-2v/3
4

n =
1423
1

L’equazione cartesiana cercata ¢ allora

1—2¢§< 2—¢§> 1+2¢§< 2+\/§>
— |z - + Yy — =0.

4 4 4 4

i1) calcolare il lavoro lungo la curva (vy,I) del campo di vettori
@G
a+1)2+(y—1
F(z,y) = ( iy )
(z+1)2+(y—1)?

27



Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. 1l suo dominio & R?\ {(—1,1)} e

rot(F)(z,y) = %};2(33,3/) - 88};1(9579) =

_ @+ -1 =2@+y)e+) —@+ 1) - (g1 =2 -y+2)y-1) _

- (z+1)*+ (y—1)?)? (z+1)*+ (y—1)?)? o
Quindi il campo F e irrotazionale. Essendo il suo dominio non semplicemente connesso, dobbiamo
calcolare il lavoro per una curva chiusa che vada intorno al punto (—1,1).

Prima di chiederci se il campo € conservativo, studiamo le proprieta della curva (v, I). La curva
verifica 7(0) = (27), quindi ¢ chiusa, e chiediamoci se possiamo applicare il Teorema del Rotore.
L’ipotesi fondamentale che dobbiamo verificare ¢ che I'insieme U racchiuso dalla curva sia tutto
contenuto nel dominio del campo, ossia che (—1,1) ¢ U. Di questo ci convinciamo disegnando il
sostegno di (v, ) (vedi figura 11).

Figure 11: Il sostegno di (v, I).

Possiamo quindi applicare il Teorema del Rotore e otteniamo

L(F,q/)://Urot(F)(x,y)dxdy://UOda:dy:0.

Esercizio 3. Data la superficie
E:{(x,y,z)eR?’ : x2—|—22:e2y—1,0§y§2}
] ; ’ ; ] ; —(v2 1 V2).
i) scrivere l'equazione cartesiana del piano tangente a X nel punto P = (5%, 5log, 2, 5% );

La superficie X ¢ scritta come insieme di livello della funzione differenziabile

F(z,y,2) =2+ 2% — ¥
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che verifica

2z V2
V2 1 V2

VEF(r,y,2)=| —2e% e VF(P)=VF (2, 51oge2, 2) = -4 [#0
2z V2
Quindi P ¢ un punto regolare per ¥, e I’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ in P ¢ data

da
ﬁ(z—ﬂ> —4(y—;log€2>+\/§(z—ﬂ> =0.

2 2

ii) calcolare il volume del solido

V:{(at,y,z)eR3 : m2+22§€2y—1,0§y§2,x+220}

Si tratta del solido di rotazione della forma
V={(z,9,2) eR® : a <y <b, 2> +2* < g*(v)}

dove a = 0, b = 2 e g(y) = Ve2V — 1 (osserviamo infatti che €Y — 1 > 0 per ogni y € [0,2]),
intersecato con il semispazio
{x+2>0}.

Si ottiene il solido nella figura 12.

10

Figure 12: Il solido V.

Se ci accorgiamo che il piano z + z = 0 taglia il solido di rotazione V in due metd uguali,
possiamo applicare la formula per il calcolo dei volumi dei solidi di rotazione, e ottenere

1

b 2
Volume(V) = %Volume(f/) = ;/ g% (y) dy = 2/0 m(e® —1)dy =
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oo (1 2 ‘2 Ty
_2<2e y)0_4( 5)-
strati, usando la formula

Se non ci accorgiamo della relazione tra V' e V', possiamo comunque procedere integrando per

Vohune(v) = [[[ vasiya = [ ( /I 1dmz) "

dove per ogni y € [0, 2]

V, = {(w,z) eR?: 2%+ 22 Sezy—l,x—FzZO} .
Svolgendo quindi prima l'integrale su V}, usando le coordinate polari

x = p cosb
con (pv 6) = (O7+OO) X [_7['771—]7
z=psinf
otteniamo

// 1dxdz:// 1 pdpdf
\Z
dove

Yy Sy
Sy = {(p,@) € (0,+00) X [-m, 7] : 0< p< Ve —1, p(cosh + sinb) 20} =

—{O<p§\/629—1,—1§0§2ﬂ'}.
Quindi

Y

ey
/ pdp
z 0
Tornando allora al calcolo del volume di V' troviamo

Volume(V):/02 (//vy 1d:cdz> dy:/02 E 7

4
-5
T (et -5)
come sopra.

VET [ ia
// 1da;dz:// lpdpdez/ </ pd@) dp=m
v, S 0 -
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