Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito del 02-07-2015 - A

Esercizio 1. (13 punti) Data la funzione
f(@,y) = cos [ (202 + )3

i) dire in quali punti del dominio ¢ differenziabile;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Qz{(x,y)éRQ : x2+y2§2,y2—1}.

Esercizio 2. (10 punti) Calcolare 'integrale

dx dy

I ==

2

dove @ ={(r,9) €R? : 2 +9? > 1, 5+ 5P < 1,020,y <z},

| ot

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie
Y={(z,y,2) R’ : 2 +y* =1— 2]}
i) farne un disegno approssimativo e scriverne una parametrizzazione globale;
ii) calcolare il flusso uscente da ¥ del campo di vettori
23+ 2
F(z,y) = v+ 1

1
(z—1)%+(y—2)



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
fw,y) = cos (227 + )3 |

i) dire in quali punti del dominio ¢é differenziabile;

La funzione f ¢ definita su tutto R? e si scrive come composizione delle funzioni g(t) = cost
e h(z,y) = (222 + yz)% Poiché g ¢ differenziabile su tutto il suo dominio, e h ¢ differenziabile su
R? \ {(0,0)}, possiamo concludere che f ¢ differenziabile su R? \ {(0,0)}, e dobbiamo analizzare
cosa succede in (0,0).

Per studiare la differenziabilita di f nell’origine applichiamo la definizione. Controlliamo quindi
se esistono innanzitutto le derivate parziali nell’origine. Iniziamo con la derivata parziale rispetto
a x. Si trova

2\ L 1 2\ 2 4
of F0) = £0,0) _cosl22)i] =1 1- 32 +o(jif}) ~ 1

Ox (0,0) 00 t Py t 20 t 0,

dove abbiamo usato lo sviluppo di Taylor cost =1 — %tQ + o(t?) per t — 0. Passiamo adesso alla
derivata parziale rispetto a y. Si trova come sopra
B, 0,£) — £(0,0 £2)5] — 1 1— (%) +o(Jt]3) — 1
91 0,0) = tim 1D =SO0) _ i coslD] =1, 1= 55 +oll])
By t—0 t t—0 t t—0 t

=0.

Rimane adesso da verificare che valga

lim
(z,9)—(0,0) V2 + 12

Si trova

fx,y) — £(0,0) — 9L(0,0) = — %L(0,0)y cos [(2x2 + yQ)%] -1

(2.9)—(0,0) V2 + 2 (2.9)—(0,0) V2 + o2

1=+ )5 o((202 +y2)5) — 1 =iyl
= lim = lim EE————

() —(0,0) Vaz +y? (@y)—(00) /22 442

Per dimostrare che quest’ultimo limite € uguale a 0, usiamo la maggiorazione

(222 —|—y2)% < (22% + 2y2)%
/x2+y2 - /x2+y2

In conclusione f & differenziabile su tutto R2.

Og‘ :2%(3724-3/2)%.

ii) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

Q={(z,y) eR? : 2* +¢y* <2,y >-1}.
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Figure 1: L’insieme €.

L’insieme Q) & rappresentato nella figura 1.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su € dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume sui punti critici liberi interni a  ed eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici
vincolati al bordo di © e sugli eventuali spigoli del bordo.

Abbiamo visto che f ¢ differenziabile su tutto R?, dunque possiamo studiarne i punti critici
liberi. In particolare abbiamo dimostrato che P = (0, 0) ¢ critico libero, per trovarne altri cerchiamo
soluzioni del sistema in R? \ (0,0)

4z : 2., ,2 l} _
3 (202442)3 i [(233 Fy)i] =0

2% - [2 2, .2 %} —0
Y sin | (2z° + y*)

Osserviamo che in  vale 0 < (222 + yQ)% < (224 2)% <43 < m, quindi nell’insieme da considerare
non ci sono soluzioni del sistema, e dunque non ci sono altri punti critici liberi.
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di £2. Gli spigoli sono i punti

-1 1
s-(0) ==(4)
II bordo lo dividiamo in due parti:

I ={2*+y*=2,y>-1}

Me={y=-1,-1<z<1}.

Per quanto riguarda I'y, possiamo usare la parametrizzazione

o= (VRet), ve-55].



e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

5
g1(t) = f(71(t)) = cos [(20082t+ 2)%} , te [Z’ 4711 .
Abbiamo ¢ (t) = —deostsint iy [(2 cos2t + 2)%]7 e quindi i punti critici di ¢; nellintervallo
3(2cos?t+2)3

1 1 1
[—Z,27] sono tg = 0, t1 = % e to = 7 (usiamo ancora che 25 < (2cos?t +2)3 < 43 < ).
Troviamo quindi i punti critici vincolati

V2 T 0 —V?2
Q1:71(0):< 0 >7 Q2=’Y1(2>:<\@>, Q3:’Y1(7r):< 0 )

Analogamente, per I'; possiamo usare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange scrivendo I'y come
insieme di livello della funzione Gy(x,%y) = 22 + y?. Notiamo che tutti i punti di I'; sono regolari,
quindi dobbiamo cercare soluzioni del sistema
4 ; 2 2\
——2  sin [(22° + 3} =2)\x
3(202492) 5 [( v)
—273’511&{2302—1— 2%}:2)\
Y ( y°) y
Yyt =2,y> -1

]

Dalla prima equazione troviamo che il sistema e equivalente a

x#0
z=0 1
1 —ﬁ sin [(2x2+y2)§} =\
—722?/ 7 sin [(23}2 +y2)§} =2\y U 3 (2% +y%)3 .
3(222+4y2)3 SR TR [(2952 n yz)g} — 2y
Byt =2,y>-1 8 (207 44%)3
\x2+y2:27y2_1

Dal primo sotto-sistema ricaviamo y = £+v/2, e la condizione y > —1 ci permette di scartare il caso

y = —v/2. Per cui ritroviamo il punto critico vincolato Q2. Nel secondo sotto-sistema, sostituiamo
il valore di A trovato nella seconda equazione nella terza equazione, per cui troviamo
(z#0
2 . 2 2\ 1
-2 sin | (22° + 3} =A
3(212+y2)% |:( y )
_ 2y . [ 2, .2 l} _ 2 - [ 2, .2 l}
sin | (2x° + 3| = —2y——=—— sin |(22° + 3
3(2a2442) 3 ( v) Vs aa )3 ( v

(22 +y?=2,y>-1

Nella terza equazione possiamo semplificare il termine a denominatore e il termine sin [(23:2 +y2)%} ,

visto che non si annulla mai su I'y, e otteniamo

x#0

_ 2 - 2., .2 l] _
! sin {(21’ +y)3| = A

2y = 4y

Py =2,y>-1

\

4



per cui I'unica soluzione della terza equazione & y = 0, da cui ricaviamo = = ++/2. Abbiamo cosi
ritrovato i punti critici vincolati Q1 e Q3.
Passiamo a I'y, per cui possiamo usare la parametrizzazione

o(t) = < 4 ) tel[~1,1]

Componiamo con f e otteniamo la funzione di una variabile

1
ga(t) = f(na(t) = cos |22 + DF], e [-1,1]
Abbiamo gh(t) = —m sin [(2752 + 1)%} dunque 'unico punto critico & tg = 0 € (—1,1)

(usiamo ancora che 1 < (2t2 + 1)% < 33 < 7 nell'intervallo [—1,1]). Troviamo quindi il punto

critico vincolato
0
Qi=72(0) = ( . ) :

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque
JPY=1, f(S1)=f(S2) =cos(35), F(Q) = f(Qs) = cos(43)
f(Q2) = cos(25),  f(Qa) = cos(1).

Tutti gli argomenti del coseno da considerare si trovano nell’intervallo [0, 7], e in quest’intervallo la

funzione coseno ¢ descrescente, quindi il massimo di f ¢ 1, e il minimo di f & cos(43).

Esercizio 2. Calcolare l'integrale

dx dy

X
//Q V2 +y?
dove 0 ={(2,9) €R? : 2 +32 > 1, 5 + 52 < 1,020,y <},

L’insieme ) e rappresentato nella figura 2.
La funzione da integrare e il dominio suggeriscono di risolvere 'integrale usando il cambiamento
di variabili in coordinate polari, ossia

x = pcosb

¥(p,0) = (z,y) con {y:psme e |det Jy(p,0)[ =p.

Dunque ponendo S l'insieme tale che 1(S) = 2, abbiamo

x
— d:cdy:// p cosf dpdb.
//Q Va2 +y? s

Determiniamo adesso S e proviamo a scriverlo come insieme semplice. Dalla definizione di
troviamo

1 )
S = {(p,H) €[0,4+00) x [-m, 7] : p2>1, Zp200529—|—1p251n29 <1, pcosf >0, psinb Spcos@}

5
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Figure 2: L’insieme §2.

La prima, la terza e la quarta condizione ci dicono che
T
PZl € 96[_§7Z]a
mentre la seconda condizione si riscrive come

1 2 2 2 4 2
—-p° + 0<1 <~ <|———— .
g TS p= <1+4sin29

Siamo quindi arrivati a

<6<

ol N
INTE

1
4 2
S {(p, ) € [0, +00) x [~ 7] P = ’p_(1—|—4sin29> }

051

0.0+

-0.51

Figure 3: L’insieme S.



L’insieme S ¢ rappresentato nella figura 3 con p sulle ascisse e 6 sulle ordinate. Per scriverlo
come insieme semplice dobbiamo trovare 6 € [—7,0] tale che

4 = 3 - 7
— =1 & sn?l=S & 0=-=,
1+4sin®0 YT 3
e quindi
4 3
T T
S={(p0): —=<b<-1<p<|[——m— .
{(” Ji—gsbtsgylsy <1+4sin29>}
Dunque

x
dl‘dy:// cosf dpdf =
//Q Va2 +y? Sp g

1
4 2 ™
sin 1 2 1
:/ /(1+4 ) osd d d9:/4 < cos 6 >d9:
-z 1

INE

————5 — 5 cost
1+4sin“0 2

s
3

INE]

( arctan(2sinf) — % sin 9)

2
= arctan \/5 -+ arctan \f \[ \/§

4 4

wl

Esercizio 3. Data la superficie

Y={(z,y,2) R’ : 2 +y* =1— 2]}
i) farne un disegno approssimativo e scriverne una parametrizzazione globale;

Si tratta di una superficie di rotazione che si ottiene ruotando intorno all’asse z il grafico della
funzione g(t) = /1 — |t|. Dalla definizione di g si vede che i punti di ¥ soddisfano z € [—1,1]. 1
grafico di ¢ in [—1, 1] & rappresentato nella figura 4.

L
-0.5

Figure 4: 11 grafico di g.

Se adesso lo disegniamo sul piano (y, z) come grafico di y = g(z) (ossia si inverte il ruolo degli
assi rispetto alla figura 4) e lo facciamo ruotare intorno all’asse z, otteniamo il disegno di ¥ in
figura 5.

Una parametrizzazione globale di ¥ si ottiene allora dalla forma standard per le superfici di
rotazione, ossia

o:D—R3, o(t,0) = (g(t) cos, g(t) sinb, t)
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Figure 5: La superficie X.

con g(t) =+/1—|t| e

D={(t,0) eRx[0,2n] : t € [-1,1]} .
i1) calcolare il flusso uscente da ¥ del campo di vettori
3+ 2
F(z,y) = v+l
1
(z—1)?+(y—2)
La superficie ¥ ¢ chiusa, regolare (a meno dell’insieme di area nulla dato dall’intersezione con il
piano {z = 0}), e orientabile, e il campo F ¢ differenziabile sul suo dominio R3\ {(1,2, z)}. Si vede

dalla figura 5 che U, la parte interna alla superficie, & contenuta nel dominio del campo, possiamo
quindi applicare il Teorema della Divergenza e ottenere

By (F) = / / /U div(F) dadyd:

L’insieme U possiamo descriverlo per strati come
U={(z,y,2) : z€[-1,1],(z,y) € U} dove U, ={2?+y*<1—|z|},

e la divergenza del campo e

0F; n OF, N OF3
Ox dy 0z

Py (F) = / / /U div(F) dedydz = /_ 11 ( / / z 3(2? —|—y2)dxdy> dz =

1 Vi-|7| 1 1 1 1
= / (67r / 0 d,o) dz = / §7r (1—|z|)*dz = §7T(Z+*23)‘ 37r/ |z|dz = 4mr—3m = 7.
. 0 D) 2 37 )1 .

div(F)(z,y,2) = =3(z? +1?).

Quindi



Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito del 02-07-2015 - B

Esercizio 1. (13 punti) Data la funzione

fla,y) = eV2H — /202 4 g2

i) dire in quali punti del dominio ¢ differenziabile;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q:{(w,y)€R2:x2+y2§2,x§1}.

Esercizio 2. (10 punti) Calcolare 'integrale

dx dy

I,

dove Q= {(z,y) €R? : 2?43 <1, 222+ 4> > 1,y >0,y >z}

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie
Y ={(z,y,2) R’ : 2* +y® =sin(nz),0< 2 < 2}
i) farne un disegno approssimativo e scriverne una parametrizzazione globale;
ii) calcolare il flusso uscente da ¥ del campo di vettori

z

F(z,y)= | @
(% +y?)z



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione

fz,y) = eV2HY — /202 42

i) dire in quali punti del dominio & differenziabile;

La funzione f & definita su tutto R? e si scrive come composizione delle funzioni g(t) = e — ¢
e h(z,y) = /222 + y2. Poiché g ¢ differenziabile su tutto il suo dominio, e h & differenziabile su
R? \ {(0,0)}, possiamo concludere che f ¢ differenziabile su R? \ {(0,0)}, e dobbiamo analizzare
cosa succede in (0, 0).

Per studiare la differenziabilita di f nell’origine applichiamo la definizione. Controlliamo quindi
se esistono innanzitutto le derivate parziali nell’origine. Iniziamo con la derivata parziale rispetto
a x. Si trova

_ ltlvz _ _ 2 2y _ _
5f(0 0) = lim f(t,0) = f(0,0) _ . e Hv2—1 14 tvV2+ e +o(t?) — [tv2 -1
ox t—0 t t—0 t t—0 t

=0,

dove abbiamo usato lo sviluppo di Taylor e/ =1 4t 4 %tQ + o(t?) per t — 0. Passiamo adesso alla
derivata parziale rispetto a y. Si trova come sopra

6f(00) g FO0 = f(0,0) e =1 L[+ 5t 4 o(t7) — [t

=0.
6y t—0 t t—0 t t—0 t

Rimane adesso da verificare che valga

lim =0.

(z,y)—(0,0) \/:162 +y?

Si trova

f(a;,y)—f(0,0)—g%(0,0)x—%(0,0)y . 6V2$2+y2—\/2l‘2+y2_1_

lim = lim
(z,y)—(0,0) Va2 +y? (z,y)—(0,0) Va2 +y?
1+ /222 + 42+ 3(22° +¢%) + o((20% + %)) — V222 +3° — 1 i 3(22° +9°)
= 1m —_—

lim =
(xvy)*)(oﬂ) \V/ x2 + y2 (mvy)*)(ovo) \/ .ZUQ + y2

Per dimostrare che quest’ultimo limite & uguale a 0, usiamo la maggiorazione

2 2
_’21‘ +y ’ (2.%' +2y):2 x2+y2.
V2 +y? Va2 +y?

In conclusione f & differenziabile su tutto R2.

i1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

Q={(z,y) eR? : 2* +y* <2, 2 <1} .

10
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Figure 6: L’insieme €.

L’insieme Q) & rappresentato nella figura 6.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su € dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume sui punti critici liberi interni a  ed eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici
vincolati al bordo di © e sugli eventuali spigoli del bordo.

Abbiamo visto che f ¢ differenziabile su tutto R?, dunque possiamo studiarne i punti critici
liberi. In particolare abbiamo dimostrato che P = (0, 0) ¢ critico libero, per trovarne altri cerchiamo
soluzioni del sistema in R? \ (0,0)

4x (e\/2x2+y2 o 1) =0

24/ 2x24y2
A (VA 1) =0
24/ 2x24y2

Nell’insieme da considerare non ci sono soluzioni del sistema, e dunque non ci sono altri punti critici
liberi.
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di 2. Gli spigoli sono i punti

(1) s=(t)

II bordo lo dividiamo in due parti:
I'y = {x2+y2:2,m§1}

p={z=1,-1<y<1}.

Per quanto riguarda I'y, possiamo usare la parametrizzazione
V2 cost T 7
t) = te =~
M)<ﬂmt’ 14"

11



e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

gl(t) = f(fyl(t)) - e\/2c052t+2 N \/2 cos2t + 2, te |:Z’ zﬂ_:| '

Abbiamo ¢i(t) = 2‘3}% (e” Zeostt4+2 _ 1), e quindi i punti critici di g; nell'intervallo [Z, Ir]

sono tg = 5, t1 = m ety = %7‘(’ (notiamo che eV2¢s"+2 _ 1 > (). Troviamo quindi i punti critici
vincolati

T 0 -2 0
Q1=’Yl(2>:<ﬂ>, Q2=’Y1(7T):< 0 >7 Q3:71<2ﬂ):<—\@>.

Analogamente, per I'y possiamo usare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange scrivendo I'y come
insieme di livello della funzione G1(z,y) = 2% + 3?. Notiamo che tutti i punti di I'; sono regolari,
quindi dobbiamo cercare soluzioni del sistema
Az (eV 2wt ty? _ 1) =2\
24/ 222442
2y V222 ) _
Woranw (e 1 2y

2?+y?=2,2<1

Dalla prima equazione troviamo che il sistema e equivalente a

Dal primo sotto-sistema ricaviamo y = ++/2, e abbiamo cosi ritrovato i punti critici vincolati Q; e
(3. Nel secondo sotto-sistema sostituiamo il valore di A trovato nella seconda equazione nella terza
equazione, per cui troviamo

x#0
2 V2x2+y? —
W (e 1) A

2y V2z2+y? >
2 4/2x2 442 (6 1

?+y?=2,2<1

_ 2 V2x2+y? _ )
2y2 e (e 1

. . . . . . . . 2 2
Nella terza equazione possiamo semplificare il termine a denominatore e il termine (e V2t YT 1),

visto che non si annulla mai su I'7, e otteniamo
(2 #0

2 V2z2+y? ) —
W <e 1 A

y=2

2?4yt =2,2<1

12



per cui I'unica soluzione della terza equazione & y = 0, da cui ricaviamo = = /2. La condizione
x < 1 ci permette di scartare il caso & = v/2. Per cui ritroviamo il punto critico vincolato Q.
Passiamo a I'y, per cui possiamo usare la parametrizzazione

w=(} ). telL

Componiamo con f e otteniamo la funzione di una variabile
1/ 2
92(t) = f(r2(t)) = ¥ — V2 + te[-1,1]

Abbiamo g5(t) = 5 §§+2 (e 42 _ 1) dunque 'unico punto critico ¢ tg = 0 € (—1,1) (usiamo

ancora che eV&+2 — 1 > 0). Troviamo quindi il punto critico vincolato

1
Q4—72(0)_<0>~

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

J(PY =1, [(S1) = f(S2) = e —v/B, F(Q1) = F(Qs) = F(Qu) = V*—V2, [(Qz) = V"V,

La funzione g(t) = e! —t & crescente per t > 0, quindi il massimo di f & eV4 — /4, e il minimo di f
el

Esercizio 2. Calcolare l'integrale

dx dy

X
//Q\/W
dove Q= {(z,y) eR? : 2 + 92 < 1,32+ 4y > 1,y >0,y > z}.

L’insieme 2 & rappresentato nella figura 7.
La funzione da integrare e il dominio suggeriscono di risolvere l'integrale usando il cambiamento
di variabili in coordinate polari, ossia

x = pcosf

Y(p,0) = (z,y) con { y = psinf

e |detJy(p,8)=p.
Dunque ponendo S l'insieme tale che 1(S) = 2, abbiamo

T
——— dxd :// cos O dpdf .
[, s dwav= [f oot

Determiniamo adesso S e proviamo a scriverlo come insieme semplice. Dalla definizione di
troviamo

4
S = {(p,H) €[0,400) x [-m, 7] : p2 <1, 5p200529—|—4p251n20 >1,psinf >0, psinf > pcos@}

13
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Figure 7: L’insieme (2.

La prima, la terza e la quarta condizione ci dicono che
0
p<1l e 0H¢€ [—,W} ,
4
mentre la seconda condizione si riscrive come

- — 0>1 <« > — .
Pt sl p= <4+16sm29>

Siamo quindi arrivati a

T 5 3
S — 9) € 0 - l<o<nmp<ip>(— 22
{(07 ) € [0,400) X [—m, 7] g Sf0smpsl,p2 <4+1ﬁsin20) }

3.0+

251

20+

L L L L T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure 8: L’insieme S.
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L’insieme S ¢ rappresentato nella figura 8 con p sulle ascisse e 6 sulle ordinate. Per scriverlo
come insieme semplice dobbiamo trovare 6 € [5, 7] tale che

4—}—1653ir126_7:1 & sin2§:% & sinéz%,
e quindi
1
S:{(p’e):ZS9§07<4+1§§11126>QSPS1}'
Dunque

T
—_— da:dy:// pcost dpdf =
//Q V2 +y? s

0 1 0
1 p
/ L pcosf dp d9:/ (c089—5cos_‘92> 9 =
( 5 )2 z 2 16 1 +4sin“ 0

4+16sin2 6

—

5 1 )
=—-—— — — — arctan - + — arctan\/i.

1
= (7 sin§ — > arctan(2 sin 9))
16 8 4 16 2 16

2

Esercizio 3. Data la superficie
Y= {(z,y,2) eR® : 2® +y? =sin(nz), 0 < 2 < 2}

i) farne un disegno approssimativo e scriverne una parametrizzazione globale;

Si tratta di una superficie di rotazione che si ottiene ruotando intorno all’asse z il grafico della
funzione g(t) = y/sin(nt). Dalla definizione di g si vede che i punti di ¥ soddisfano z € [0,1]. 1l
grafico di ¢ in [0, 1] & rappresentato nella figura 9.

1.0
0.8
06
0.4

0.2

Figure 9: 1l grafico di g.

Se adesso lo disegniamo sul piano (y, z) come grafico di y = g(z) (ossia si inverte il ruolo degli
assi rispetto alla figura 9) e lo facciamo ruotare intorno all’asse z, otteniamo il disegno di ¥ in
figura 10.

Una parametrizzazione globale di ¥ si ottiene allora dalla forma standard per le superfici di
rotazione, ossia

o:D—R3, o(t,0) = (g(t) cos, g(t) sinb, t)

15



Figure 10: La superficie X.

con ¢g(t) = /sin(nt) e
D ={(t,0) e Rx[0,27] : t € [0,1]} .
ii) calcolare il flusso uscente da ¥ del campo di vettori

z
1
F(xv y) = (z—1)2+22
(2% +y?)z
La superficie % e chiusa, regolare e orientabile, e il campo F ¢ differenziabile sul suo dominio

R3\ {(1,5,0)}. Si vede dalla figura 10 che U, la parte interna alla superficie, & contenuta nel
dominio del campo, possiamo quindi applicare il Teorema della Divergenza e ottenere

By (F) = / / /U div(F) dadydz .

L’insieme U possiamo descriverlo per strati come

U={(z,y,2) : z€0,1],(z,y) € U} dove U, = {z*+y* <sin(rz)},
e la divergenza del campo e

0F, n OFy N OF3
ox oy 0z

Pyt (F) = / / /U div(F) dedydz = /0 1 < / /U Z (z? +y2)dmdy> dz =

1 \/sin(mz) 1 o 1
_ / o / Pdp)ds =T / sin?(mz) ds = 1 (7z —sin(nz) cos(mz) ’ _T
0 0 2 Jo 2 2 0o 4

2

div(F)(z,y, 2) = =2’ +y

Quindi
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Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito del 02-07-2015 - C

Esercizio 1. (13 punti) Data la funzione

fla,y) = eV7r2 — /a2 4 22

i) dire in quali punti del dominio ¢ differenziabile;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q:{(x,y)€R2 : x2+y2§2,y2—1}.

Esercizio 2. (10 punti) Calcolare 'integrale

dx dy

I

dove Q= {(z,y) eR? : 2?2 + 2 < 1,422 + 2> >1,2>0,y> —x}.
5

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie
Y= {(I,y,z) eR?: 22 +y2=2 —e|z|}

i) farne un disegno approssimativo e scriverne una parametrizzazione globale;
ii) calcolare il flusso uscente da ¥ del campo di vettori
(x—1)z
F(x,y) = z

1
(z2—1)%+(y—2)

17



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione

flm,y) = eV — /a2 4 2

i) dire in quali punti del dominio & differenziabile;

La funzione f & definita su tutto R? e si scrive come composizione delle funzioni g(t) = e — ¢
e h(z,y) = \/x2 + 2y%. Poiché g ¢ differenziabile su tutto il suo dominio, e h & differenziabile su
R? \ {(0,0)}, possiamo concludere che f ¢ differenziabile su R? \ {(0,0)}, e dobbiamo analizzare
cosa succede in (0, 0).

Per studiare la differenziabilita di f nell’origine applichiamo la definizione. Controlliamo quindi
se esistono innanzitutto le derivate parziali nell’origine. Iniziamo con la derivata parziale rispetto
a x. Si trova

of

- e ¢ — 1 1+ |t + L¢2 2) — 1t —1
a(OaO)Z%in(l)f(t’O) £(0,0) lim¢:hm + [t + 5t% + o(t*) — [t]
X —

t t—0 t t—0 t

=0.

dove abbiamo usato lo sviluppo di Taylor e =1 4t + %tQ + o(t?) per t — 0. Passiamo adesso alla
derivata parziale rispetto a y. Si trova come sopra

— ltlv2 _ _ 2 2y _ B
af(0 0) = lim F0,8) — f(0,0) _ . ¢ Hv2—1 L [HV2 o) — [tV -1
y t—0 t t—0 t t—0 t

Rimane adesso da verificare che valga

lim =0.

(z,y)—(0,0) \/:162 +y?

Si trova

fle,y) = £0,0) = GL0,00x - GL0,00y Ve rygp

lim = lim
(z,y)—(0,0) Va2 +y? (z,y)—(0,0) Va2 +y?
1+ Va2 + 242 + 3(2° +2¢%) + o((2® + 2¢%)) — Va? + 242 — 1 i 3(@® +2y°)
= 1m —_—

lim
(xvy)*)(oﬂ) \V/ x2 + y2 (mvy)*)(ovo) \/ .ZUQ + y2

Per dimostrare che quest’ultimo limite & uguale a 0, usiamo la maggiorazione

2 2
_’m—&—Qy ’ (2.%' +2y):2 x2+y2.
V2 +y? Va2 +y?

In conclusione f & differenziabile su tutto R2.

i1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

Q= {(z,y) eR® : 2® +¢y* <2,y > -1} .
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Figure 11: L’insieme €.

L’insieme Q) & rappresentato nella figura 11.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su © dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume sui punti critici liberi interni a  ed eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici
vincolati al bordo di © e sugli eventuali spigoli del bordo.

Abbiamo visto che f ¢ differenziabile su tutto R?, dunque possiamo studiarne i punti critici
liberi. In particolare abbiamo dimostrato che P = (0, 0) ¢ critico libero, per trovarne altri cerchiamo
soluzioni del sistema in R? \ (0,0)

2 (e\/a:2+2y2 _ 1) —0

24/ x242y2
4y (e\/x2+2y2 o 1) -0
24/ x242y2

Nell’insieme da considerare non ci sono soluzioni del sistema, e dunque non ci sono altri punti critici
liberi.
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di 2. Gli spigoli sono i punti

-1 1
II bordo lo dividiamo in due parti:

I ={a*+y*=2,y>-1}

Mo={y=-1,-1<z<1}.

Per quanto riguarda I'y, possiamo usare la parametrizzazione

we=(VRet), ve-55].
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e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
/o G RS T 5
gl(t):f(’yl(t))ze 281n2t+2— 28i1’l2t+2, te |:—4,47T:| .
Abbiamo g} (t) = ;4512111?7??2 <e V2sin? t42 1), e quindi i punti critici di g; nell'intervallo [—7, 27]
sin“ t+
sono tg = 0, t; = § e ty = m (notiamo che eV 2sin?t42 _ 1 5 0). Troviamo quindi i punti critici
vincolati

V2 . 0 )
Q1:71(0):< 0 )7 Q2=’71(2>=<\/§>, Q3:71(7r)2< 0 )

Analogamente, per I'y possiamo usare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange scrivendo I'y come
insieme di livello della funzione G1(z,y) = 2% + 32. Notiamo che tutti i punti di I'; sono regolari,
quindi dobbiamo cercare soluzioni del sistema
2z V24292 ) —_
AT NZTTw (e 1 2 x
4y V24292 ) —
W (e 1 2y
Pyt =2,y>-1
Dalla prima equazione troviamo che il sistema e equivalente a
x#0
z=0 . R
7/ﬁ<€”w+2y —1) =A
4y (e\/m2+2y2 _ 1) =2)\y U 2 2+2y
— AU (eVert? 1) =2\
2+ yt=2,y>-1 2vw2+2y2< Y
?+yt=2,y>-1

Dal primo sotto-sistema ricaviamo y = £+1/2, e la condizione y > —1 ci permette di scartare il caso

y = —V/2. Per cui ritroviamo il punto critico vincolato Q2. Nel secondo sotto-sistema sostituiamo
il valore di A trovato nella seconda equazione nella terza equazione, per cui troviamo
x#0
1 (ew/x2+2y2 _ 1) -
24/ x2+2y2

4y (P ): %( Vartey? _ )
v (e V) =25 e !

Byt =2,y>-1

. . . . . . . . 2 2
Nella terza equazione possiamo semplificare il termine a denominatore e il termine (e Vait2y® _ 1),

visto che non si annulla mai su I'y, e otteniamo
(
x#0

1 Vai+2y? ) —
Weend <e 1 A

4y = 2y

Py =2,y>-1
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per cui I'unica soluzione della terza equazione & y = 0, da cui ricaviamo = = ++/2. Abbiamo cosi
ritrovato i punti critici vincolati Q1 e Q3.
Passiamo a I'y, per cui possiamo usare la parametrizzazione

o(t) = < ° > tel[-11]

Componiamo con f e otteniamo la funzione di una variabile
1/ 2
92(t) = f(r2(t) = e¥" 2 — V2 + te[-1,1]

Abbiamo g5(t) = 5 §§+2 (e 42 _ 1) dunque 'unico punto critico ¢ tg = 0 € (—1,1) (usiamo

ancora che eV&+2 — 1 > 0). Troviamo quindi il punto critico vincolato

0
Q4—’Y2(0)_<_1>-

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

J(PY =1, [(S1) = f(S2) = e —v/B, F(Q1) = F(Qs) = F(Qu) = ¢V*—V2, [(Qz) = V"V,

La funzione g(t) = e! —t & crescente per t > 0, quindi il massimo di f & eV4 — /4, e il minimo di f
el

Esercizio 2. Calcolare l'integrale

dx dy

Yy
//Q\/W
dove @ = {(z,y) €eR? : a? +3* <1,42” + 34> > 1,220,y > —x}.

L’insieme ) & rappresentato nella figura 12.
La funzione da integrare e il dominio suggeriscono di risolvere I'integrale usando il cambiamento
di variabili in coordinate polari, ossia

x = pcosf

Y(p,0) = (z,y) con { y = psinf

e |detJy(p,8)=p.
Dunque ponendo S l'insieme tale che 1(S) = 2, abbiamo

Yy .
———— dxd :// sin @ dp df .
//Q Va2 + 2 Y s " g

Determiniamo adesso S e proviamo a scriverlo come insieme semplice. Dalla definizione di
troviamo

4
S = {(p,H) €[0,400) x [-m, 7] : p2 <1, 4p200529+gp251n29 >1,pcosf >0, psinf > —pcos@}
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Figure 12: L’insieme €.

La prima, la terza e la quarta condizione ci dicono che

T
1o oe[-nI].
p==1° 42
mentre la seconda condizione si riscrive come
- — 6>1 <« > —m— .
AT P=\4+16c0s20

Siamo quindi arrivati a

INE

T 5 2
Lo <<t p<t,p> (— 0
S {(p: )E [07+OO) X[ 7T77T] =" =7 P> 1, p = <4+16COS20> }

0.5

0.0+

L L L L T
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Figure 13: L’insieme S.
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L’insieme S & rappresentato nella figura 13 con p sulle ascisse e 8 sulle ordinate. Per scriverlo
come insieme semplice dobbiamo trovare 6 € [0, 5] tale che

5 o 1 o . V15
4+ 16cos2 0 o8 16 cosv=g e 1

e quindi

S ) <0< > : 1
= ——<0< _ <p< .
(p,0) s =3 =0 ’<4+16cos29> =r=

Yy .
dxdy:// siné dpdf =
//Q Va4 y? Sp g
J 1 , 0 /. 5  2sinf
_/—j{ (/(5)% p51n9dp> d@—/_ <28m9_161+400329> df =

4416 cos2 0
2 5 1 5
\4[ + 6 arctan > 16 arctan V2.

Dunque

1 5 0
= (— 50050—1— 6 arctan(?cosﬁ))’ =

Esercizio 3. Data la superficie

Y= {(x,y,z) eR?: x2+y2:2—e|zl}

i) farne un disegno approssimativo e scriverne una parametrizzazione globale;

Si tratta di una superficie di rotazione che si ottiene ruotando intorno all’asse z il grafico
della funzione g(t) = /2 — ell. Dalla definizione di g si vede che i punti di ¥ soddisfano z €
[—log 2,log2]. I grafico di g in [—log 2,log 2] & rappresentato nella figura 14.

Figure 14: 1l grafico di g.

Se adesso lo disegniamo sul piano (y, z) come grafico di y = g(z) (ossia si inverte il ruolo degli

assi rispetto alla figura 9) e lo facciamo ruotare intorno all’asse z, otteniamo il disegno di ¥ in
figura 15.

Una parametrizzazione globale di ¥ si ottiene allora dalla forma standard per le superfici di
rotazione, ossia

o:D—R3, o(t,0) = (g(t) cos, g(t) sinb, t)
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Figure 15: La superficie X.

con g(t) =2 —elll e

D ={(t,0) e Rx[0,27] : t € [-log2,log2]} .

i1) calcolare il flusso uscente da ¥ del campo di vettori
(x—1)z
F(z,y) = ?
La superficie ¥ ¢ chiusa, regolare (a meno dell’insieme di area nulla dato dall’intersezione con il
piano {z = 0}) e orientabile, e il campo F ¢ differenziabile sul suo dominio R?\ {(1,2, z)}. Si vede

dalla figura 15 che U, la parte interna alla superficie, & contenuta nel dominio del campo, possiamo
quindi applicare il Teorema della Divergenza e ottenere

Byt (F) = / / /U div(F) dzdydz .

L’insieme U possiamo descriverlo per strati come
U={(z,y,2) : z€[-log2,log2], (z,y) € U,} dove U, = {3:2 +y?P <2 e‘z|} ,
e la divergenza del campo e
oF, 0F, O0F3

Oy (F) = ///U div(F) dxdydz = /_1(1122 (//Z zd:z:dy) dz =

log 2 log 2 log 2 0
:/ T2 (2—ell)dz = 722 / ﬁzezdz/ mze “dz=0.
—log2 0 —log 2

—log2
24

Quindi




Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito del 02-07-2015 - D

Esercizio 1. (13 punti) Data la funzione
f(@,y) = cos |(@? + 245

i) dire in quali punti del dominio ¢ differenziabile;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q={(z,y) eR*: 2® +y* <2, 2 <1},

Esercizio 2. (10 punti) Calcolare 'integrale

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie
E:{(:c,y,z) eER?: 2?4yt =23 20, 220}
i) farne un disegno approssimativo e scriverne una parametrizzazione globale;

ii) calcolare il flusso uscente da ¥ del campo di vettori

1
(y—1)2422
Flz,y)=1] =2(y-1)

X
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Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
fw,y) = cos [(a? +24%)3 |

i) dire in quali punti del dominio ¢é differenziabile;

La funzione f ¢ definita su tutto R? e si scrive come composizione delle funzioni g(t) = cost
e h(z,y) = (2 + 2y2)%. Poiché g ¢ differenziabile su tutto il suo dominio, e h ¢ differenziabile su
R? \ {(0,0)}, possiamo concludere che f ¢ differenziabile su R? \ {(0,0)}, e dobbiamo analizzare
cosa succede in (0,0).

Per studiare la differenziabilita di f nell’origine applichiamo la definizione. Controlliamo quindi
se esistono innanzitutto le derivate parziali nell’origine. Iniziamo con la derivata parziale rispetto
a x. Si trova

of F(4,0) = £(0.0) . eos[()F] =1 _ 1= 5(%)5 +off5) ~ 1

of 1y 1
oz (0,0) 00 t =0 t 20 t

=0,

dove abbiamo usato lo sviluppo di Taylor cost =1 — %tQ + o(t?) per t — 0. Passiamo adesso alla
derivata parziale rispetto a y. Si trova come sopra
t) — £(0,0 212)5] — 1 1— L(262)3 +o(Jt]3) — 1
g(O,O):hmf(O’) £0,0) _ . cos[(2%)5] -1 . 1—5(2%)3 +o(Jt]5)
83/ t—0 t t—0 t t—0 t

=0.

Rimane adesso da verificare che valga

lim
(z,9)—(0,0) V2 + 12

Si trova

fx,y) — £(0,0) — 9L(0,0) = — %L(0,0)y cos [(azQ + 2y2)§] —1

(2.9)—(0,0) V2 + 2 (2.9)—(0,0) V2 + o2

1@+ 2)5 +o((2? +297)5) — 1 L@+ 2?)s
= lim = lim —_—

() —(0,0) Vaz +y? (@y)—(00) /22 442

Per dimostrare che quest’ultimo limite € uguale a 0, usiamo la maggiorazione

(2% +2%)7 | _ (20% 42975
/x2+y2 - /x2+y2

In conclusione f & differenziabile su tutto R2.

4
3

=2

OS‘ (a® +97)5 .

ii) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

Q={(wy eR?: 2’ +y*<2,x<1}.
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Figure 16: L’insieme €.

L’insieme Q) & rappresentato nella figura 16.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su © dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume sui punti critici liberi interni a  ed eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici
vincolati al bordo di © e sugli eventuali spigoli del bordo.

Abbiamo visto che f ¢ differenziabile su tutto R?, dunque possiamo studiarne i punti critici
liberi. In particolare abbiamo dimostrato che P = (0, 0) ¢ critico libero, per trovarne altri cerchiamo
soluzioni del sistema in R? \ (0,0)

|

4z - 2 2 2} _
- 209)3| =0
Tatrog)} sin [(:U +2y°)
_ 8y : |: 2 9 2 %:| =0
Tateog) sin | (x* + 2y*)

Osserviamo che in  vale 0 < (22 + 2y2)% <(2+ y2)§ <43 < m, quindi nell’insieme da considerare
non ci sono soluzioni del sistema, e dunque non ci sono altri punti critici liberi.
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di £2. Gli spigoli sono i punti

(1) s-(t)

II bordo lo dividiamo in due parti:
I'y = {x2+y2:2,m§1}

Per quanto riguarda I'y, possiamo usare la parametrizzazione
V2 cost T 7
t) = te =~
1) <\/§sint ’ 14"
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e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

7
91(t) = f(m(t)) = cos [(2 sin? ¢ + 2)%] e [Z 47T] .
Abbialllo g:’l (t) = M Sln |:(2 S1n2 t+2)%i| R e qu1nd1 1 puntl Cl"lthI dl g]_ Ileﬂ’lntervallo [%7 %7’(’]
3 (2sin? t42)3

2 2 2
sono ty = 4,ti =mely = %W (usiamo ancora che 23 < (2sin®t +2)% < 43 < 7). Troviamo quindi

i punti critici vincolati

T 0 -2 0
Q1=’71(2>:<ﬂ>, Q2=’Y1(7T):< 0 >7 Q3:71<2W)=<_ﬂ>.

Analogamente, per I'; possiamo usare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange scrivendo 'y come
insieme di livello della funzione Gy (x,y) = 22 + y?. Notiamo che tutti i punti di I'; sono regolari,
quindi dobbiamo cercare soluzioni del sistema
4 ; 2 2\2
—— — sin [(z° 4+ 2 3} =2)\x
3(x2+2y2)% [( v)
8 : [ 2 2 2} _
sin |(z* 4 2y°)3 | = 2\
S arez)} ( ) Y
2 +y?=2,2<1

|

Dalla prima equazione troviamo che il sistema e equivalente a

x#0
z=0 2
5 —ﬁ Sin |:($2+2y2)§i| :)\
—— 8% sin [(wQ + 2y2)§} =2\y U 3(@*+2y%)3
3 (2242y%)3 —— % gin [(x2 + 2y2)§} =2)\y
2?2+y?=2,2<1 3 (z24+2y%)3
(22 +y2=2,2<1

Dal primo sotto-sistema ricaviamo y = ++/2, e abbiamo cosi ritrovato i punti critici vincolati Q; e
(3. Nel secondo sotto-sistema sostituiamo il valore di A trovato nella seconda equazione nella terza
equazione, per cui troviamo

x#0

——2 __sin [(x2+2y2)%} =

3(22+2y%)3

_ 8y -[2 22}__ 2 -[2 22}
sin | (x4 2y%)3 | = —2y ——=—— sin |(x* + 2y°)3

3 (22422) 5 ( v) Ve ( v)

2?2+y2=2,2<1

Nella terza equazione possiamo semplificare il termine a denominatore e il termine sin [(x2 +2y2)%} ,

visto che non si annulla mai su I'y, e otteniamo

x#0

. 2 . 2 221 _
Seiao)} sin {(w + 2y )3] =

8y =4y

4yt =2,2<1

\
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per cui I'unica soluzione della terza equazione & y = 0, da cui ricaviamo = = /2. La condizione
x < 1 ci permette di scartare il caso & = v/2. Per cui ritroviamo il punto critico vincolato Q.
Passiamo a I'y, per cui possiamo usare la parametrizzazione

1

w=(} ). telLy

Componiamo con f e otteniamo la funzione di una variabile

2
ga(t) = flna(t) = cos |22+ DE], e [-1,1]
Abbiamo gh(t) = _3(21;28%)% sin [(2752 + 1)§} dunque 'unico punto critico & tg = 0 € (—1,1)

(usiamo ancora che 1 < (2t2 + 1)§ < 3% < 7 nell'intervallo [—1,1]). Troviamo quindi il punto

critico vincolato
1
Qs =72(0) = .
(0) 0

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque
JPY=1, f(S1)=f(S2) =cos(35), F(Q) = f(Qs) = cos(43)
f(Q2) = cos(25),  f(Qa) = cos(1).

Tutti gli argomenti del coseno da considerare si trovano nell’intervallo [0, 7], e in quest’intervallo la

funzione coseno ¢ descrescente, quindi il massimo di f ¢ 1, e il minimo di f & cos(43).

Esercizio 2. Calcolare l'integrale

dx dy

Yy
//Q V2 +y?
dove 0 ={(z,9) €R? : 22 +32 > 1, 52+ 2 <1,y>0,y> —z}.

L’insieme ) & rappresentato nella figura 17.
La funzione da integrare e il dominio suggeriscono di risolvere 'integrale usando il cambiamento
di variabili in coordinate polari, ossia

x = pcosb

¥(p,0) = (z,y) con {y:psme e |det Jy(p,0)] =p.

Dunque ponendo S l'insieme tale che 1(S) = 2, abbiamo

Y .
dacdyz//psm& dpdb .
//Q Va4 y? s

Determiniamo adesso S e proviamo a scriverlo come insieme semplice. Dalla definizione di
troviamo

) 1
S = {(p,H) €[0,4+00) x [-m, 7] : p2>1, Zp200529—|—1p251n20 <1, psinf >0, psinf > —pcos@}
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Figure 17: L’insieme 2.
La prima, la terza e la quarta condizione ci dicono che
3
p>1 e e |0,-7],
4
mentre la seconda condizione si riscrive come

Lo, o 2 4 2
— <1 <|———F—— .
FLAREA L = P= <1+4c052c9

Siamo quindi arrivati a

1
4 2
_ _ 0<0< = > <\
S {(p,9)6[0,+00)><[ Tl 0<6< ”vp—lvp—<1+4cos29> }

20
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Figure 18: L’insieme S.
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L’insieme S & rappresentato nella figura 18 con p sulle ascisse e 8 sulle ordinate

I . Per scriverlo
come insieme semplice dobbiamo trovare 6 € [0, 5] tale che
4 ~ 3 T
——=1 & =" o 0=—,
1+ 4cos?0 o8 4 6
e quindi
1
m 3 4 2
S = 0): —<0<-m,1<p<|—— .
{(p, ) 6="=4" _p_<1+400829> }
Dunque

Y .
d:cdy:// psin® dpdf =
//Q Va? +y? s

(i) im0 2sing 1
:/ / psinf dp | df :/ ( sin@) df =
z 1 z

1+4cos20 2

™

1 2
= ( — arctan(2cos ) + 5 €08 0) ‘ = arctan v/2 + arctan v/3 V2 V3

4 4
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Esercizio 3. Data la superficie

E:{(a:,y,z) eR? 22+ y? =232, zZO}
i) farne un disegno approssimativo e scriverne una parametrizzazione globale;

Si tratta di una superficie di rotazione che si ottiene ruotando intorno all’asse z il grafico della
funzione g(t) = V13 — t5. Dalla definizione di g si vede che i punti di ¥ soddisfano z € [0,1]. 1l
grafico di ¢ in [0, 1] & rappresentato nella figura 19.

Figure 19: 1l grafico di g.

Se adesso lo disegniamo sul piano (y, z) come grafico di y = g(z) (ossia si inverte il ruolo degli

assi rispetto alla figura 19) e lo facciamo ruotare intorno all’asse z, otteniamo il disegno di ¥ in
figura 20.

Una parametrizzazione globale di ¥ si ottiene allora dalla forma standard per le superfici di
rotazione, ossia

o:D—R3, o(t,0) = (g(t) cos, g(t) sinb, t)
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Figure 20: La superficie 3.

con g(t) =Vt —td e
D ={(t,0) e R x [0,27] : t €[0,1]} .

ii) calcolare il flusso uscente da ¥ del campo di vettori

1
w172
F(r,y)=| =2(y—-1)

X

La superficie ¥ € chiusa, regolare (a meno dell’insieme di area nulla {(0,0,0)}), e orientabile, e
il campo F ¢ differenziabile sul suo dominio R?\ {(z,1,0)}. Si vede dalla figura 20 che U, la parte
interna alla superficie, & contenuta nel dominio del campo, possiamo quindi applicare il Teorema
della Divergenza e ottenere

Oyt (F) = // g div(F) dzdydz .
L’insieme U possiamo descriverlo per strati come
U={(z,y,2) : z€[0,1],(x,y) € U,} dove U, = {:n2+y2 < 28 —z5} ,
e la divergenza del campo &

, _OFy  0F, O0F3
div(F)(z,y,2) = o + 9 + 5, =%

Dy (F) = / / /U div(F) dzdydz = /0 1 ( / /U Z zdxdy) dz =

! 1 LAY 2
—/0 7rz(z3—z5)dz—7r<525—7z7> ’0:£7r
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Quindi



