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1 Una funzione u(x, y) regolare si dice “armonica” se ∆u = ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0.

Una funzione v(x, y) si dice “bi-armonica” se ∆v è armonica.

Verificare che v(x, y) = x4 − 3x2y2 è bi-armonica

Soluzione. Osserviamo che dobbiamo calcolare
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e controllare se si annulla.

Con calcoli espliciti abbiamo

∆v = (x4 − 3x2y2)xx + (x4 − 3x2y2)yy = 12x2 − 6y2 − 6x2 = 6x2 − 6y2

e quindi

∆(∆v) = ∆(6x2 − 6y2) = (6x2 − 6y2)xx + (6x2 − 6y2)yy = 12− 12 = 0.

2 Data la funzione f(x, y) =
√

x
y definita per x ≥ 0 e y > 0 dire dove è differenziabile e

calcolarne il differenziale.

Soluzione. Dato che y > 0 la funzione risulta composizione di funzioni di classe C1, eccetto
quando x = 0. Quindi è sicuramente differenziabile per x > 0 e y > 0.

Si ha df(x, y) = fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy e quindi

df(x, y) =
1

2
√
xy
dx−

√
x

2
√
y3
dy ∀x > 0, y > 0,

3 Sia R la parte della corona circolare

0 < a2 ≤ x2 + y2 ≤ b2 0 < a < b,

che si trova nel primo quadrante e sotto la retta y = x.

Calcolare

I =

∫∫
R

y2

x2
dxdy.

Sugg. Ricordare che d
dx tan(x) = 1 + tan2(x).



Soluzione. La regione R in coordinate polari viene descritta da

R = {(ρ, θ) : 0 ≤ θ ≤ π/4 0 < a ≤ ρ ≤ b}

e quindi. cambiando variabili, si ha∫∫
R
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dxdy =

∫ π/4

0

∫ b
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Si ha che
∫ b
a
ρ dρ = 1

2 (b2 − a2), mentre∫ π/4

0

tan2(θ)dθ = tan(θ)− θ
∣∣π/4
0

= 1− π

4
.

Pertanto ∫∫
R

y2

x2
dxdy =

4− π
8

(b2 − a2).


