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1.a Determinare il dominio massimale di f(z,y) = wﬁﬂyﬁ . Studiare il limite lim ;) (1,1) f(2, ).
Studiare poi al variare di a € R

lim z, e lim z,Y).
(z7y)—>(a7a)f( ) (ryy)—>(a-,—a)f( v)

1.b Quale piano orizzontale & tangente alla superficie cartesiana
z=a%—day — 2> + 120 — 12y — 1
e quale & il punto di tangenza?
2 Sia B(0,a) = {(z,y) € R? : 2% + y? < a?}. Calcolare

o |7l dzdy
i JB00 7142

a—r+00 a,3

3 Dato il campo vettoriale

Y Y

F = (zy — sin())i + (;xz - ez) i+ (22 - xcos(z)) K

definito per D = {(z,y,2) € R3: 2z # 0}. Determinare se & irrotazionale e se & conservativo.



Traccia della soluzione

l.a Determinare il dominio massimale di f(z,y) = % Studiare il limite lim ;) (1,1) f(2, ).
Studiare poi al variare di « € R

lim  f(z,y) e lim f(z,y).

(z,y)—(a,a) (z,y)—(a,—a)
1.b Quale piano orizzontale ¢ tangente alla superficie cartesiana
z=a? —doy — 29> + 122 — 12y — 1

e quale & il punto di tangenza?

Soluzione. a) La funzione ¢ definita per y # +x. Nei punti dove ¢ definita si ha

fay)y =¥ oy __ 1
W Ty T w—yaty rty

e quindi lim, ) (1,1) f(2,y) = lim(g )11 T—}-y = 2. In generale per a # 0 si ha quindi

1
lim z,y) = lim = —,
(z,y)—(a,a) f( y) (z,y)—(a,a) @ + a 2a

mentre im ) (q,—a) f(2,%) = N.E. dato che il denominatore si annulla, ma senza un segno
definito.

b) La funzione f(z,y) = 22 —4xy—2y?+12x—12y—1 & derivabile con continuita infinite volte
e quindi e differenziabile. Il piano tangente in (g, yo) & orizzontale se le derivate parziali si
annullano, quindi risolvendo il sistema lineare

0
8—£(x,y):2x—4y+12 =0
0
8—5(9&,3}) =—4x—4y—12 =0
si trova che ha come unica soluzione (g, yo) = (—4,1). Calcolando f(—4,1) = —31 si ottiene

che il punto di tangenza & P = (—4,1,—31) e il piano tangente & z = —31.
2 Sia B(0,a) = {(z,y) € R?: 22 + y? < a?}. Calcolare

. fB(o,a) || dzdy
lim —_—
a—+o00 a

Soluzione. Per calcolare I'integrale passiamo alle coordinate polari ottenendo

a 27 a 27
/ || dady :/ / plpcos(0)| dodp :/ p2/ | cos(6)| dOdp,
B(0,a) 0o Jo 0 0

dato che p > 0. Osserviamo che [i" p? dp = “?3, mentre

27 /2 3mw/2 27 3mw/2
/ | cos(6)| dO = / cos(f) df — / cos(f) df + / cos(f) df = —2/ cos(f) db,
0 0 /2 3

/2 /2

e pertanto fo% | cos(9)| df = 4, da cui si ricava che il limite da studiare risulta

Jpomleldzdy 43 4
m ——— =1 =

li im — .
a—+oo a3 a—+o0 3a3 3



3 Dato il campo vettoriale
1 y Y
F = (zy —sin(z))i+ (2£L'2 - ez) j+ (22 - a:cos(z)) k
definito per D = {(z,y,2) € R3: 2z # 0}. Determinare se & irrotazionale e se & conservativo.

Soluzione. Calcolando il rotore si ha
rotF =0,

dato che
Y
8yF1 = 8IF2 =2, 8ZF1 = 8IF3 = —COS(Z), 8ZF2 = 8yF3 = %,

quindi il campo risulta irrotazione e potrebbe essere conservativo in tutti i domini che non
intersecano il piano z = 0. Se esiste il potenziale ¢ deve verificare V¢ = F e dalla prima
equazione 0,¢ = (xy — sin(z)) si ricava

1
o= Exzy — xsin(z) + C1(y, 2).

Quindi la seconda equazione implica

1, 15 &Y
da cui si ottiene 9,C1(y, z) = —% e quindi Cy(y, 2) = —% + Ca(2).
Pertanto

1, . e¥
o= 3%y~ xsin(z) — = + Ca(2).

e dalla terza equazione

e

oY
0,0 = —xcos(z) + =+ Cy(z) = = x cos(z),

si ottiene C4(z) = 0 e quindi Cy(z) = C.
Per ogni C' € R la funzione

6= 1a?y—xsin(z) — = 4 C
= =T —xsimm(z) — —
2 Y z ’

¢ una funzione potenziale di F per z # 0. Osserviamo pero che & possibile avere potenziali
¢ anche scegliendo la costante C' diversa nelle due regioni {z > 0} e {z < 0}.



