Prova informale di Analisi Matematica I, 20/12/2013

Parte I, domande a risposta chiusa: Ogni domanda ha una e una sola
risposta corretta

1. Calcolare la retta tangente alla funzione f(z) = x* nel punto xo = 2

A:4(1+1og(2))(x—2)+4B: 4(z—2)+4 C: 4(1 +1log(z))(x —2) + 4
D: N.A. E: 2(1 4 log(2))(z —2) +4

2. Per quali a € R la serie

3n—

converge
A:a>7B:a<1C:a>1D:a>0E: NA.
3. La funzione

log(log(x)) xr>e
fz) = x

——1 r<e
e

nel punto xg = e ¢
A: continua e derivabile B: continua e non derivabile C: derivabile ma
non continua D: né continua né derivabile E: N.A
4. Data la funzione f(z) = {/log(x) allora f'(e) vale
A:e?B: 0C: N.E. D: 1/e2 E: NA.

5. Dato z = 1 — i, allora arg(22°13) vale
A: 0 B: %r C: —?T” D: 7 E: N.A.

6. La funzione f(z) = sin?(z), definita per z € [~7/2,7/2] é convessa in
A: |z| <7/4B:x=0C: NA. D: O<z<7/2E: /2 <z <.
7. 1l limite
. 22 + zsin(x?)
lim ————~
n—+oo 23 arctan(1/z)
vale

A:0B: NE C:2D: 7 E: NA.



Risposte corrette: 1A, 2E, 3A, 4D, 5B, 6A, TE.

Parte II, esercizi da svolgere

1. Risolvere 'equazione complessa
L+i| M| =1+)  XeC

Traccia della soluzione. Osserviamo che la parte reale del termine a
sinistra dell’'uguale vale 1, qualsiasi sia A, quindi perché anche il termine
a destra abbia la stessa parte reale serve che A non abbia parte reale,
cioe A =0+ 4y.

Sostituendo e uguagliando le parti immaginarie troviamo ’equazione
3
vl =y

che ha come soluzioni y = 0,1, quindi le due soluzioni del problema
Sono

A =0, A=i.
2. Risolvere il problema di Cauchy

y'(z) +y(z) = sin(z)
(0) =0

<

Traccia della soluzione. 1’equazione caratteristica ha come soluzioni
A = —1, quindi il problema omogeneo ha come soluzione Y (z) = e~ 7.
Non si ha risonanza e quindi la soluzione particolare del problema non

omogeneo va cercata della forma
ys(x) = asin(x) + bcos(x).
Sostituendo e svolgendi i calcoli si trova

sin(x) — cos(z)

€Tr) =
yr(x) 5
e imponendo la condizione iniziale

e~ " +sin(x) — cos(z)
2

y(z) =



3. Verificare che

C4V2 828 — 422" —82® 42— da Az )
B 1— a8 22241 1—a?

f(x)

Calcolare poi fol/ V2 f(x)dx e usando la formula per la progressione

geometrica Z:i% ¥ = 1_1358 verificare che
f 1 4 2 1 1
= — — — — .
n2016” 8n+1 8n+4 8n+5 8n+6

Traccia della soluzione. Data la scomposizione in funzioni razionali
con denominatore di grado 2, una primitiva G(x) della funzione f(x)
si calcola facilmente e vale

G(z) = 4arctan (\/53: — 1) —2log(z* — V2x + 1) + 2log(2? — 1),
e quindi

1/V/2
/0 f(z) dz = G(x)

Calcoliamo ora lo stesso integrale osservando che

T +oo +0o0
— xk;—l ZxSn — Zl,k—l—i-Sn’ ’l’| < 1.
1—2a8

n=0 =0

Possiamo riscrivere f(x) come segue
1 3 4 5

1—28 “1—28 1—28 "1—28

+o00 +o00 +o0 +oo
—_ 4\/§Z$8n -8 Zx3+8n o 4\/§Zm4+8n . 82$5+8n
n=0 n=0 n=0 n=0

f(x) =4v2

e quindi, integrando e scambiando sommatoria e integrali

1/v2 +oo  .1/4/2 +oo  .1/4/2
/ f(z)dx 24\62/ " dx — 8 Z/ 23T
0 0

n=0

+00  11//2 oo r1/V2
- 4\/52/ 248 dr — 8 Z / 228" .
n=0 0 n=0 0

Svolgendo i facili calcoli si ottiene la fomula (1) che é nota come formula
di Bailey-Borwein-Plouffe e che permette di calcolare la n-esima cifra
dello sviluppo esadecimale di 7, senza conoscere le cifre precedenti.



