Note sulle funzioni trigonometriche
inverse

19 ottobre 2009

Consideriamo la funzione f(x) = sin(z), definita per ogni € R e con immagine [—1,1]. Definiamo poi
per ogni k € Z la funzione fi come la restrizione di f all'intervallo Iy, := [—7/2 + km,7/2 + kn]. In
pratica

k

Jr(x) :sin(x)‘l = sin(z), Vo € [-n/2+ kmr,m/2+ kn].
Ognuna della funzioni fi : I — IR risulta essere monotona e piu precisamente

fr € crescente in senso stretto se k € pari

f1 € decrescente in senso stretto se k & pari,

vedi il grafico di seguito
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Quindi, mentre la funzione sin(x) : R — [—1,1] non ¢ invertibile (non & iniettiva). Viceversa, per
ogni k € Z la funzione f;, : I — [—1,1] risulta invertibile e la funzione inversa f, ! ha come dominio
Pintervallo [—1,1] e come immagine U'intervallo Ij.

Generalmente si indica con la funzione x — arcsin(x) la funzione f; ', cioee I'inversa della funzione
sin(x) ristretta all’intervallo Iy = [—7/2, 7/2].

Il legame tra la funzione arcsin e f, ! Viene evidenziato dal seguente risultato.

Proposizione. Vale 'identita:

fit(x) = kr + (—1)* arcsin(x), Vo e [-1,1]. (1)



Dimostrazione. Per dimostrare la (1) fissiamo k € Z e osserviamo che dalla definizione della funzione
seno si ottiene

sin(y) = (—=1)*sin(y — k7)) = sin [(—1)k(y — km)], Vy € R. (2)

La prima uguaglianza si verifica osservando che sin(y — m) = —sin(y) (e usando ripetutamente questa
proprieta), mentre la seconda si verifica usando il fatto che il seno & una funzione dispari.

Vediamo ora come usare questa osservazione: Sia T un generico punto dell’intervallo [—1,1] e sia
7=f'@ €Iy,
yely=[-7n/2+m7/2+kn] <= y—kr€[-n/2,7/2|.

Usando la definizione di fj, e I'identita (2) si ha che
@) = fo[(=1)*@ = k)]

(Questa uguaglianza segue osservando che per in punti dell’intervallo Ij si ha che fi(y) = sin(y); il
termine a destra dell'uguale (—1)¥(y — knr) € [-n/2,7/2] = Iy e in tale intervallo fo(z) = sin(z).)
Pertanto “applicando” f; 1 ad entrambi i termini si ha anche

o @] = (=1)"F — k).
Quindi “isolando” ¥ al lato destro si ottiene
g=kr+ (D" @)

Ricordando ora che
y=f'@ e T=fu(y)
si ha
F @) = ke + (1" 5 @),
Dato che nel ragionamento il punto T & fissato, ma arbitrario, segue che la formula (1) vale per ogni
x € [-1,1]. O

Pertanto, studiando la funzione
x — arcsin(sin(x)), zeR

si ha che per x € I},
arcsin(sin(z)) = f, '(sin(x)) = (—1)*(z — kn),

il cui grafico risulta essere il seguente
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Nello stesso modo si pud mostrare anche che per z € [kn, (k + 1)7]

r—kmw se k e pari,

arccos(cos(v)) = { (k+1)m—a sek & dispari.

e che
arctan(tan(z)) = v — km per z €] — /2 + km, /2 + k.



