
Esistenza dell’estremo superiore

Assioma di continuità. Data una successione {Ik}k∈N di “intervalli inscato-
lati”, cioè per ogni k ∈ N valgono le seguenti

i) Ik = [ak, bk] è un intervallo chiuso

ii) Ik+1 ⊆ Ik

iii) |Ik+1| ≤
|Ik|
2

con |Ik| = bk − ak.

Allora esiste uno e uno solo x ∈ R che appartiene a tutti gli intervalli, cioè
x ∈ ∩∞k=1[ak, bk] o anche

ak ≤ x ≤ bk ∀ k ∈ N.

Teorema.[Sull’esistenza dell’estremo superiore] Un insieme A ⊂ R non vuoto
e limitato superiormente ha estremo superiore.

Dimostrazione: Essendo A limitato superiormente esiste almeno un maggio-
rante b1. Siccome A 6= ∅ esiste a1 ∈ R (non necessariamente appartenente ad
A) che non è maggiorante. Per esempio, fissato a ∈ A, il numero a −

√
2 non

è un maggiorante. Abbiamo dunque l’intervallo [a1, b1] con la proprietà che a1

non è maggiorante, mentre b1 è maggiorante.
Costruiamo ora successione di intervalli inscatolati come segue. Dato l’in-

tervallo [ak, bk] con ak che non è maggiorante per A e con bk maggiorante di A,
consideriamo il punto di mezzo c = ak+bk

2 e

a) se c è un maggiorante per A poniamo ak+1 = ak e bk+1 = c;

b) se invece c non è un maggiorante poniamo ak+1 = c e bk+1 = bk.

Per l’assioma di continuità, l’intersezione di tutti questi intervalli è costituita da
un solo numero Λ ∈ R. Tale numero è l’estremo superiore di A. Verifichiamo
infatti che le seguenti due proprietà sono soddisfatte:

• Il numero Λ è un maggiorante. Se il numero Λ ∈ R non fosse un
maggiorante, allora esisterebbe almeno un x ∈ A con Λ < x. Poichè per
ogni k ∈ N si ha ak ≤ Λ, ne seguirebbe che

ak ≤ Λ < x.

Inoltre x ≤ bk per ogni k ∈ N perchè per costruzione bk è maggiorante e
x ∈ A.

Ne segue allora che x ∈ [ak, bk] per ogni k ∈ N e quindi necessariamente

x = Λ,

da cui un assurdo.
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• Nessun numero minore di Λ è un maggiorante. Supponiamo per
assurdo che ci sia un altro maggiorante µ ∈ R e µ < Λ. Siccome per
costruzione tutti i bk soddisfano Λ ≤ bk si avrà

µ < Λ ≤ bk.

Inoltre, siccome µ ∈ R è maggiorante, mentre nessuno degli ak lo è si avrà
anche

ak ≤ µ.

(Infatti, visto che ak non è un maggiorante, fissato k ∈ N esiste almeno
un numero ak ∈ A tale che ak < ak ≤ µ, visto che µ ≥ a ∀ a ∈ A). Segue
pertanto che

ak ≤ µ ≤ bk ∀ k ∈ N

e quindi per l’assioma di continuità si avrebbe l’assurdo µ = Λ.
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