Cenni di soluzione

0. Calenlere 8 determinante della scguence mateboe 1912
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Ciod il bloceo quadrato 11x11 in alto a sinistra & Ja matrice identics 11%11: Pultima rigs o Pultima
colonna somo fette de tutti 2o, cocetto che il primo o Pubtims tereda,

(Soluzione] Se =i osserva attentamente o matrice si pud notare che lo prima colonna & wgeale
alluitioes, quindi i determinante & uroale a sero.

Fungioni Continues

1. Celoolare estremo inferiore @ superiore i A

3
A={y= $il'l{.4'.-:|"'::£'_"‘f~ reR7}

H Al

(Soluzione) La funzione f(z) = 2% /(x* + 1) & monotona crescente per = = 0 (vesificarlo!!), si snoulla
inn 0 & tende ad 1. par x — +oo. Pertanto, dato che tale funzione & moltiplicats per sin{z) che gscilla

tria =1 e 1 il prodotio oactilerd reggiungends valord sompre pid prossimi sia ad 1 che a — 1, senza poed
rnai assumerli.

Quests won & perd una dimostrazione! Per essere precisl consideriamo due sucosssioni o = 7/2 + 2kr
¢y = 37 2 + Mkx. Si ha che

]' :T!ﬁ li I"Fir 1
a = hm o et —
I-—iTa-: G+l k—toapipt ]l
e
hime flwe] =1 menire lim  flp) = =1
bn bz o

Cuindi la funziene f 53 evvicina sia a 1 che a -1 (Jungo 2 successioni diverse). Per dimostrare che questi
ultimi sono rispettivamente “sup”™ e “inf™" baste osservare che

=12 flz) = 1.

1 & guindi un maggiorante ed & il minime dei maggioranti perchd visto che f{z:) — 1 guando k — +00
sl ha che la nessun numere plic piceclo di 1 pub essere maggiorente. Analoge per |'estreme inferiore.
2. Bia dala la foneione
f(z) = (2 + v + &) sin{rx)
e sinng (o) ¢ {ba} le successioni definite da

gz =ap + 1 bosy = by
a, =3 by =172




Caloolare

ﬂET-x Flan) HET:& Flbs)

{Soluzione) Cominclame a serivere esplicltamente chi & oy, osserviamn che M =3 ex=d ag=>5e
oosivia. In tal modo =5 ha che

g =n+2

In particolare . & ssmpre appartencnte ai numeri naturali {dimostrarls por induzionel) & guind
flaw) = 0. Questo mostra che limn— o fl2a) = 0. (A volte serlvere § primi termind definita per
ricorrenza “pud” aiutare a capire il suo comportamentao).

La geconda sncoessione invece & costanta. Tnfatt]
bn+:=ﬁn=5l='§ el
Chuinadi
Flom) = flba) = f(1/2) = (% + @ +e*‘) , . ¥neMW

e questo mostra che lim,— oo f(Ba) = F(1/2).

Caleolare

(Soluziene) Osscrviamo che

!l nE=1)-(n—2)...3-2.1
ne | B R T R fl-T -1

1
= =
i

(i primi n — 1 termini del prodotto sono tutti mineri od wguali ad 1) & quind per il teorema del
confronto lm,, . o rlfn™ = (.

. Studiare

lim tan{r)

_—
{Soluzione) Osserviamo che sa valutiamo la funzione tan(x) nei punti 2, = ks ey = 7/ < kv si ha
tan(ze} =0  tan(m) =1

e quindi 1 lmite non pub esistere perehi il limite —se esiste- deve sssese lo stesso lungo qualsiasi
suctessions che v versn oo,

. Sl {o,} une successione monotons crescente [righ il 2 dy ¥1 € W) e limitata superiormente,

Mostrare che o, ammettc imite & in particolare

lim oq = sup ay,
mar nel

(Soluzione) Csservisme che Vinseroe & numeri o,
A={a.: nelN}
& limitalo superioremente (attenzione a non fare confusione tre Uindice n -che nom & limitado: e ]

“wilore” delln sncosssione ., Ricordare che uma suceessione & una particolare funzione reale, definita
sodo sl momer interd],




=

Chiamiame L = sup, -y an < +oo; visto che L & Pestremo superiong esse 4 i minimo del maggioranti,
Fertanto, ogni nemero minere di L non pub cssere un maggiorante e cuindi pes opni £ = 0 csiste almeno
un oumera N £ N [dipendents da ¢) tale che

g Lo— e

Cauindi siccome apsq = 0, per ogni o€ ¥ 5 ha

[—ecagp=as=L, YneM, nz= N

La prima disogunglianes vale dato che la successions & eroscente, ultima perehi L & un maggiorante,
Juasto mostra che

lim @=L

fi— oo
parchd i oS
Fe=0 INeWic o, — Ll <e, ¥n>W.

. Dire se la seguents fanxione & continua

e ! =1)flz -1} sezx<l
f=) = 1 ser=1
L PR R e |

[Soluzione) Bisorna controllare o i due limic
lim fix
i f{x)
caigtono ¢ sono ugeall al wlere ohe ln fanelons asame per z=1. 51 ha

|
lim flz)= lim (se~? = 1iz=11= lim i 1
r—1i- z—1" y—i- I
[saolire
lim flr) = lim . ol U N

Faa bt

e quindi la funzions [ & continua nel punta 1. To tucti ol alork pundd & ovviamentie continua.

. Mostrare che la funzione

flz) = 2" + 746" 4 z2® — 107
£l annulla almeno due volte. Inoltre una delle radied positive si trova nell'intervallo iD,1]

[Boluzione) =i ha che
lim fi=] = +oa,
I

e aitinddi esistono due puotd My < 0 e My = 0 tale che
fiMHy) =0 FlM) =0,

mentre f{0) = —107% < 0, Applicando i1 teorema degli zerl negli intervalli (M7, 0 e [0, ML) 8 dimastra
che in ogni intervallo esiste almeno uno zero.

Se csservinme che f(1) = 1+ 746+ 7 — 10" > 0 allora applicando i] tecrama degli zeri nellintarvalle
0, 1] =1 dimostra esistenza di uno 2er0 in questo intervalle.
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1.

La funzione tan(z) : R\{kr/2} — R & continua? Pud essere definita opportunsmente in kw2 in
modo da renderla una funsione continea su tutta la rette reale?

(Soluzione) Si, si tratta di una funzione continua perchi: rapporto di funziend eontinue & il denoming.
tore non = annnlla mai.

La funzione put essere definita opportunamente in o, = kw2 quandoe k& pari, perehé inocali gientd
esigtono limite destro o sindstro o valsonoe eotrambi zero.

Nei punt! xp = k72 quando k & dispari la funzione non pud essere definita in maniera da renderla
continua, parché

e k& dispari lim tan(x) =+ e lim  tan(z) = —aa
ol 27 z—fmf2%
La Bunzions ¢5902) & continna?

(Soluzione) 51, & continua perché & composizione di funzioni continue.

La funzione f: [1,3[U]3.8] — F definita da

Flz) = =1 sel el
L 2 srd ez B
& continua F{1) < 0 f{8) = 0. ma esistono punti in ol § 2 annulla??

[Soluzione) 5i, la fmsione & continna, ma non si annulle mai. 1 teorema degli zarl non finsiona in
QuESTO case, perchi la funzions non i definita su un intesvalle, ma su di una “wrione” di intervalli




