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Disuguagliauze e spazi LP

Disuguagliauza di Jensen
Dati . X

,
A
, µ con µ(Net

. f : Rd→ fo, too] convessa e semi -
continua inferior

. (s .ci)
• u i X→ IRD sommabile (eioe I heldpesto

⇒ fxudpeesiste E Rd )
Allora fo u e- integrable e

(*) f
,
fo u dm%f%ud§

Ossew
.

K

' Per la precisione, (fo u)
-

ha integrate finite
. Iwtevpvetaudo µ come probability)

si riserive come E. (fo u ) I f ( Elul) .



←
Somma finite

° Se u = § di 1 Ei con Ei disgiunti
t

.
c
. VEI -- X allora 4) si ri duce alla

disuguagliauza di comessita .

Post uifatli ai : = ME i ) ho che Rizo , Edi- I
e

f fo u doe =/, { fly it - IE
i
die

= § Xi fly i)

I f ({Xi yi) = f (fu dm) .

Sipho partie da qui por dinostrove
④ in generale (non to fare ) .

. La diSieg .
vole an che se f e-

definite su I intervalo e re : X→ I
.

Ci si piece uifatti vicondurre at Caso

precedente esteudeudo f a tutto IR .

Dimostrate che tale esteusione esiste .



(Per eseuepio ,
se Te Costco) e fly ) ie - logy ,

quote testeusi one? )
- Sef ha solo valor i finiti

,
allora e-

automaticamate continua
.
Ju generale

I ' ipotesi chef E s .ci
.
e- necessaries

.

- Se ocpecxktcs la disug .

di Jensen od

modification come segue :

If ou die s f (fjudgu)
dove f

,
gdpe = media dig ⇐↳Gg dpe .

Per la dimostrazione ai si ni conduce at

Caso precedente sostituendo µ con te : = m.pe ,

con he is 1-
Mx)

Dine Pongo yo : - fu doe . (8) debate

8) f×foudM I ftyo ) .



~ 96) = a.Ytb

Prado lo : Rds R affeldt . c . to Sf .

Allora

§ fou dress § Goudie =) a.utb dpe
x

= ayotb = Of Cyo) .

Conclude ascender ie segment

Keung t f : Rds fo
,
to] carvessa es .

c. i

ft) sup ¢ (yo) = fcyo ) Wyo C- Rd
¢ affine
to Sf

Questa e- una carat .
delle feuezicuif

converse e s
.c. i

.

su Rd
.

La dimostno per D= I e f : lR→R

Prorate a fare voi il ease f : IR→ Go , to]
o andre il Caso generale .



Yu tal caso ie sup ai G) e- we wax
ed e- raggiute preudeudo

of Cy ) is a .ly -yo) + fly o)

on AE [f'Go ) , f'Hot )] .

← .

← ol

i y
Xo

Dalla dive
. sopra hoche

fou se
, Goa← souuabile

⇒ (fou)
-

s ou)
-

← somabiee

⇒ •WE ssomieeab.hnBe
..

⇒ fou e- integrable .



Norma LP

←
Chimento "

esponeutetisso p E ( l , to] di souuuabilita
,

Date' p , , pa di co che sono esparent
coniugwti se ¥,

+ fit ( cow . -

- o)
se p e q sano coniugati Allora

p --Z⇐ 9=2 , p- b⇐s go too .

Dati :

o X
,
A
, te

o f : X→BT
oppure

Rd (miserable)
o p c- [btw)

Defence

p
Hf Hp i = ( 4,1ft Pdp)

&

"

hernia LP di f , (men so Ancora che e- uuanoma)



Defusco iuoltve

H f Iles : = inf {me Lois] / Ifl Sm re- go .}
"
sup .

essential
,
di Ift

(confronted Carla def. di sup .

di f )

OSI f) Hf Has s ¥1 If exit

2) hella def . di 11 fellas
,
l ' wife un

Mimmo
,
in alte parole role

If KH S H flies per µ
-

go . X

3) H f Hp = O ⇒ f = O 9. o .

4) f , - fa go . ⇒ Hfi Hp = llfzllp .

Verifeeave poe ex . quarto appeuadetto !



Disuguagliauaa di Young
Ai

,
Az90 ,

Xi
, 1290 t. c . R , -1112=1

Vale
api air sina.tw (t)

uioltre vale = Sse a,
- Az

Dieu Se ai o Qz=O (x) e- Olivia .

Suppongo ai , as so e passo al logaritueo

ihlogaixihlogazs log (dia ,-1%1

Vera pee la eeneaoita del logarituco

Ie resto dell
'

enunciate segue dalla

stroke canoessits del logavituo .



Disuguagliawta di Helder

Date f. , fz : x.→ HI (o Rd ) e pi , p, coning,
allover

ftp.llfddpesllhllp , Hfzllpz .

Vale a patio di porre too . 0=0 nd

pro dolto a destra dell
'

agnate .

Dim .

Se Il ftp.so/xcsoHfzllpz=0/-es la dive .

E immediate
. Suppaige HfiHpi C- Costco) .

Case I : p,= I e Petes (o ie centauro) .

Sff ,Hfzldpe s ftp.lllhllcsdoe-llfzksflf.ldp
x

Caso 2 : Isp ,
, pasta .

Prado g so

lil valor preeeso lo sedge pin sotto .)



§ 1h11 f. Idp = ! (or If , peg fi nippy tide
- -

91 92

= § 9?
' 912 dm

disug . S § dig , -11kg , dpe
di Young

= A , JP ' Hfillp
,

't 1289211 fall p?
- -

Caso = nella a , as

disug .
di Young : = that Azaz

Vale preudeudo
Otc . aras .

→ = aihlazk
controllane che = Hf

, Hp ,
Hfzllpz .

tale y en'ste !

Osserv.

• Bati f
, ,

. . .

, fue pi
,
. . .

, Pn t.c.fi . . - it bpn = 1
And

§ Kil dpe S 1.711 fill pi
Dine . per esereizio ( inclusione sun Opp .

dinoStazione dinette generalizeando Young) .



• Case uguagliawa ui Holder i

se O < Ilf
, Hp , ; H fallpastas allora

valet
,
ai Holder Sse

es iste CE (o, tu) tic . If
,
IP's clfzl P2 go .

Dimosithozi one per esercizio .

Disuguagliaws.ee di Minkowski

Dato p e G , to] , f , , fz : X→ Bopp .

Rd

allover
Hf

,
+ fall

p
s H f.Hptllfzllp .

Dim
.

Caso T i p =L oppure p - too .
Casi seeupliei ,

face per esereosio .

Caso 2 : I spells , 041ft fallposes .

11ft ftp.P-flfitfalpdpe
×



S § (If , It Ifat ) lftfzlp
"

dm

= § If , l l fit fat
P
- '

dpetflfzll . . . . . Idp
×

Holder → s Hf , Hp H tht ftp.t/lq-llfdlpH---.HgCen q coning .

dip
= Clf ,Hpt Hfzllp) H fifth Hq
-

H
p- IRiassuweudo A fit f. Hp

II f.+fall pp s ftp.ttlfzllp) H fit fallpm

e olteugo la tesi dividend per Hfifzllp?

Caso3 : KpCto , Il fix http = 0 Opp . the

Ye case so e- bauble
.

Ie cases to segue dalla disug .

H f , + fall PP S 2M (Hf , ftp.t/l.fzHpP )
↳ variant now ottimale

della dis us .
di Mink

.



Dimostviamola :

Ilf
, tfallpp =/ If , + ful Pdp

x

= lfitzfzfpdpe
XP e- comessee s 20 § { If ,

I Ptlglfzlpdpe

= 2h (Hf , Hpptllfzllp)
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Eontiwuiauue con la costume degli spazi LP

Fissiauio X
,
A
, µ , PEG , to] .

Proposition

liiusieme LP delle fuwsiaiu fi X→ IR (o Rd)
mistersbili tic

. Hf Hp Ctu e- uno spatio
vettoriale e H - Hp e- una seminovena@ EM .

Dim
.

a) Haft p
= HI Hfllp sellftp.stcoodtoccalcoloimmediate)

b) f EEP & RER⇒ af ELP

e) Dis .

di Minkowski : Hfitfzllps Hf , llptllfatlp

d) fi , f, ESP⇒ f,tf EEP

e) H . Hp e- una seuiuovuia ⇐ a) & e)



p Mori E una normed su EP perdie

N : = { f ELP : H flip -0} = {f : f go .}
> { 03
[ fate f se et centime
uisiaui men vevote'

Jefe'uizione e µ- malli

Si pone LP := SPIN = 2%
dove f

,nfz If fifa 9.0 .

Per ogui (f) ELP si pone H Cf] Hp := Hf Hp

11 Hp E una norma su LP
← defiuizioue

ben posta

Falta generale : date V spaz.io vettoriale con

seuiuovwa H . H
,
si pone N : = { Well i hull -0} .

Allora N E un sottospatio di V .

Pee ogui to] E VIN si pone H Ev] His HoH
,

la definition e bae posta e H . H E una

momma Sn VIN .



Important : nella prati ca si paisa agli

clementi di LP come fwusoioui .

Ma attention : arte a operations, non Sono

legilleuee su LP .

Per eseuepio , pre so Xo E X
,
considero

{ felt : fool-0}
non E un Sotto insane bar definite di LP

(a memo die µ(Exo} ) so) .

←s
abt f e- sommabiee

Peu Centro

{ f ee i ↳ fdpe -0}

e- pevfeltameute bae definite !

Teoreena principate ( dimosthoziarelapnox.kz .)
o spasm LP e- complete !



Notazione

P
= LP (x) = LP (X

, µ) = LP (X
,
it
, µ)

per le funzieni a valor i wi IR

LP = LP (X ; IR
") per le fans .

a valori wi IR
"

.

Yu portico lane, se r c Rh ,
Scriver sempre

LP (r) ; LP (r; Rh) dando par scentato

che µ = &
"
Ceistretto art .

Prodolt sealane su LZ

Date f.
, fa E L2 Cx) si pone

( f
, ; fz> : = f fi fzdte

×

Ossever.

• be def . di tf , ; FD e- ben posta .

Basta far vedeve die fol f,fat doe Lto,
che segue da Holder :

f I f. fat dpe S Hf ,Hall fallacies .



• Hf HI = Lf , f> tf E LYX) .

• Iuoltve I Edm ) s ftp.fddpequiudi
Kf , if>I S Hf , Hz Hfdlz

(Cauchy - Schwarz ) .

• C. j .> e- we prodotlo sealane definite pose
-

perches Sf ; f> IO e
Vale = Sse If 12=09.0 .

WOE f =09.0 .

alot f=Oui Sensei L2
Osservazioni reale

Dato V sparoiovelt.hn prodolto sealane L ; 7,
allow L j S si vieava datta horme assonata

H - H trauivte l ' id . di polarizzazione :

Tv
, ; VD =L

,
(Hvitvzll 2- HV, -02119

( dive . uiwuredeata a partie dalla def . di HH )



• Dato V come sopra ,

Vale e
' ideutita

del parallelogram ma
'

. HM
,
Va EV

Avi tbh 't Hv
,
-02112=2110,114211Valk

Usando questa identities si divests die

la uouua di LP device da au Rodolfo

sealane solo par p =2 .

• Falter mon oooio : se V E une spatio
con norma H H e Vale e '

id
.
del

parallelogramma aHora Hall denies da

un pro dolt sealane .

Ye punto e- for vedere che Lj > definite
cholla formula di polar iozazi one e-

lineare wi eieaseuua variable .



Esevcizi

1
.

LP (G.D) soddisfa I ' Iden
.
del parallelogr . solo Sep-2 .

Prouder f
,
HE ,

,
o] , fz : - I [o , if .

Allora

11 f- tfzllp =L
,

'

b dx = 2 ⇒ Hf
,
+ fall p=

2b

H f
,

- fall p = Il fit fzllp = 2b , Hf , Hp - llfdlp - I

Se vale l
' identities del parallelogramma allora

11 fitftp.tllfi-fzllp-2llfillptzllfz/lp2cioez2-p+z3p
= 2.1+2. I ⇐ p -2

DoManda : per quali X.A .pe vale Eastessa
conclusion ?

L

f
con la mis

.
di Lebesgue

2
.

Dato Ruperto ni Rh e f : r→ IR continua

a Hora Il files = sup tf l

Ossera.
ter

Da questo segue e
'

abitudiue di indica re la

norma del sup delle fun2-i om
'

continue on H . Has .

tu generale vale solo Hf Has s %up× I fall .



Devo diueostrare che Hf Has % s¥qlfcxD .

Dato me sup If I seeIgo Xo t.c.ms/fCxoIl .

Allora en'ste U uitoueo apeeto di Xo tic .
he s f Cx) l H x EU

.

Siccome 101> o e Hf Hof Ifl a. o .
Su U

Tengo Hf HesI m .

Condado preudeudo it sup su m s sup Ifl .

Variante Dati X
,
A
, µ , can X spazio meth

'

co

e A che contiene gli aporti (⇒ le fuuzioni
continue Sono misurab

.) earalterizzare le pl
per Cui vale lo stesso visultato .

3.

§ tell) atw e p , spa allover LP's Lpz

pin precisameute SP'sEP) .

Caso pastes .
Data f ELP Z di mostro che f ELP !

Hf Hp?' = f
,

IfY ' . I doe

Holder con
s 11 If l P' Hp Hb Hq

p , q
da decider



see logo pic .

= (f) fl"Pdm) & 9dµ)&
Pip , =pz,

= Hf Hfi (MN )&
cioe p = palp ,

⇒ ta - R
- P

.

= It ftp.fpecxDPFY
'

Pz

Riassumeudo : Hf Hp
,

s (NCD)
¥ - K

Hfllpz '

Questa stina
, grazie at nisultato sotto ,

dimostra

auche che l ' inclusione i : LP2→ LP '
e-

continua
.

Propositi one

Date V
,
W spazi wormati e T : V→ W lineare

,

i segueuti enunciate
'

Sono equivalent :

( i) T E continua wi O ;

Cii) T e- continua ;

Ciii) T E Lipschitz : Fc t. c . Htv . -Tvzllwsellvrvzllv
per ogui Vi ,Vf Vj



Civ) Bc t.c.tlTv Hwsell v Hr per ogni v EV ;

1H Fc t.c.tlTv Hwse per ogni v EV t. c . 1101181 .

Iuoetne ee costanti ottimali in Ciii) , Civ) , ly
coina'dono con C is sup H Tv Hw .

VE V
Hull vs I

Dive .

(v ) ⇒ Civ) : per ouiogeneitd della mouna .

Civ)⇒ Ciii) : per liueaita dit .

Ciii)⇒ (ii)⇒ (it : immediate
'

.

( it⇒ (v1 : T continua in o

H
78>0 t

. c . Il Tx -Tol H S l se Hx-01158
I per oueogeneita della norma

HTx Il Est se Hill 51
.
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Teorema

Dati X.A , µ e p e Esto]
,
lo spatio LPG)

e- complete .

Gunned

Dato CY
,
d ) spatio metrics Vale che :

(i) ogni successione (yw) CY t . c .

as

[ dcyu
, Yum) stw (8)

UH

e- di Cauchy ,
e wi partiedare converge se Y E complete j

(ii) se ogui sua . (ya) CY che soddisfa

converge ahora Y e- complete .

Ossero
.

Non tutte le sua
. (yn ) di Cauchy

soddisfauo (*) .
Date voi un esaupio ai IR .



Dim
.

(e) Per man Vale
M- I to

d (Yu , Yu) S E d (Ya, Yuri ) sEd ten,Yeti) .

P Kem Kem

disug . triaugotare coda di serie converge .

Iuoltne V-E so I met. c .
I

co

Edan , Yue ,) S E
K-ME

⇒ tf u> us me Vale dam
, Yu ) SE

cioe (Yu) E di Cauchy .

( ii) Sia (Yu ) sue . di Cauchy .
Devo far vedeve

che converge .

Ossevoo che es iste una sotto sauce . Lynn) t. c .

%
,

d lynn , Yum ) <to .

Yufaut the Fmr tic . m,n%nn⇒ dam ,Yul set
in portico lane dflnu , Yuka ) s In .

Per ipotesi Lynn) converge a qualehe y EY ,
e si dixuostrafaeiemeute che (yw) com . ay .



Guinea2 Tato (Y
,
Hill) spatio normate Sono equiv .

:

( i) Y E complete j

Cii) V (yw) CY t. c . % Hyuk Ctcs esiste ye Yt . c .

%
,

Yu converge a y ( eioe HY- ⇐Yuki?) .

Corollaries immediate del lemma I
.

Lemma 3 (
"

Disney .

di Minkowski per Somme infinite ,)
Data una sua . (ga) di fuwoiaui misur . positive sax
Vale

H gull
p
s ⇐ Hgnllp .

Dim
. Solo per path .

Tissato N
,
allora i

N

£7
,

llgnllp I Ellgnllp ⇒ It gull pfUst 9

I "

Minkowski

( I ga )Pdp ) #

xpevconvergenta monotone→f, N→ to

HIE.su/Pdnfts



Dimrteoraua

Casey : p = to .

Si ri conduce alla completeEta della norma del sup .

Data ( fu ) Sncc
.

di Cauchy ai ECN, si diniostra

che e.sister N t
. c . µ( N ) - O e (fu ) e- di Cauchy

ri spelter alla norma dee sup Su XIN
.

A voi i deltagli !

Caso 2 : pas .

Per il lemma 2 basta far vedeae che data
as

⇐a) c LPG ) t. c § It fullpics , allora Ffa
converge a qual che f in LP Cx) .

Log
si fa in due passi : 1) si costruisaf ;

Cs

Z si dimostra die { fu con v . a f e f ELP .

Pass01 . Vale che :

toss Hfnllp = Ill ful Hp

per ipotesi ⇒ I I ful Hp Kil ful )Pdp) 't .

T W

laurea 3 g



Per la finitena dell
'

ultimo integrate la

fanzine uitegrauda g
e- fiuita go .

,cooee
side E t

.

c . petko e

§
,

lfulxll <to per ogui xe XIE .

Quindi %
,
fuk) converge a qualehe fHIER .

per ogui xe XIE .

Estado f a zero wi E .

Passo 2
. - issato N

,
ossevoo die the XIE

Ifk) - E.fm/=/&mfucxysEimlfuHl
,

quiudi coda di serie convergentlemma 3 J,
t n

Hf - full
p
s H&m! ful Hps Ed

,
!lkHp → 0 .

N→to

Quest diuiostra la eonvergeuza .

Per N = O oltewgo uioltre

Hf Hps %
,
Hfwllpstes ⇒ felt .



Confront delle ravine uoziari di convergenta

per succession's di funzioni

Tissot
,
A
, µ e pseudo f , fu :X- IR (o R

"

) misur .
Nozioni di cenvevgeuza (di fu af ) :

u uniforme
H

. punotuale : fucxlnsflx) V.xex

I
• puntuale fu- g. o .

: fuk)→ flx) per µ
- g.axex

. in LP : Hfa- flip→ o

• in misters : V-E >o Vale

µ( { x : I fix - fall 's e } ) → o

y
n→ to

! !

AE
u



Propositione

Ci) fu→ f a. o . & pack)Gb ⇒ fu→ f in misuraj

Cii) n n n n ⇒ V-E so esiste E EA

t
.
c . NEK E & fu→f uniform .

su XIE ;

Ciii ) fu→ f in LP
, pas ⇒ fu→ f in miswra;

Civ) fu→ f in Los⇒ BE t.c.pe#=Oefu-sfunif.suXlEj

( v) fu→ f wi miSura⇒ J-nnt.c.fm→ f re- go .

Osseroaziari

. Cii) si ehiama Teoreuua di Severini - Egorov .

. fu→ f wi LP ⇒ F n
k
t

. c . fnu→ f µ- 9.0 .

(combihave Ciii) e (v) ) .

"
Iu Ci) e Cii) l

'

ipotesi MH)Sto e- neeessavia
.

Preso 8=112 e fue Ich ,+by si ha che

fu→ O ovuuque ma fu mon converge a O

ai miSuva
,
e fu men converge a O uuif .

ai RIE per ogui E di miesura fiuita .



Lemma 4 (disuguagliauza di Markov )
Data g : X→ [9+0] misur . e m >o si ha :

µ ({xexigcx Em }) Smd fog die
Dim . Immediate !

Lemmas (di Borel - Cartelli )
Dali (En ) CA t. c. EN En)Stu , tinsieme

E : = { XEX t.e.IE En frequentmate (inn) }
ha misua mulla .

Cioe per µ - go . x
,
x f- En definitive heute (inn) .

Osserv .
L
'

ipotesi Eµ(Eu) Gcs mon pref
essere sostituita con pet Eu)→O

.

Ding Osservo che fin
-

Allora
E = men) .

ME ) g
line luck) s whin

.
Em MEU ) - O^ be→to

Fut E & fu (Fikes
coda di serve cow

.



Diue.Rroposizitongopq.ge/:lfucd-fcxllIE} Bem
e

r"n
BE :={ x ex : xe AE fnequeutemeute} = MAE )

.

(i ) Per ipoterifu-fq.co .

eioe µ CBE ) -0 He so

⇒ mlujn, fu (Bk ) = MBE ) -o

⇒ mbgi.pe/hgEm)--oaioe-fosfiumisura .

BE
in

Iii) Dalla dim . di Ci) abbiamo McBeal =o .

Allora V-KJ-mrt.c.pl/Bmkn ) s 81247
L

Pongo E is Un B
'

'm: ; allow ME) S8 .

Iuoltre :

xeXIE⇒ x¢ B'hmu Vic ⇐ # A "nk the,n%mk
⇒ IfGl - fncxllsth the, NEMk
⇒ 3¥, I feel

- fix)Is th the,n%mk

⇒ f - fm unif . su XIE .



(iii) Devo far vedere che te >o µ(AEu) →o .

m→ to

Apple' condo
'il lemma 4 (Markov) oftengo

9 m
- -

µ@Eu-fxilfucxi-fcxHPs.eP } )
G -1ms, gdpe ={pH fu- flip → O

ni→to

Civ) Divuostratelo per esereiz.io .

(v ) Per ipotesi fu→ f in misuis
,
cioei

Yes o µ (AEu )-On→ or

⇒ V-KJ-mkt.e.pe (Aina ) s 112k

→ Email) exo
lemmas→⇒ per fu go .

X
,
x ¢ A

'

n'kn definite' v . ink
cioe I funk) - f Cx) / St definitiv .

in k

a'OE fnncx)→ f Cx) .

K→to
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Coy vifevimento
alla lezi one precedent

fu→ f in imisura # fu→ f go .

• fu→ f in LP con petco # fu→ f go .

• MEa)→ O # per µ- g. o . xex, x# En definitivement .

Esaupio che nega tutte ee implication .

1- I

Sia I
, ,

H 's] , I fitz , titty] , . . . .

,
In:-[& ,

t .
,
's] , . . . .

Sia pi IR→ [o, l ) , pcx x- Lxj ← KJ wax { he2, hsxf .

• Eu : =p(Iu) per u, 1,2, . . .
Parte intend dix

Allora

a) link '
a th ;

b) I Eat = In the ⇐ a) t p e- affine a trotti
,
inieltis.su In

, p ;

4 In = Ll , too) ⇐ Ethan ;

d) ogui XE Lo , l ) appavtieue a En por infinite m ⇐ c) ;

e) IE
.

→ O in nuisura e wi LMGD) V-pets⇐ b) ;

ft 4-Encxl # O V-xc.co, D .



Approssiuuazi are di fuuzioni wi LP

(Strumeuto utile melee diuuostrazioni)
Preudo X

,
it
, µ come at solito .

Prop .
I

Le fuuzionieiuiitate in LPCX) Sono dense wi LP (X) .

Altena- one i le fwuzioni in LP Sono class i di equivalents e

quiudi non e- appropriate partare di
"

fuuzioni limitate , ,
semmai di fuuziom

'

che ammeltono un rappresenter limitato
la stessa precisazione Vale per gli enunciate

'

Sotto
.

Dim .

Pati f ELP (x ) e we >o pongo fmcx ) (fG)Am )Vtm )

← f
m

¥
Chiaramonte fuk )→ f Cx) Vx EX .

Juoltre

II fue- ftp.P-fx-fu-f/Pdpe → o

m→to

per eonvergeuza dominate .

↳ {
com . pwutualei Ifm- f IP→ 0 Vx

dominazione : Ifm- f IPS If IP tix

%



Questa enunciates e i succession
'

valgono andre per
LP (Xi Rk) .

Lascio le dimostrazioni per esereizio .

Nel seguito X I who spaziometvico, A continue gli apevti .

Prop .

2

Le fuuzioni in LPCX) con supporter liuiitato Sono dense
tin LPCX) per PHO

{× : fastof
Ossera

. Vale an che per pets se Cesolo se) esiste

X
' liuitato t.c.pe (Xix' 1=0 .

Dim
. tisso f ELP (x)

,
XoEX

,
e per Oguin>o pongo

fr : = f - I Bcxo
,
r) . Allora fr Cx ) → fed HXEX e

✓→to

H fr - flip =

ftp.r-f/Pdpe--fxlflP.IxlBfxo,r1dpe→ O
✓→ to

per convergeuza dominate .

t
corn

. puntuale : I ftp.I/1Bfxo,r, → O ovunqwie

dominatione : I ftp.I/lBfxo,ryS/f,nlPovun9Ue
↳



Prop. 3

Le fuuzioni limitate e een support limitato Sono

dense in LPCX) per peas

Dive. Usare la Prop .

I e la dimerStazione della Prop . 2 .

Aggiungere i deltagli per esereizio .

trop Sia

& ;f
f

Somma finite

⇐ di IE ; : Ei limitati , petEiker , diER} .

Allora I e- dense in LPN) per pet as .

Dine
.

Grazie alla Prop .
3 mi basta saper approssimare

ogmifc.LK ) limitata e con supporto liwitato .

( Lascio per esercizio i deltagli di questo passaggio .)

Casobifeo

Doti E>o
,
Kel

,
2
,
. . .
Sia AE { x : ke Sf Cx) s#DE }

e co

f-
e

: = E ke - HAE
Ke I



i÷÷.
Osservo che :

AE

- AE e- limitato ⇐ f ha supporter limitato;

. NAE ) Sto ⇐ f ELP een peas;

' Ak - 0 per K suff . grande ⇐ f limitata;

' FEET ;
- OS f - fee S E ⇒ fe→ f uniformenroute .

E→ o

' Fe# f
in LPG) ⇐ tear . eenvergeuza dominate .

Caso 2 : f a valor i reali

Approssimo separatameute ft e f
-

. . . .

Ossett
. Modifieando append la dimosthozione

sopra si Otieno che le fuuzioni seenpolice
'

Sono

dense wi E (X) .



Suppongo ora X C Rd, X EMd, e pl= Lebesgue .

Cc (Rd ) e- to spazio delle fuuzioni continue su Rd

con supporter compalto .

Prop . 5

Le fuuzioni in EdRd ), ristvelte a X , sono dense
in LP(X) per pets .

Dim

Per la Prop . 4 mi basta approssimare ogui f-ET
( passaggio simile a queUo hella dim . della Prop .3) .

Quindi mi basta appvossimare f- = IE con

E limitato tic
. NCE) Cto .

He>o pneudo Ae aperto limitato e Ce Chiuso t. c .

CeCE C Ae & / AelCel SE .

Uso la vegdavits della wishers di Lebesgue + E limitato .

Premdo quiudi fe : Rd→ [o , if continua t. c .

feet in Ce
,
fee O in AI .

Qui uso il segueute fatto generate :



Dat co
,
C

, chiusi di sgianti ai X spazio metrico

es iste g :X→ Co , if continua tic .

9=0 in co , g =L
'

me
, .

distcx , co)Per esempiogcoi-distcx.co/-distCx
,G)

'

Venifico che :

- fee EdRd) ⇐ Ae e- eiuiitato ;

' te - fiasco su Ce UAE ;

' Ife - ft s Hae,q⇒ Hfe- f-Hps I Adcelt SEE .

Osserr
.
L
'

enunciate non Vale per pets .

Idea (imprecise) : date fu continue tic. fu→f in E,
allora fu→ f uniformenroute ⇒ f continua , ma LO

Contiene fuuzioni discontinue (che quind i non Sono

approssimabili) .

Dinostazione (precisa) per X aperto .

Date fu continue su X t. c . fu→ f in LOCH allora

• (fu) E una sua .
di Cauchy in Ect) ;

. (fu ) E una sua . di Cauchy risp . norma del sup su X
✓

perche coincide con 11 Has per le funzioni continue;



• fn converge uniformenroute a F :X→ IR continua
;

- f = I g. o . in X .

Ma esistono fuuzioni f- E LOCA che mon coincidence

g. o . con alaina F continua
.

Per esempio , per X - IR , fi-16.to) .

Dinostare per esereizio che Cosi e- , eioe non

es iste alcuna F continua su IR t. c . f = I go .



AM3 20/21 Lezione 8

8/10/2020

Teovevua (di Lusin)

Sia X c Rd
,
X EMd

,
e µ = Lebesgue .

Dat i f :X→IR misur . ed E so
,
es iste E apertot. c .

. 1 Else ,
- la restrizi one di f a XIE e- continua

.

Osserv
.

In generale En X e- denso ui X
,
eioe XIE

ha parte interna vuota (relation a X ) .
- II teorema Vale per X e µ pin generali .

- Ricardo il lemma di estensione di Tietze :

dato C chiuso in X spazio metrico e f : GIR
continua

,
esist g : X→ R esteusione continua di f.

Usando questo risultato posso trovave g : X→ IR

continua t. c
. g - f su XIE .

Inotte se f E LP(x)
, petco ,

e- possible scegliere

g in modo che H f - gllp SE .



Lemma

Dati X
,
it
, µ con µ Go

, fix→ IR misur . e Eso
,

esiste F mi sur
.

tale che :

' MF ) S E ,
u f e- I imitate su Xlt .

Dim
.

Per ogui me > O Sia Fm := { x : Ifcpf > m} .

Allora Fm t, ¢ per tutus , quihdi pectin)→ O
.

Thendo F Fm con m abbastanza grande .

Dimostrazione del Teorema

Osservo che basta trovare E misurabiee e poi
usare la regolavita della misura di Lebesgue per
trovare E aperto .

Caso L i fell CX) , Klein

- Per la Prop .

5 della leg
'

one precedent esistono

Fn E Cc CRD ) t. c . fu→ f in L' Cx);
- fu→ f in misura;
- esiste Ect mi sur .t.c.IE/sEefu-sfuniformementesuXlE(tear . di Severini - Egorov)
e guindi f e- continua su XIE .



Caso 2 : f qualmsque, HIGO

- Grazie at lemma sopra trover F

t.c.lt/szE-efe-limitatauiXlF;-fEL9XlF1cLCXlt7quindivalgonole ipotesi
del Caso I con Xlt at poster di X , e trova

E
'

t.c.IE/sE-z e f e- continua su XICFUE) ;
- Pongo E : = FUE '

.

Caso 3 : f e txt qualangue f paella aperta .

Per ogni n
- 1,2

,
- . . Sia Xu XABCO

,
u) ⇒ Xnaperto inX .

. Applico it teorema con Xn at post di X (Sono

nelle ipotesi del Caso2) etrovo En t.ci/EnlsEgn
t

. c . f E continua su Xnl En ;

- Pongo E = 47 En e Osservo che LEI SE e

f e- continua su Xu IE th, e guindi anehe

su XIE ; il punto chiaoe E che XNIE e- apevto
in XIE (⇐ Xn e- aperto in X ) .



Esercizi

1. Dine per qualia>o e Isps too , fcxl : = lllxla
appartiene a LP (B) con B is BCQDCIRD .

" ftp.s/pdfafp=/okdfadp-'dg--edfjdg5.d+ , ,

quindi f c- LMB ) sse ap
-d -1151

,
eioe aped .

2. Dire per quati Osaka, e Ispsto

f- G) is
ya? , ,ya,

appartiene a LP (Rd )
.

" flip - Lpd a!%agp=f%÷%ayp de
xf 'sadf.at , +13¥.. ,
-- --

finite sse finite sse
a. p

-dtkl a p
-d -11 I

cioe p - da, cioe p > dat

guindi f c- LMB ) sse ad
,

< pandas .



Abbiamo vista che se µ (x) Ctu allora p , spa

implies LMG) CLPYX) .

L
'

esereizio che segue

Mostra che l
'

ipotesi µ Go E necessaries
.

3. Doti is p ,
# past is , LBCRd ) ¢ LRCIRD ) .

Preudo Oca ,sakes t.c.pe fade ad,] e p, # Lady day] .

Allora la f in Ex .
2 appartiene a Lk ma non a LP '

.

(Resta da fare il Caso pets .)

Pres i X
,
it
, µ quealunqui e U :X→ IR , per definingone

fjudpe esiste ed e- finite Sse ne L' Cx)
.

Inoltve :

4 .

L' applicatione lineare T : L' Cx)→ R
,
T : U#udpe

E continua
.

Basta osseroare che

Hut =/ fudiets flat die = Hull,
e usare la caralterizzazione della continua

per le applicazioni lineavi vista in precedeuza .



Osserv
.
La continuities dit hell

'

Ex
.
4 significs che

Un
L
.

U ⇒ fun die → fu du
Questa risultato non segue in modo semplice dal torana
di convergeuza dominate : manCano infati Sia la convergence

puntingle (ma per oftener
la basta passare a sottosua .)

che dominazione

5
.

Se µ Sto l
'

applicazione lineare T : LP → IR
,

T: u↳ budµ e- been definite e continua per

ogni Isps to .

Basta usare l ' Ex
. 4 e la continuities dell' inclusione

i : LPCx)→ L' Cx ) .

6
.
Dato kpsi is ,

Sia un rappresentante con

Xie { we LPCRd) : u ha support l imitator }
datato della norma H . Hp .

Allora T:X→ IR
,
T : re↳↳ Udx non e- Continua

.

Per far vedere che T mon e- continua (in O)
basta trovare une X t. c . Hun Hp→O e Tun =L .



Preudo Un = an . I En con an da determinate ,

En (imitator e lent→ too
. Allora UnEX e

" Hun Hp = an I Enl"P ,

' Tun = fuudx = du l Ent
.

Prendeudo du is 1/1 Enl olteugo Tun -- I e

Hun Hp = I Enl 's
- '

→ O
.

Osserv
.

' Ex
.

G Mostra che non e- possible
esteudere la definizione di integrate a tutte le fuuzioni
in LP ( Rd ) in modo continuo .

7
.

Dat X
,
it

, tu e kpstcs , Sia

V {me LPCX) : µ({ x : unto} ) <to } ,
dotato della norma II. Hp , e Ti V→ IR

,
T : U l→f×udµ .

Dimostrare che T non E continuo Sse esistouo

En EA t . c . µ(En ) Sto th e MEU )→ to .

Dimostrazione "
se ,, i procedeve come per l

'
Ex

.
6

prendendo Un : = Xu . Ign Con du is fufu) -



8. Dati X
,
A
, µ con MH) sto e is patos sia

Vis {me LPCX) i fu die - O} .

Dimostrare che V E ehiuso wi LPG)
.

Basta usare l
'

Ex
.

5
.

9 .
Dato lapsus Sia

Vis fue heard) :

U hea support
limitato }/×Udµ=0

Dimostrare che V E deuso in LPCIRDI .

Traccia
.
Dato UE LP (Rd ) preudere Un con

con supporter limitato t.c.mu→ u wi LP ( Rd) e

costruire una successione Un E Xtc . Vu→ u

wi LP ( IRD) della forma

Vu = Un t an 'TEn

ane IR e En C Rd limitati t. c . I Enl diverge a

1- as abbastanza rapidamentee .
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Eseveizi (avanzati dalla lezione precedent)

Se non specificato X, A , tu Sono generic .

1
.

Dat i t s p , cpspzstcs , scvivo § come eombinaz. convessa
di '

p, e tpzcioel-p-dp.tt/lp2-z Con Ri
,
R2> O

,
ditREI .

Data f : X→ R o RIK miserable hole la segueute
disuguagliahza di interpolazione :

Https Hfllp? Hflliz .

Infati
yg.pl, =/,fflPdM

= f tf IAP If I
""

die
×

applico Holder
con esponenti

s (1×151
"" '¥Pdµ¥? (1×1 ftp.t#odpe/*

Fip e Ttp = Hf Hfllisi .

vevificare che

( sonoconiugati )



2 .
Data f : X→ R o Rk misur

.

considero

g : [0,1]→ (- cs , to] data da

g Ct) log (Hf Hye)
(convengo che 1/0=-10 e Eog Gcs ) = too) .

Allora g e- comessa e semicontinua inferiormentee (s .ci .)

Comessita :

Sia t - dit,+ Ratz combinazione comessa di ti
,
ta EG, if .

Dall
'

Ex
.

I ho che

Hf has Hflliiillflliii, ;

passando al togaritmo oftengo

log (Hf Hut) s dieog (Hf Hye . ) t og (Hf Hiltz)
che e- la disuguaglianza diconvessitaglt) f di gCti ) + ihzgltz) .

Semicontinua

Verifieste che Sono falti equivalent :
i p to Hf Hp E s .ci

.
Su fi ,to] ;

. the Hf Hye E s
.
c. i

.
Su Lo ,Dj

- g E s.ci
.
Su Lo, I] .



Per dimostrare la prima affermazione osservo che :

H llftlp-gs.gg. 119115
dove F E l

'
insi eine delle fuuzionisevuplici della

forma
g - [ditEi
i

con Xi > o , Ei disgiunti , tutti ) Ctu e tabi che

g s Ifl

Osservo quindi che page F
1-

11g ftp./lE4PMEiDPperpc+csIsu.pxi
per pets

e che
l

(2) pts 11g Hp e- continua su fi , to] .

(Verificate (s) e (2) in partialare per path .)

Infine la s.ci
.

di p→Hf Hp segue da (1) e (2) Usando :

Lemma

Doti y spazio metrico e f famiglia di fungiOni

Yi Y→ fcs, too] s.ci . , allora g- : Y→ fates] data

da 4-Cy ) sup y E s
.

e. i
.

peg



3
.

Data f : X→ IR misur
.

,
Sia

Ii = { PEG ,
to] : Hfllpstcs } .

Allora I e- un intervalto e la restrizione di p↳ Hf Hp
alla chiusura I e- continua

.

Uso il Cambio di variable t = Hp e considero

Ji = { te Lo, I] t.cl/fHyes-csf-- g-
'

( IR)
← def in ita

hell ' Ex .
2

- J E un intervalto perche- g e- convessaj

.

g E continua nella parte interna di J perche e-

comessa e finita (falto noto) ;

u la restrizi one dig a J E continua perches e-

comessa e s . c. i . (la continueta agliestvemi di J

richiede una dimostvazione) ;

i ne segue che anche la restrizi one di t ↳ H f Hye
=

a J E continua
.

4
. Date

.

I sp ,
s pesto trovare fuuzioni f su IR Tali che :

' Ifp , .pe/CfalTo1aleziohe precedente) i

. I = Lp .
, Pz) / ( P, , Pa] / (pi , Pz] ;



- I = ( pi , to) / Ep, .to ) ;
- I = {p , } .

5
.
Sia X c Rd , µ = Lebesgue , I spew .

Allora LPCX )

E separabile , eioe contiene un soltoinsieme Y

numerable e deuso
.

Prado come V un opportune famiglia di fuuzioni
affirm a trave

'

.

Dato S > O Sia Vs l
' nisiome delle g : IR→ IR

continue e con supporter compalto tic .

r g E affine su [KS , kills] V KEK
,

- g(KS) e- nazionale VKEI .

as

Pongo V := U Yin .

Allora i
n = I

• siccome ogui g c- Vs e- determinate dai valovi

assault
'

su 87L
, Vg e- numerable

,
e lo stesso

Vale per Vj

- data f- c- CDR) con Supp f C Er, r] F gu EV

t
. c . Supp ga Cfr, r] e gu→ g uniformenroute

(vevificatelo) e quin
,

di gu→ g in LPC IR);



- qui nd i V E densa in CDR) vispelto alla norma

di LPC IR)
,
e siccome Cc CR) e- deuso in LPCIR)

,

no che V e- denso vie LMR) ;

a le restrizioni a X delle fuuzioni in V Sono

dense in LP (X) ( spiegare quest passaggio ! )

6
.

Dato X spazio metrico , sono fathi equivalent :

( i) X non e- separabiee ;

Cii) FS > o e Y CX pin che humerabieet. c . dcy
, y
' 1%8

try , y ' EY con y f-y
'
.

Dimostvo solo Iii )# Ci ) (a voi Yalta implicazione)

Suppougo per asSardo che esista (Xu) successione
densa lie X .

Allora Vy EY es iste n-Ny) t. c .
d Cy, xn) s 8/2 .

Ma allora la nappa y EY→ Ny ) C- IN e- inieltiua
,

(Ny) - onlyD= h ⇒ day, y ' ) Solly ,xultdlxu , y
') er ⇒ y=yy

che E assurdo perche Y e- pin che numeralsice .



7
.
( Rd) mon e- separable .

Proud o una successione (En) di iusieuii misur .

disgiunti in Rd con I Enl > o e per ogni JUN Pongo

fg is ⇐ F-
En

e Y { fg : JE IN } .

Date
'

Jst J
'

si ha f
,
- fg, = fgyg. - fgyg⇒ Hfj -ft Has= 1,

inotte card ( Y) = card (PCN) ) = continuo .

8
.

Dato XC Rd cow INTO
,
EH) non e- separable .

La dimostrazi one dell
'

Ex
.
7 funziona ,

ma la

difficolta e- trovare la succession (Eu) .

Quest e- facile se X ha parte interna non
vuota

.

Per X qualunque si put usare un facto

oisto in precedeuza , cioe che V me (o
,

I xD
esiste X '

C X t. c .
IX ' km

.



Convolutione

q
.

Date f
, , fz fuuzioni su Rd il prodotto di

convolutione E la fanzine f , * fz data da i

f
,
* fz Cx) : = fro, f. Cx -Y ) fly) dy

= Sf , Lt ) fact-t) dt
Osseroeziom

'

t . x-y 9 Nd

u generate f. * fz (x) puonen essene definite
( per alain x ) .

. Se fi
, fz i Rds [0,1-6] allora f. * fz : Rds [0,1-6]

e- definite uitutti i punk XE IRD .

• Se f
,
* fz Cx ) e- defetuto

,
allow fz*f

,
G ) - f

,
* fzcx)

. E
'

important che f, efz Siano definite Su tutte Rd

e che la Wisma sia Lebesgue .

In reata si pin definite f, *fz audie per

fuuziari f. , fz definite su a gruppo (dotato

di misurra invariant ) per esaupio :

I con la luis.
che Carta i punt

Date f.
,
k i 2.→ IR

, f. *flu) Efilhnmtflm)
MEI



Eseuepi di convolution

- Sia p la deusita di una distrito . di masse

wi 1123
.
Ie potential del Campo gravitas . generate

E

VG) : = f ¥, paddy
1123

cioe V=p # g een 90k¥, ← potential
della Massa
unit

.
hell' orig .

° Siano Xi
, Xz variable aleatoric (avalon

'

wi IR)
con distris .

di prob . continue f , efz .

Se Xi e Xz Sono independent allora la

distvib
.
di prob . di Xlt Xz E p, # fz .

Caso pin facile .
X , . K var

.

aleat
. avalon

'

we 7L An distrito . f, efz .

sufaltiv-uc-2distnib.fm) i = PCXITXEH) - PC Vue { Xian-m, in})
Ai Xia = E PCA - h -hi

, Xen)
MEI

iudip . !→ = ME, Phish
-m) . POEM)
- -

f. (n-m) few)
= Eez p, Ch-m) fan) = P, *Ecu) .



Lemma I

Date f
, , fz : Rd→ IR e x c- Rd ,

self
,
1*1 fat ex) Ctcs allow f. * fix) e-

beer deficit e reale , e

If,* f. G) I s Ifl * Hal Gl .

Diu . Se

tf
,#fat Cx) = ftp.cx-y) fly) ) dy

IR
e- fruit allover f. cat . ) fi . ) Ellard)
e quiudi

f.*fix)# f, ex- yl fzly ) dy
IRD

e- bae def . e

I f.* fix) I s fl f.G-ylfzlylldy elf , txlfzkxl
Rd

corollaries 2

Se tf , I * lfzl ELP ( IRD) per qualeche pea , to]
allow

• f. *fzlx) e- ben def . per g. o .
XE Rd

a Hf , * fall p S H Ifl* lfzlllp .



Teoveuua 3 ←H)
Date

'

pi , Pa , r C- [btw] tuc . Itt = tp.tk ,
e f

,
ELP ' ( IRD )

,
f
,

ELR (Rd)
,
allow

• f
,
* fz e- ben def . per g. o . XE Rd,

o Hf , # fall r s Hf , Hp , Hfzllpz .

Ossevvazicne

K) e- tunica velaz
. possible trap,peer .

Supponiauro uifalti di aoeue p , , pz , r C- [1,1-0]
e di , da EIR , C so tic .

It g. * gall
r
SC 119,14411921195 # *)

tf g , ,gzilRd→ Costco] .

Allora a-a- I e f. +Betty .

Dive Date g. , ga ed so apple.co (4-8) a

Ag ,
e ga

11429,1*9211 rs e 11dg ,Hp9HgMpY
" "

Hdlgrxgzlllr eihhllgllpillgllpz
11

A 1191*9 . Hr



eioe all g. * g.Hr scam 119,116911911622
Neeessaiiaurewte Ai- I

.

Aualogainewb 92=1 .

Date g , .ge , ASO, berate (gi ), gift )
pee is 1,2 .

111911
,
# lgulxllpselkgilxllpilkgalallpd

faeeudo i anti

f
adat 's ) 11g ,*gzllrsadfmtbdellg.llp.iq!
Hi
⇒ Ky - Tatti
-

(911×492)×61=19 ,
C 1.91¥ ) dy

2-= Yg → = f g ,
- z) gzlz ) Adobe

de des
=
nd g ,

* go ) - Xd go),Rd

Had (91*92)×14=141181*92 ) x Hr
= ad

.
Ada 1191*9211 r


