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(Strumensts Wi mele dLmos‘Tvs;Jva)
Freuwdo X,ﬂ, I Come al setito.

Repd
Le funziom Quidsle ue LX) s demse wn [F(X).

Aftewzione : le fumziom in P sove classi du eerwiv;\eu%a e

quwndh Won & Sppvopriate  pavisre ol Cumziont Bwitste , )
semwai di fumzion che smmellone wn rappresade linmlbsto
> <tesss Jore Csazione Vale per 9\i enuwneiall solfo

Diw.

D&ﬁ-@ €LP<X) e w>0 locmgo FM(X) = (E(X)AWl>V(—W\)

—F

—im /L/]CWL

Clmavamend ﬁu(x)—> £ VxeX. Tuctvre
P _prIP
-2l = | 1 #fde — o

M—+00
pov @werceura dovwindta.

\ {Cm\\u puliale : |€m»£\f’% o Vx
dowvmmaione “Pu['@“b < IR1P Vx
M

*




Hueste enumests e ( Successin valgono anche pev
P(X;R%). Lasclo le dimostrzioni per esereizio.

Nel Seqw't—o X e uno Spaxio mojvico/, A covillona g spev’bi.

P\fo]g. 2
Le fumziom ur LPOX) com suppato duilsto Sovo deuse
Un Lf(X) per p<+6

ix: # (x):!:o§
Osserr:  \ble snche por p=+n se (esRosk) esicle

X' lmtsle Ter e(x\%') =

Dim. Fisso ]fe If()()) xoéx/ e \e@,/08m~ >0 pougo
191, P= \C'/l[B(xo)v) - Allova £,60) — PR ¥xeX e

V—>+e

P P
L L
= J‘lelp':n-X\B(xo V‘) CJ}L_ —> O

r— 00

pev Camvevqeuza dowinsta.

Ccmv puvvma |f | ﬂ'X\B(Xo ) — (0 ovunquie

dowinazione : lf] -ﬂX\B(XOV‘ ]ﬂ ovung e
l_i




Frop. 2
Le Puzion Wwdsfe e e supporlo €Lwilse Sone
dense W [P(X) por p<ren

D . Usare |2 P\rop.v_( e la diwesShez me della WOP.Z,

Qggiwwgeve, '( d@;m;gu per egerilo,

&E-_LL Do / Somma finits
&::{Z(X( ﬂEg . Uvmi'faﬁ/ M(E{)<+f>o} o((éﬂl}\
Allors G & deuso u. IP(X) pev p<too.

Diw.
Crozie alla Trop. 3 mri basta <aper approssimave
ogm {€ 1PX) Umitsls e com Supporto Ouistslo .

(l_ascéo pev eserclzio ‘to\eﬂgj\fu cl quesTo \Q;SSaﬁjlo)
GESO A - Q >0
Dsli ev0, k=1,2,... sia Hf::%x: Ke <4’6<)<(K+l)5§

e o9

Te = ;L:l Ke-1pe




C&STSV‘U‘EJ d/\G,'.
¢ RS S Quidsh < £ da supporto limlslo,
. M(AE) <+ &= Pe |l om p<-toa;
¢« A.=P per K suf. gronde < f Cwilsls ;
£
¢ 0<f-/e <8 = —f wifovmemele.

€0
’ fg_;::)%f i LC(x) < feor. ConVergeuZa dominsta.

Coso 2. : £ & valori vesl

APPV‘O SSIWMO se,paraTamwT& 1C+ e f—.

Ossevo”. Hodificande appena s dumeghtezione
Sopra e\ dlfiene che le -CuM.ZjO\AL SWF&‘Q; Son o

dense uwe [Z(X).




Supponge ors X C TRA) Xét/t(,d/ e u= LCbESglLQ\

CCGRO‘) e lo gpezio delle funziom Covtiue sw R

Con guppo\rTo eow\paﬂ'o.

onp. 5
Le -sz'im In GCORC‘)/ rishestie a X/ sows deuse

I LPOQ pev Pt

Diw,
fer la Rop sy mu basks sppossimere o fed
(péSséﬂSiO simile a quello pella diw. dells ’Rrop.g).

Quinds amm loaets Spprossimare f=1 com
E duwdtate Te. W(E) <+o0.

Vev>o prendo Ag apede limitslo e & Cluwso te.
CcCECA, & |ANC] e,

Uso lo vegdars dells wisun di Lebesgue + E lwitsto,

Prewdo quindl £, : RS [0,1] coutinus te.

:F&;i iV\. Cg) gfazo U/b Iqsc

Qui uso segme«d'e Fstts genersle



Dsti Co,C) chinsi disgiwily uw X spazio metnco
esiste g:X—[0,1] cottins T,
g-_—OL'V\.CO) 932(_ UU-@;

dist(x, o)
dist(x,Co) +digt(x,Q))

v esemfoio g =

Verifico che :
o £ e C(RY) < Az e Quudin;
° JCE/—QC =0 sSuw CgUA;:J'

\,ﬂE .
P

* I)eg“JEI < 'ﬂ_'qz\cié H‘F‘E‘EF\lPQ ‘ AE\CSILP < EPL

Ossew)". LI enuwmeldte hon vale Per p-':-l-oO ,

Ldes (impreciss): dste f, covlimue tic £—>F w g
allova £, = § unformemaite = £ conlivna, ma [
coitiene {umzjom disconlinue (che quindi now sowo

approssimabill) -

Diwmoghazione (pveasa) por X Sperfo.
Date 'Fu covtuue su X te. ]("W—>€ in LNO() GHOVB

° (‘-FM) e Uns suce. di Cauuclm\tj " LSOCX))'

o ({3“) e uma sSucc. i Cauely risp. nowma del swp su X
Pevc\/xé coiveide con [l pev- le funzionn comtivive i



° jt’v\ C,O'V\U€V9€ LLV\;\%VVV\@W\QANT@ a ,]E)JX% [R COT\T;VLUQJ‘
° f:,f q,o, UA,X

Ms esictouo QAM&I’GW( f &€ LEO(X) che Mmon Coincidono
q.0. con aleuna £ conlinus.

Pev esewpio) per X= ]R) f:—_—'ﬂ_[o)wo) .

Dimostieve pev eseveizio che cost €, G wom

esisfe alcuma £ conlinus suR Te. f=f qo.



A3 2021 Lezime &
8 /10/ 2020

Jecrews (di Lusin)

Sia XCTRd/ Xét/‘(d, e | = Lebeggue.

Dati £ X—R miswr. ed £>0, egisle E ape/lo Tic.
« [El<e,
P reslvizione di £ a X\E € contiwa.

Ossevv

* Tu genewsle ENX e deuse w X, coe X\E
ha pavte wierna vucta (velstiv. 3 X).

* LI teorems vale per X e p puwn genersh.

* Ricordo il lemms di esteusione di Tietze

dste C chiuso wn X spazic wetiico e f: C2R
conllwna , ecgighe g: X— R esteusione  conlina dbf

Wsando qw.es‘l'o riswltslo  posso Tovave g1 X—> TR.
coniwua T c 3:$ su A\E.

Iv\oﬁ've se ¢ < lf(X)/ p <to9, e posg'llo'lle, Sceﬂl[eve
g n modo che [[e-gl, <&



L€VV\W\&

Dah X/U[L}]\L con (X)<roo , FiX—> R micw. e £>0,
esicte F micsw. Tsle che:

* w(F)se,
e £ e limiTeTa sw X\F,
Dime.

Per oguw m>0 sia T = %X: |Q(x)\>m}.
Allovs T V §b por W Troo, quinds }L(?—L)%O

Fends F:=F, con m sbsstnzz grande.

Dimostrazione del Teovews

Oeceyvo  che bacts trovare E amsuvshife e Poi
wsave la regolavfré della  mmisura di Lebesgue per-

Trovove £ 3perto.

Casod . fel!(X), IX|<too

e Tev la Rep. b delb lezione precedeife esislono
foe CCR) te £ f in LK)

o £—>f n miswrs;

e esiste EcX miswr Tc |E)E e £—7F

uwiHormemente  sw X\E (tecv, di Severini - Egovov)
e CT(,L,'\V\CU £ & conlinua cuw X\E.



(aso 2 : £ qAa,&mc?ue,’, [X| <too
e (yazie al lemma Sopr Tvove F te |F—|<% e
£ & lmdsts we X\F;
* fe I°(X\F) < LX\F) quindi walgens le ipoles
de\ Casod con X\F al POSTO OU.X e Tvove
c. |El= § < coniws sw X\(FUE),

E e
o’Pov\goE FO E_

Caso 3 : 7C S \Xl qualmque \/Pallé apewT&.
Pey 09vs'| n=1,2,.. B2 Xm:: X0 Blow) = Xma}O@’ﬂ]—o u X,
e Applico Il teorewms com X 3l posto di X (some

nelle \poTes\ del Gss02) e Wovo By, Te |El,\(<‘E
Te. {3 e conbimus Su X \E‘,U

° PC)U\jo £ = ME"‘ e Ossewo Che ‘Eléi e

{ & covlvus su X \E Y, e quindd anche
sw X\E 1l pwilo chiste € de X\E € spedo

w X\E (& X, € apeds e X).




Eserciz i

4. Dive per qualt @>0 e I<p<ten, F£o0:= 1/IxI"
appavliene a [P(B) con Bi= B(OOC”QA

p_ [ dx (tegd d
"10\\ Hé{’ = o—jocip"—djo = (4 f—aﬁ_—m/

quind feL(B sse aF"CHK’) Cioe ap<d.

). Dlre per qu&u 0<A LA, e l<p<+(>0
o= \Q'/llxlal appavtiene a L7 (RY).

_ dx T
“‘F’“F —‘/ﬂQd (Ma, |X'sz)p _/ (fa,l QI)P df)

’\’f Q\P —dM /Jgazp a

-E lV\\Jf'O sse -E lV\lJ('O sse
Q,P—d—\-|<l qu—d+l>l
cloe p <%lfl cloe P> %

quindi £ell(B) sse 4 <|D<Ci



Abblamo vigto che se }L(X) <tto  allovas ’p, <P
iw\\o\ica E)ZOQCLB(X). 5 esevepio Che segue
mosire che I'ilodl'egi }L(X)<—l-(>o © hneceSSaviy.,

3. Dsti 1< ptp, <too, = () 7f (R
Rrendo O<a<a,<+00 Tic. Bé[%‘zf% e péﬁ[—%}% .

Allova ls § w Ex 2 appsrliene a 1> ma now a L,
(Res‘b ds f@re Il caso ]Dzz—koo.)

Reei X, A, qualunqui @ U X—> R, per definizjone
unc\yv ecicte ed € finlo sse ue 'K). Inoltwe -

4. ﬂapplic:@z'tome linesve T: LX) —>R, T MHJ;(MAH
e cowlmua .
Basts oscerare che
ol = [ fode] < [ ulde = T,

e usave |= cavstferizzazione dells contiiuida

pev e appl(cazjom Uneavi vista 1n pvececleu%a,



Osserv. La contomits T nell” Ex.4 significa che

mhwu = fchJ}L %L(’udpt,

QULQSTO vigutho nom se.ﬁue n Vv\oclo semplice dal "'eora/ua
di convergeuze demnata : moncsno infalli sis I Conergenga

Pwvm,@\e ( mae pev Oﬂ?‘:\nev lB E&&T@ passsvwe 3 soltesuce )
che ls downnaziove .

5.5 u(X)<+oo 'applicagione liveae T [PG)— R,
T:’\Lk%jxuc\p_ e ben de}?l'vnﬁ'a e conttvua pev
ogni 1< pg+oo.

RBosta ussve VEX. 4 e |s conbimuids del inclusione
L Pex)— L),

6. JDa‘ib 4<Pé+ 60, SId un vapp\rege/m'f&m”l'a con

Xi= % wE LPC(RA) . U ha \/suppoﬁo liMﬁaTo}

dotslo delle norma "'“P‘
Allors T:X—R., T: r—%fnzd'u dx hon € Continus.

~

Per fov vedere che T mon € conimus (in O)
basts levare weX tic. lUlp=>0 e Tu,=1.



Reudo W,= oy - TE, con o ds defermnane
Enw lmfslo e |[El—>+0. Allova Uy€X e

¢ “(\*V\u\o = O(V\lEv\l‘/P)
* Tun= [ wndx = otw |E4]
Prewdendo & = f(/‘E.v\,\ o'ttemgo Tun=1 e

“/lLV\“P = IEmlLP—.l — 0 .

Ossevv. L/ Ex.6 mostra che Wow € possibile
estendeve la defwizione i wilegrde a lle le fumziow
L LP(IRd) in Wodo conliwo .

7. Dall X, A, 0 e I<pg+oo, sio
V= fue PG p(fx uwtof) <o |
doffo delle powma [|-lp, e T:V—R, Tow > [ udk,

Dimostvare chie T how & Conlinuo sse  esislono
Enek tc W(En] <too Y e M(EW)—> + .

D\\MOSTV@,{'\ane I S€ pvocedeve come  pev " €x. 6

vendend Uy 1= XK ']1 K 1= I .
P n o w w AE, conm M(E\A)



8. Dsti X, A, L con pX)<rm e I<p<too sid
\/1:3’\&6 Lf(X) '- undf*'zo}'
Dimosthave che \/ & chuss U LP(X)
Rasfa ussve | Ex.5.

3. Dsfo 1<Kp<+w  sia

W he sup}ooﬁ'o lLV\Aﬂ‘s‘]‘o}

V::{MGLMRA): e Jymdn =0
" -

Dimoslvare che V € dewso in ]_p(nf).

Traccia . Dsto e U_D (Rd) pvmdeve AMew con
con supporio mtdlo Tco Uy —> w0 we E(Ra) e
costvuwire uma succesSsione Uy € X Tc. Vu— W
ur LP(RY)  della Lorma

O(V\QR e B, C [Rd Wtsh te. |EL] d'nrevg@ a
to0 abbsstenza rapi dawmente .



A3 20/2l Lezione. g

|12/10/2020

ES@V@LZJ (avanzaJﬂ dalla |ezjome pvecedwTe)

Se won specificdlo X, A 1 sono gererict .

1. Dati | < P,<|o< P2<+<>o) Scvivo —#Come combinaz, Cowvessa
AL JF;\ e -"52 elee

1= ?;: +12 con A, A2>0, Adr=41

Date £: X—>R o R miswshile we ls sgﬂu&,«l'e

dismsueﬁléahza di_inley polazione :

1Ple < 1E13 eI
Tufstt
1905 = [ JPIP
= [T 4
Asp
apphco Holclev Ap- P Azp- o1
c_fnp espdvlev\'h (.5 I§1 Pdf“) (j £ Pdﬁ)
P e P2 A
AP AP = |l p: "1@"[’; :
(\/evificave che
scmocomiugatﬁ)



2. Deota foX—R o RS wisw. considevo
q - l0,4] — (-00,+] dsle ds

9 &) = &ﬁ (u'ﬁll/b)
(COY\\Ie\/\jO che l/o=+60 e e(?g(—boo) =+(><>).

Alova g € cowessa e Semcortiua hfeviormenle (S.C.i‘)

Conessits
Sia b=At+\t, combinazione cowessa di t,t, € o)1)
Dall’ Ex. 4 ho che

Az

L2l s 1€l 1€l ;

]oassaV\c\o al \ogevi"—mo oﬁeugo

Cog (I £11,) < MEog (1€l + Xelog (I £1,)

che e |2 disujmaSGA\nza di conessita

gl®) < Auglt)+n, glt.) .

Semi comumuta
Vevilicate che <one fath ecym/alemt\':
o P\_>Hwe”p € Sci. Sk E,-\—Oo]/'

cti—= Il e sci sulon;

°*g e sci sulo .



v dimostvare | brima éHevm&zjowe ossevve che.:

(1) flp = = J
dove 3 & l'insieme delle FuMSiom semplics  dells
Lomwa

9= 7 wite,

con X;>0 , E( dsgiwiy w(E)) <+t & tali che
g < [l
Osseyvo arufu/\d;L che pevge(}p
Zo(f}L(Eb) % er p<too
Ilglle{( SRET

SUp ¢ v fp=oo
L
e che

(2) P> ligle & coitima sw [1,+ed].
(Verificste (4) e (2) in parlicolare per P2+Do)
Tubine la sci. di p—>Ifllp scque de (4) e (2) ussmdo:

L_E’,W\VVIS

Ostl ¥ spazic wetvico e g Lamiglia di funzioni
c,o'.y_>(-00,+o<.] s.c.L., allova fp:)’—>(~<>o,+<>o__\ data

da Zlb_(j) = Sup (p(y) e gc.i,
ve g



3. Dats 0. X—> R musw., sia
Ti= 3pe[tte] + Mlp<teof

Allora T & wn intenvallo e |a ve<lyizione d Fl——»“fl\p
alls chivswra I € conlinua .

Uso il cambio di vaviabile t=1/p e eonsidevo

Ji= ztefp,ll te [I\E’llvt<+0<>§ = S_lOR)
A&ani‘l’a

hell’ Ex.2.

e J & un interunalo Pevc\aé 9 e Convessa )

¢ g & contiwue mnelle porfe infema A T perdh€ &
conesSss € -@ihﬁ& Cga-ﬂ'o V\o_l'o) ;

o la veclvizgione di g a J & conlinua perchd &
convesss e s.ci. (la coninulls agi eshemi di 7

Nechiede Wna cliw\oS‘fVaszhe))'

e he 5‘83\1'6’, Cl/\e &V\C\/\e 18 V'GS_‘\('\.Z)OY\Q— ClL t —> "eu\/t
3 J € cCombiwa.

L DI 4<p <p,<too Trovave Lungiont £ su R 1ali che:

o I:(P“PQ-) (-Fa’ﬁ‘o la leqjow: pvwecec\e\[l’e)/'
o _-[:[P‘)F’-) / <F12FL] / [P'/Pz)



e [ - (P'“+0°) / [Rﬁo@)}-
e I=13p.

5. Sis XC[RA, H,le_ebeSgULe; | S p<ta. Allova LP(X)

e Separalo{[e, Cice. Conliene un solloinsieme Y

Nnumerabi@ e denco.

Rrewdo come V' un opportina fomiglls di funziont
Affiwe 2 Trall.
Dsfe >0 sia Vg 'wsieme delle g:R—>R
conlile € Ccon gu}opov’t’o Cowxpaﬂb Tc

e g e affive su [Ks,ksDS] Vel

e g(KS) € razionale YkeZ .

Povujo \/ = VQ\VV"‘- , AHOVé .

® Sitcome OSW gelg e defevmunata dal valon
assunll sie 87, Vg € nuwershle, e lo stesso
vale per V;

edsle $€Cc(R) con suppfc[-ryv] 39,V
Te. SUpp g, ¢ -, e g~ g tb\/\&fovvvxem&d’e
(verificstelo) e qundi gu—>9 L.PC[K),'



. qwll/\c{i V & dense in CAR) vigpettc slls norma
di Lp(BU/ e siccome Cc(R) € deuso w LP(IR)/
ho che V & deuso un P(R);

o le vestviziow 3 X delle fumgiml we V smo
dence uw LP(X) (sp\'egam quesTo passa\gsio!)

6. Da‘\'o X SpaR10 metrico , Sono fat QWLQIQM-UL
(L) X nen € Separélo'\@e_;

() dSy0 e Y X pu. che huwershiG Tc. diy,y)>$
Vglg'ey Con y+y’.
Dimcstre solo ()= (t) (2 voi I'ste impliczione)

SlLPpO\LSo pev assavdo che esiglh (X,k) successione
dewsa . X.

Allova V'tjéy csigte VL=VL(5) T.c. C‘(y)%v\)< g/l
Ma allovs |z mapps Ye¥ —> hy)e N e imelliis,
(V‘(fj)ﬂ"l(lj')sl’b = CI(H)U’) S d(g,?(,ﬂ—P d(x'/w‘(j') <y :>JL’:’3/)

che & assuvdo peve\«é Y e piﬂ, che numevahi@. .



7. LM([Rd) Mon < sepa\@loile\
Preudo uma Successione (Ey) i (nsiewd wisuy.
clksgtwﬁ w R con IE.|>0 e pe ogv@ JCN pongo
ch’ V= y%:]’ ﬂ_En
e Y:: %—E—J—Ié“\]} .

Déﬁ JiJI St ‘eké fJ.'"JcJ, = fJ\T_‘JCJ_'\J- = "‘F\-]-"f;]-l"og= 4./
ivolbve.  cavd (Y) = CaVCl(@(lN)) = Conllhho.

g Dale X< [RCJ Cow |X|70, l_oo(x) nom < sepavslsﬂe.

[ dimochaziome dell' Ex. 7 funzima , ma l2
difficolts & Tawve la successiome (Eu).
Quesle & fscile ge X ha pavte wiewme non
\/LL@\‘a.

Rev X qu&lw/\que Sl puo uUssre  un fo1o
visTo In precedeuza , cice che ¥ me (0, [X])
esiste X'c X t.c. |X‘I=Vv1.



Cownvouzione

MAsyy -
Dsfe £, & 7ﬁw2icm§é: RS |l prodollo i

cowotuzione € o funzlme £ * £, dshs da:

Pxf Gy = fmﬁ.(x-y) £.6) dy
C (8 () £ (xk)d
FNCRCE

O ssevizziom Ee oy

* T gowste £ (%) puovem essae doftuts
Cpev alcunm %) .

‘| = _F" 702, : nzd___) [o,+e] allon l\gl*WQ?,:rR(L)[OI*'(’E(
€ defuls Wt ¢ opwd X e RS

* % fi+f &) & defule, allon £ xP&)=F *Ex)
e ¢’ Unpoy Tl che £e {’z s defiule Su it g
o cuw QQ_ WL RUna.  @ye- L@b@gug_,
Tu vestis ¢ Pux dsfinive éﬂgz auche, pav
6 UV 1Q y Fz_ C\;LFL\AKQ s G cpuppo (d@'ts‘(‘o
AL wwsuva. Uaaviuwta ) pev egeupoo ;
7 am¥a wls. ek cmto CM
o £ €, 7—R, frf (W)= 7 £ (i-m) )

meZ



ése,w_\'oi A Conreungione
¢ S P Qo domsia Al uwee digtib. d mesto
w R2. le pstwzind dal) Counpo  gravitez.. geuwp

e
S (N
VG = g}l 255 P 3y
R
we V= px g ou 9(><)=&L\ ep&%\aﬁl&%
bl ndl ovig,

°* Siane Xy, X, Vovislale slestone (3 valori i R)

com dishvib, di preb.  eombinug Prefs.
2 X e Xy Somg wdipendall o fo.
Adlgvib.  dL prebo. d X1 tXy €& pa*p .

X, A vav. alat. ¢ vaQovi

Caro YJ\IL f&@t@/ :
w Z em distib, p ep,.
Lifelli, YuweZ
300” D= 'P( 7(1.\.)(2_:)/\,) = P( K\;&%X‘:M—Wx} 7(7_::\/149
estrb. A
Ol XX, = 2 P(X=nw, Xf'm)
meZ

dip [ —> = = Plxenw) - Plho=m)
]O\ (n-u) 107—("““3

2oy P ) gw) = RFf(W),

it



Lewmma o 4
Das ¢,,¢ : RI_SR o xR

% @1 *|£] ) <+oo alon F+f6) €
leou cﬂﬂf@c\xﬁo e v, e

8% 60| < BI=8]6)

Diw. %

H—Dl*}@ I(x) = f l{.’ (x-y) £ (3)] dy
e Lule alove. @(x ) L () e l'(RY)
e quu

Pt = £ Gyl £l dy

DK

& kou il e

84 L.60] < fmlfxx—g)e@)uyelf.l*zgm)

COVOWL\rt\e 2

o Blxl8) elP(R) ye qualele p&i,va]
A\lor
o P8, ) beu. dof. poc q.o.xeﬁ%"'

e
° "191*162, "p < n ‘\Qll*\\gzl “\D .




Dalil PP, v € [L¥e] T +1 < _#Jf% )
' A

e £ el”(®Y), £ el’(R), slwe
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