
 

GEOMETRIA DEL PIANO E DELLO SPAZIO

Richiameremo alcuni concetti di geometria Ll
piano e dello spazio

somma e prodotto per scalare retto
segnali punto milio e baricentro
distanza e prodotto colore pieni
alcune proprietà dei triangoli
proiezioni ortogonali
area di un triangolo
prodotto vettoriale
volume di un tetraedro

Rifarete tutti questi argomenti più in generale in

seguito Ritengo però utile affrontare prima
questo caso più concreto per fornire un ponte
con quello che già state facendo a fisica
o che avete già fatto alle superiori e per En
un bagaglio di esempi che possa essere utile
in seguito
Per motivare le costruzioni e le definizioni che daremo
verremo utilizzo di alcuni risultati di geometria euclideal'si tratterà di risultati molto intuitivi che perlomeno nel
caso del piano avete visto alle superiori Per chi ne sentisse
il bisogno ho inserito delle note numerate nelle quali
fornisco qualche dettaglio in più su questi aspetti
Noi utilizzeremo la geometria euclidea per ricavare una
descrizione più algebrica Si puo percorrere però il percorso
inverso e partire da alcuni costruzioni algebriche per fornire
un modello della geometria euclidea Questo è fatto in una

appendice Né note né appendice fanno parte del programma d'esame

fissiamo una unità di lunghezza con la quale misurare
le distanze e fissiamo nello spazio un origine 0 e
tre assi coordinati ortogonali tra loro e passanti per 0
Su ogni caso fissiamo una direzione positiva e una negativa

Se P è un punto dello spazio possiamo z P xp p 2pconsiderare le proiezioni di P nota
sugli assi In questo modo ogni Ep 79
punto è individuato dalle sue coordinate

ovvero da una tripla di numeri IP

Xp Yp Zp 0
sehpLo spazio sarà per noi quindi l'insieme

di queste triple ovvero R Rx Rx R



son na E prodotto PER SCALARE i

Come per i numeri complessi possiamo definire una

somma tra gli elementi di IR se y z e y Z
sono elementi di IR definiamo

y z y Z y z Zi

Per eseguo

i 2 3 3 S 2 4 2 1

Questa operazione gode di alcune semplici proprieta
AL Xp 0 e ITL3 Pt Q q xp

A 2 p Q R e ITL3 p Q R P Q R

A 3 XP E IR P O p

A 4 P e IR I Q e R tale che Pt Q O

L'elemento Q di A4 si indica con P

Ho utilizzato il simbolo per distinguerlo
dalla somma usuale di numeri ma in futuro lo
indicheremo con t

Non è invece possibile definire un prodotto tra
elementi di IRB in modo che IR sia un campochecontieneIR
E più possibile definire il prodotto di un elemento
di IR per un numero reale Per E IR e z c IN

definisco
X z Xx ty I z

Valgono le seguenti proprieta 1 µ c IR ti p q c È

A 5 1 P p

AG i µ p µ p

A 7 xp P 1 P µ P

A 8 d P to d P 1 q

In seguito in di clone d P ca IP



Differenza
se P 0 e IR la differenza Q P Q P

viene indicato spesso con PJ e chiamato il

vettore da P a Q

Esercizio
sia p 1 2,3 Q 1 1 5 R L 2,1 1

calcolare

i Pt Qt 3 R z P Q 2 R

3 Pt QR 4 P cfr FI

DI STAN 2A

Vedremo da come descrivere distanza e angoli
Distanza

Se P Rp xp zip allora la distanza di P dell'origine

d P 0 xp t Xp t 2È

Infatti consideriamo la figura seguente
AZ

µ P

Zp

B

p

7 se0 p A

dove B e la proiezione di P sul piano

e A la proiezione di B alla vita a



p

I triangoli O B P e 0 A B sono

ortogonali quindi per il teorema di Pitagora

otteniamo i

list o P List GB diset B p

list o A di.tl A B
2 list B P

ora osservo le dist o A Xf disk A B YI
list B P 2è guidi

list o p Xp typ t Z È
se Pe Ps3 la distanza d p

dall'origine si indica con Il Pll e si chiama

il modulo o la norma di Po

Osservazione si a t e IR e P c Il allora

Il troll Itt Il Pil Itt è il valore anello di t

Calcoliamo adesso la distanza là due

punti F Xp Yp Zp e Q Xp Ya Za
Un ragionamento del tutto analogo al precedente note

mostra che

dist p a a Xp t Ya Ypf Za 2pp

Il p all



PUNTO NE di 0

Dati due punti P 0 il punto MEDIO È l'unico
punto M TALE CHE

dist P n list Q n list CP Q
Pt Q

Osserviamo CHE SE PONI A Ro M
2

Abbiano

dirt P n Il P
P Il 11 Il HP all

disk q n Il PIL q il 11 f Il I tip all

disk io a HP all

Pta
QUINDI IL PUNTO MEDIO E M

2

Eserci
Calcolare A distanza E il punto medio tra

P 1,2 3 E 9 3,1 1

Eserci
Di nostra RE il contenuto dell'osservazione SE talk

E petti Allora Il 1 Pll IN 11PM

Definizione

Più in generale se lo n punti P Pa P definisco

il loro baricentro come

P Pat Pn
B

n

Rimedieremo il baricentro più avanti



Interpretazione geometrica della somma

Se P 9 c È Allora Pt 0 È il quarto vertice
DEL PARALLELOGRAMMA O P Pio Q

Pta

OPER VERIFICARE questo fatto l

uso la seguente caratterizzazione
DEI PARALLELOGRAMMI p
ABCD È UN PARALLELOGRAMMA
SE E SOLO SE il PUNTO MEDIO O
DI AC È UGUALE A punto MEDIO
DI BD

NEL caso di A O B P Pta D q

ABBIANO DAL CALCOLO DEL PUNTO NE Dio

Pto
PUNTO MEDIO DI BD

2

O Pto Pt
PUNTO medio d Al e

2 2
E quindi sono uguali

Traslazioni

Se n e R definiamo tu P R come

Tu v ut

questa è la traslazione dello spazio che porta o in n nota

Esercizio È È se e solo se P TS sono

i vertici di un parallelogramma

Svolgimento

osserviamo le Pats è un parallelogramma se

e solo se traslando per P è un parallelogramma ovvio

se 0 Q P T P S P è un

parallelogramma ovvero

T P Q P t s P



che semplificarlo è equivalenti a

T s q P

ovvero ST P a

Rettenesegnati

definizione nota
se P e IR e ne È con n o la retta

passante per P di direzione n è la retta

P tu te IR Pt Rn

Pt 3
P

OSSERVAZIONE
3

Se P e Q e IR sono distinti c'è una unica

retta che passa per P e Q e è la retta pesante

per P R direzione Pd

R pt tra t e IR

Al variare del parametro t il punto Ptt Pa

percorre tutta la retta e abbi_

per te P O POI p

te i p 1 Pq Pt Q P q



DEFINIZIONE

se P Q c Tl con P Q il segnale
tra pe Q è l'insieme

pt tra oste i

OSSERVAZIONE

P t t PI Pt E Q E P

i t p t t q

se chiamo s i t abbia

Stt 1 e

P t t Pq S P t t q

In particolare la retta e il segreto
tra pe Q possono con le essere descritti

core

retta 8 P t t Q si tai

regalo S P t t Q sett 1 e s ta O

NOTA

chi ha già fatto qualche pratica con
i vettori alle superiori avra già in contrato
giusto modo di descrivere una ritta sullo spasmo

Chi non avere mai visto giusto modo può
prenotare gusto come la definizione di
retta e analogamente per il segnale
In un appendice a questa nota viene spiegato come
mai questa definizione di rete coincide con

quella della geometria euclidea



prodotto scalare Ricordo CHE
IL PRODOTTO SCALARE di te v e ITL3

nÈ DEFINITO COME 1

a 11m11 Hull o core

Dove 29 È L'ANGOLO in FIGURA O

Proposi sia le u ce ng e v E b

Ll 4,4 tua t U LI
dim Ricordo che se e b

a c

sono i lati di un triangolo yo
abbiamo b

c a b 2 ab cos O

dove O È l'angolo in Fi aura SE µ

APPLICO questa Formula nel caso del

10 ytriangolo O x y
O

di 1 Il xll t Hill 2

Da cui

u v fila Us f entrai tu ritratti 2 vi

SEMPLIFICANDO OTTENGO 4 U v tu Ll

LA FORMULA SI PUÒ USARE PER CALCOLARE

l'Angolo 29 INFATTI DALLA DEFINIZIONE DI o

di CAVIAMO

ii v
cos O

Il Ifil



Proprietà del PRODOTTO scalare

Se te o c È si osservi CHE

I Hull u.u

7 nè ortogonale a a

VALGONO i no TRE LE seguenti PROPRIETÀ
CHE SI DICONO di B line A Rita e simmetria

u.u 1123

si 4 V U

4 n Iv I nov

5 n v'tw n TU W

LE PRIME due seguono sia DALLA DEFINIZIONE
che da LA FORMULA APPENA trovata LA

terza NON È ovvia DALLA DEFINIZIONE MA

È SEMPLICE DEDURLA DA LA FORMULA APPENA
TROVATA

queste proprieta sono molto in Pontano
E poeti Enunciati di GEOMETRIA classica
si possono ricondurre AD ESSE VEDREMO
NELLA PROSSIMA SEZIONE ALCUNI ESEMPI
Ora A PPL creiamo quello cue ABBIAMO
VISTO ALLA DETERMINAZIONE DELLE
EQUAZIONI DI UN PIANO

PIANI

VOGLIAMO vedere che i piani di IR si possono descrivere
MEDIANTE una equazione del tipo

a se t by CZ D

con a b c o o o Facciano prima due Esempi

Esercizio Scrivere l'equazione del più passante per
l'origine e ortogonale alla retta Ma con i 2,3

Svolgimento sia z un punto di 112 v è un
elemento del piano 11 se e solo se è ortogonale a e

ovvero se e solo se v le o Più espia citando

E IT se e solo se rt 2 37 0



Esercizio Scrivere l'equazione del piano 1T passante per
p i 1,1 e ortogonale alla retta PQ con Q 2,3 5

Svolgimento sua y z PT volt se e

solo se PI è ortogonale a PI ovvero se

e solo se

PT pt o Q

Più esplicitante p

Y I z i 2 1 3 I 5 1 0

ovvero 2 4 Z 7

Esercizio Scrivere l'equazione del piano IT passante per
P 1,0 i e ortogonale alla retta Ra con le 1 1,1

Svolgimento Osserviamo le le rette Ru e pt Pia sono

una la traslata dall'altra e geniali parallele Richiedere
l'ortogonalità rispetto a Rn o a Pa Rn è quindi
equivalente Procediamo guidi come in precedere

Sia y z c È Allora vet pace
se e solo se

Pv e P Pre le
P

sono ortogonali ovvio Pu ce 0

Più espia tenete t Z 2

Sia ora IT UN PIANO qualsiasi E sia P Xp Xp 2p
un suo punto Sia pt Re LA Retta passante PER
P ORTOGONALE A IT con e b c un vettore non

nullo Allora

IT VEDI v p ce o

I venti v a Pon

ovvero

IT I z axi.by CZ a pt b pt cap

SE chiaro D axptbzptczpn.tt EN GO

it 4 z axs.by Cz d



Chiudiamo questa sezione sul prodotto cacare con

una disuguaglianza Famosa

proposizione disuguaglianza ai cauc.my Schwarz

Se ce c IR ALLORA

a o E Hull Hull

e l'uguaglianza è verificata se E solo SE ci e ci sono

uno UN MULTIPLO DELL'ALTRO cioè se ce Io o vela
con detti

dim Se 4 0 o l'enunciato è ovvio

se 4,010 allora

v.v I
Icaro E 1

Hull 1141

da cui segue la disuguaglianza

Inoltre vale cosa L se e solo 0 0 o T

ovvero se u.ve O sono sulla stessa retta



APPENDICE 1 Fuori PROGRAMMA

Queste due appendici sono destinate A descrivere quale sia il

legame tra quello che abbiano Fatto in questa nota E la geometria
euclidea Non daremo nessuna fondazione della Geometria euclidea

quindi la nota temo abbia un qualche interesse sono per cui abbia
GIÀ visto la Geometria euclidea chi non l'ha vista non si deve

preoccupare perone la teoria che noi svilupperemo in seguito è del

tutto indipendente

La prima delle due appendici contiene dei commenti al testo

Lo scopo di questi commenti è spiegare più nel detta olio

come LE nostre der.niz.com algebriche siano compatibili con

quelle della ceonetria euclidea in EFFETTI nelle nostre spiegazioni

abbiano fatto un po i furbi quando ci ha fatto comodo

abbiano usato i risultati della Geometria euclidea Altre volte le

proprietà dell'algebra ma non sempre è stato chiaro cue si stesse
Parlando della stessa cosa

NOTA La proiezione di un punto sugli assi
SE P è un punto e R e una retta la proiezione ORTOGONALE d

P su R È il punto g di R più vicino a

A P Equivalentemente se PER allora i
0 P mentre se PIER è l'unico punto R

Q
q di R tale l'angolo tra R E la

Retta pa è 900 I oi2
NEL caso della proiezione di P sugli

assi coordinati possiamo costruire 9
La proiezione di P sugli assi anche
in un altro modo

consideriamo la retta 1 parallela µ
All'asse z passante per P e sia
A l'intersezione tra questa retta

se
E il piano say consideriamo Q
POI la proiezione Q ri A sull'asse
delle r in particolare AQ'È parallela p I

z c
All'asse delle y le rette AP e Aq sono

contenute nel piano 11 passante per A B
S 79PARALLELO Al piano gz in particolare

1T È ortogonale all'asse se e quindi
l'angolo tra la retta P e l'Asse R µ
DELLE n È retto ovvero Q p e

LA proiezione di P sull'Asse delle sa 0
se0

se indichiamo con ftp.ypzp LE coordinate
di P osserviamo che ti è ESATTAMENTE IL PIANO dei punti
che proiettati sull'asse delle sono uguali A 0 ovvero
DEI punti con prima coordinata uguale a RP



E CHE I punti della netta 1 sono i punti con Prina due

coordinate UGUALI A Rp e gp

similmente pass Amo costruire i punti B E C E LE proiezioni

R E s come mostrato in FIGURA 51 Forma così un

PARALLELEPIPEDO in particolare dist P c d at o a Rp
ED È ANCHE la distanza DEL piano y z dal punto P

D8 NOTA DISTANZA TRA DUE PUNTI

SIA P Rp Ip 2 p E Q Ra Ia Za

Sia D Kaya Zip e Q
az

sia B mq yp Zp a 9
1

P B
PER quanto discusso in

PRECEDENZA NELLA nota LA
retta Aq è parallela
All'asse DELLE Z E LA Ritta su
AB È PARALLELA All'ASSE
DELLE y E DB A QUELLA
DELLE R quindi i TRIANGOLI
PBA E PA Q SONO RETTANGOLI

quindi PER il teorema di pita ora applicato due volte

diottri a di.tl P B t list B A list Aq

ORA Rimane da verificare che

d at p B I xp no I

dstipo A Igp Sal
dat A a Irap za

Verifichiamo l'ultima sono tutte molto simili

Abbiano Q ma a Za A ng yo Zp
Sia IT il piano parallelo A passante per Q

Sia it n n n A

Tn one Z 9 IT'nome Z A



Per quanto spiegato nella nota q o 0 Za e

A o o Zp e essendo l'ora 2 parallela al AQ E

te it prollali abbiano list Q A disotto A

Ma per due ponti sull'asse z lo sappiano calcolare la

diafana e genti di ott 9 A Iza Zp

00 nota

Dati due punti dello sparo P e Q in geometria euclidea

la traslazione che manda P un 0 è la trasfornarmet

dello sparo che manda un punto
1 AA nel quarto vertice del

0
puerollilogramma A QTCA 1

Per come abbiamo descritto la À
P

somme di elementi di R abbiamo che la trasformaicon Tu

definita nel testo è la fioslovae le manda 0 in a

NOTA Sia P e IR con P 0 E sia R la RETTA

OP E I il segmento op o olio di mostrare che

R ftp to R

I ftp us te 1

Mostro solo la descrizione del segmento Devo utilizzare
una qualche caratterizzazione GE O NERI LA DEI punti di

I Uso LA SEGUENTE

I Q di.tl 0 a list q p al'st pp

UTILIZZERÒ INOLTRE il FATTO CHE SE Q q c 1
E disk 0 q di set 0 e Allora 9 9



Dimostriamo CHE tp ott e 1 e I

in ratti dist 0 tp t list tp p

Il t Pll Il P TPIl

t 11PM li t Il Pil Il Pil list 0 p

ORA di no stiriano I c ftp e te 1

Sia 0 ed e sia d list o Q Abbiano dediscop

quite dost E I
disco p

sia 0 TP allora 0 c 1 e list 0,0 titolidi1

qui chest 0 è list 0 Q e quindi 0 Q

APPENDICE 2

Nell'appendice 1 e nelle note abbiamo utilizzato la geometria

euclidea per ricorre una descrizione algebrica di rette

piani prodotto scabre Si può anche ribaltare gusto pento

di vista dare delle definizioni puramente algebriche prescindendo

da ogni concetto precedente d geometria euclidea e verificare

che queste definizioni sono compatibili con gli anioni della

geometria euclidea questo è un punto di vista molto efficace
La cosa più delicata è definire l'angolo Pto
Possiamo definire il coseno di tale angolo usando

il prodotto scalare e la formula
P q

cos Poca
11PM 110,11



e definire il prodotto scabre algebricamente mediante

X y Z x y 7 Xx y y t Zz

Sono gli stessi passaggi che abbiano fatto a lezione

ma percorsi in senso inverso A lesion siano

partiti dalla definition di prodotti scabre come

P Q costo9 LIPU il0,11

e abbiamo ricavato la formula per p Q

en coordinate Per fare gusto ci siamo poggiati
sul teorema del coseno e ancora prima di guest

sul concetto di angolo Ora invece vogliono
partire dalla formula algebrica per il prodotto

colore e definire l'angolo PÒ a medianti

cos PÒ a
Il Pil 4411

Se prendiamo gusti parlo di vista dobbiamo

dimostrare a priori serva poggiarci sulla geometria

che
p Q

E 1
11PM 1144

ovvero IP Q E IlPil il 0,11 Dobbiamo quint dire
una dimostrazione alternativa della disuguaglianza
di Cauchy Schawarz Ne daremo due dimostrazioni

la prima più diretta la seconda



PROPOSIZI ONE

Siamo a e DI allora nov e Hull Holt

Inoltre sento I n vi Hull Holt se e solo se 7 deh e v'ha

ledimostrone

Sia a z e e b c

La disuguaglianza In ol e Hull Holt è equivalente

a n v E Hull vita e sostituendo troviamo

a y b a c 21 z e b ce

Sviluppando e serplificando che gusto egemone

ricavino che è equivalente e

xb a x c z a c z b o

che è chiaramente verificata

Se inoltre vale a al Hull Holt e con gli stessi

passaggi troviamo

xb a xc za c z b Io

ovvero

b ya e z a y c z b

Se 4 f 0 allora E o z f o o Zelo Supponiamo
0 gli altri che cori sono analoghi Riceviamo

a a
b y c Z

x

ovvero e b c y z È a

quinti ponendo I E otteniamo tu



Viceversa a v In abbiano

In vi IN null Hull Holt

2edimostr one

Consideriamo la funzione fi.IR IR

f t Il v tu 112 v tu v tu

Hill 2T a o x t Hull

è quindi un polinomio di secondo grato e f t 70
per ogni t Guidi

D EO

ovvero
4 nov s Hall Holt E 0

da cui
g v e dalla Hull

Se inoltre In vi Il n uh allora A 0 e

guidi la funzione f assume il valore 0 ovvero

I t tir full o o equivalenti tu


