

























MA T R I C 1

Una tabella rettangolare di numeri come

ra

si dice una matrice Più precisamente
K è un campo una tabella con

le righe e in colonne di elementi di K

si dice una matrice E m a coefficienti
in K Per esempio la matrice iniziale è

una matrice 3 4 a coefficienti in ITL

5 in ma non in mentre la

seguente è una matrice 4 2 a coefficienti
in

1 ti fa

D

L'elemento di K che si trova nella riga
i esima colonna j esima si chiama



l'entrata i della matrice Per eseguo
l entrata 3,2 della matrice A è

uguale a te mentre l'entrata 2 i della

matrice B è uguale a 3 L'insieme
delle matrici e xm a coefficienti in k

si indica con

Matlin K matrici lxmacoeff.in K

osservazione Per l i ns in Mah
n

K IL

mentre per le n m 1 otteniamo grulli che
abbiamo chiamato vettori colonna e che pure

identifichiamo con K

osservazione Quando dovremo lavorare con

matrici generiche o quando vorremmo indicare

l'entrata i j di una matrice useremo i

pedici i j come nella seguente matrice

a
f

laz elm



SO M MA E PRODOTTO PER SCALARE

La somma di due matrici e il prodotto
di un numero e una matrice sono definiti
coordinata per coordinata in modo del tutto

analogo a quanto fatto per K

Per esempio

i X L

il p.fi
In generale la somma di due matrici lim è definito da

iii



e il prodotto di un numero per una notice l in

i p
dee dee teem

la matrice zero è la matrice con tutteentrate

a

msn.az

O 0 0

PROPOSIZLONE Mate.im K con somma

prodotto per scalare e zero appena definiti è uno

spazio vettoriale su K

La dimostrazione di questa proposizione è del tutto simile

a quella di K e viene lasciata come esercizio

LA BASE CANONICA di Mate m K

Lo spazio vettoriale delle matrici la cena tacere

del tutto simile a quella di K Sia
colonnasi

e
0 0

Ei
1 riga i

0 O



la matrice che ha tutte le entrato uguale a zero

tranne l entrata nella riga i colonna chi è

uguale a 1 Gli elementi

E En E in Ea Ea Eam Ee Elm

formano una base di Mate K La dimostrazione

è del tuttosimile a quella di K esplicitiamola
nel caso l 2 in 3 Abbiano

e L e L e L

e L E L e L

Allora

1 E dati te Fist Is Ea t Is Ea t ho 3

t.li t i

L tl 1

quindi se voglio che

a 92 93

a
ti E datir tshirt Is Ea t Is Ea lo fa

deve essere 1 e ha il 3 9 tg 02 5 022 6 023



TRACCIA E TRA sposta matrici SIMMETRICHE

Se A è una matrice quadrata ovvero se A è una

matrice in m la traccia di A è definita come

la somma degli elementi lungo la diagonale
Per esempio

1 Io i t 2 t 3 6

Tr et d

La traccia verifica le seguenti proprietà
Tr At B Tr A Ti B ti A Bettolina K

Ta TA Itria VAetbtmxmlkhc.lt

Esercizio Verificare la validità di queste proprietà

Un altra operazione che incontreremo spesso parlando di

matrici è quella della trasposta Se A è una

matrice l Xm allora Édith che si indica

con At è la matrice in l che si ottiene ribaltando

la tabella lungo la diagonale Equivalentemente possiamo

dire che la matrice trasposta è quella che si ottiene



scambiando righe e colonne Per esempio

1 c

i D c
Più in generale se A è una matrice l xm con

entrate uguali ad ai la trasposta è una matrice

in E la cui entrata e sarà uguale al aji

La trasposta verifica le seguenti proprietà

It BY A t Bt ti A B e Mateen K

HAI i At HAcMate.im K e te k

Tr At Tela ti A e Maturin K

Esercizio Verificare la validità di queste proprietà

Una matriceAm x nn si dice simmetrica se è uguale
alla sua trasposta ovvero A A Delirio

Matsima K A c Matin K At A
Una matriceA mim si dice antisimmetrica se è uguale

all'opposto della sua fra posta ovvero se At A Definiamo

Natantisimm K A c Meta K At A



Per esempio

A è simmetrica

B è antisimmetrica

non è né simmetrica néantisimmetica

Esercizio

Se A è simmetrica e antiscimmetrica allora A o

Se A è antisimmetrica allora te A o

Motsimun K e rotantisimm K sono sottospesi

vettoriali di Natura K

L'Applicazione LA

Sia A una matrice l m e siano 9 tu le

sue colonne Quindi Vi e K'perip im sono in vettori colonna

e A r im

Per esempio re A è la matrice

le sue colonne sono

v L il



Torniamo ora al caso di una matrice generale l in

A di colonne o In

Consideriamo l'applicazione ha K ke definita da

a x v t mom

più esplicitamente se A ai abbiamo

l t.laal t teem Xm

Indichiamo questo risultato con

a l
e diciamo che è il prodotto di A con il vettore colonna

a

Esempio calcoliamo È

usato la 4 f t 5 f tg

definizione

otteniamo f E
usato comespesso faremo

2 4 t 3 5 to 6

sto



Osservazione

Osserviamo che LA ei vi

In particolare se LA Lb allora A D

Infatti se la L allora La Cei Lalli

quinti A e B hanno le stesse colonne e

quinti sono uguali

Proposizione tu we K the K FA Be rete

1 LA Ore ovvero A 0km ore
2 LA a vv La a La r ovvero

A ntv A a A o

2 LA blu La ln tl blu
At B u A ut Bon

3 La an I Lala Lia n ovvero

A an I A n IA 4
dim

1 La or oh t Oum o

se a L ew LÌ



A na v y Jo t mt m In

v t txm.vn V t t Yun In

La n La v

2 è lasciata per esercizio

3 Sia a È allora

LA du x Io t t Xm In

X io t x mon t al

fin t in Cirm a a

PR OD OTTO D 1 MA TR I C 1

Consideriamo due matrici A ex m e B in xp

Allora abbiamo

K K e la X ke

Quando ne facciamo la composizione

La 0lb K ke

Vogliamo capire come è fatta giusta applicazione

Diamo un nome alle colonne di B



Sia
in

B n up con lei E K

Allora

del_di

p
La n t t xp up la

LA 4 t t XpLA up
Proposta

preceduto

guidi se chiamiamo

l
v La 4 A u wpn.la up A up e K

e vi up

Abbiano La L B L c

Definiamo

A a B A 4 A up

e chiamiamo questa nuova matrice il prodotto
di A e B e è una notice l xp La discussione

fatta mostra le

LA 0 lb L A B



Sottolineiamo alcune caratteristiche del

prodotto tra matrici
1 Se A è una matrice l m e

B è una matrice in xp il prodotto
A B è una matrice l xp

2 Se A è una matrice lx m e

B è una matrice a xp il prodotto

A B è definito solo quando in q

Per esempio il prodotto di una

matrice 2 2 e di una matrice 3 3 non

è definito

3 Può succedere che sia definito il prodotto
A B ma che non sia definito il prodotto B A

Per eseguo se A è 2 2 e B è 2 3

tieniti B.fi
A B Al Al al

L 1



Mostriamo ora un modo del tutto equivalenti di

calcolare il prodotto Sia

A ai una matrice l in

B bi n up una matrice in xp

e sia

A B ci il prodotto

Allora se vogliamo calcolare ci siamo interessati

alla ri esima riga della j esima colonna di ovvero

alla i esima entrato li Aof ovvero alla

i esima entrata di

a

La i esima entrato è ai.bijtaia.ba t aim bmj
Quinti

Ci j ai b j t ai ba t t in bmj

Esempio

l al
A B è una metrica 3 2



Se voglio calcolare l'entrata ca di C

devo considerare la 2a riga d A e moltiplicarla

per la 1a colonna di B

1

Cz i o i I 2 t o ti 3
1

Esempi Il prodotto di matrici non ha

alcune delle proprietà del prodotto di numeri

2

1 i o I
quinti pii essere A B 0 ma A 0 e BIO

I c

iiii L

quinti può essere A B 0 ma B A 0

e in particolare in generale A B f BA

Altre proprietà invece continuano a volere Quelle più
semplici e fondamentali sono quelle della proposizione

seguente



Proposizione PROPRIETÀ DEL prodotto tra matrici

D A Btc A Bt A c HA cMete.im
B c Maturip

At B C A c t B c t A Bethleem
e Matin xp

A B HA B i A B HA cMate

Be Return trick
4 A o B C A B c FAEMate

Be Return ti

cetbtpxgd.me
La dimostrazione di D 2 3 è semplice e è

del tutto analoga a dimostrazioni fatte in precedenza

La dimostrazione di 4 se presa di petto è un

canto istruttivo ma corposo Ne diamo un'altra

spiegazione serra conti

Ricordiamo che LA L B LA B e guidi

Lao lb Le La b 0C
Similmente La Bola A b c

La composizione di funzioni è associativa infetti

la 0lb da r La Locri Lalla.la in

genti

A B c LA B c

Ma abbiamo già osservato che se La LE allora D E

quinti A B C A B c



Esercizio Dimostrare la proprietà 1

La m at rice identità

la matrice identità exe è la natiae

iii

Osserviamo che L Idre e che Ie A A

e A In A matrice A Exim

Al tre osservazioni sulle matrici

PRODOTTO traccia E TRASPOSTA

Se A è una matrice 2 3 e B è una

matrice 3 4 allora possiamo effettuare il

prodotto A B che è una matrice 2 4

La trasposta di A è una matrice 3 2

e la trasposta di B è una matrice 5 3

E

NI ha quindi senso fare A B ha invece

senso fare È Atala è una matrice 4 2

proprio come la trasposta di A B



PRO posizione Sia A c Materna K e B c Motu K

A B t.bt.at

In A ai D bi

Sia A B ci sia D Bt At di

vogliamo mostrare che È D ovvero che

l'entrata i della matrice D è uguale
all'entrata j i della matrice C

Facciamo il caso i 2 j 3 tanto per fissare

le idee e aiutare a visualizzare il ragionamento
L'entrata 3,2 della matrice C è uguale a

32 essi 2
a beat i t a in b

L'entrata C s della matrice D si ottiene

moltiplicando le entrate della 2a riga della

matrice Bt con le entrate della secolo una delle
t

matrice At Ora la 2a riga della metricaB sono

in realtà le entità della 2a colonna della matrice B

b a ba b benz

le entrate della 2a colonna della matrice At sono le

entrate della seriosa della mahi em.us

quindi
da bizes t t bum e in c 32 come volevano



Proviamo ora a calcolare la traccia di un prodotto

Se A è una matrice 2 3 e B è una matrice 3 2

ha senso sia calcolare sia la traccia di A B

che è una matrice 2 2 che di B A che è una matrice

3 3

P R 0 Posizione Sia A cMate e B e Mature
Allora

Tr A B Ta B A

dim

Sia C A B ci

C a bi t a ba t a in ben E a e

biancaa b t a bzztaar.bz t in Dma e bi

Cee al bietole bae t teem bene E dei bic

e in

quid Tr c 2 E ai b i
i i

Un analogo conto fornisce em

Ta D 2 bjie.is1 l

ma le due somme corna dono



MA TRI ci DIAGONALI E MATRICI TRIANGOLARI

Nello spazio vettoriale delle matrici quadrate ci sono

alcuni sottosposi che troveremo spesso Abbiamo già visto

le matrici simmetriche e quelle antisimmetriche Due

altri sottospesi importanti sono quelli delle matrici diagonali
e delle matrici triangolari

Una matrice si dice diagonale se le entrate fuori
della diagonale i della matrice sono uguali

a zero Per esempio le matrici

l l
sono matrici diagonali Se

e

D

e A è una matrice l 3 A v va

allora
A D ao bra crs

Se B è una matrice 3 x m con B

dove njus.us sono le righe di B allora

D D È
Più in generale re D è una matrice diagonale
quando effettuiamo un prodotto D B è come



9 effe
moltiplicate le righe di B per le entrate di D

lungo la diagonale e quanto effettuiamo
un prodotto A D è come moltiplicare le colonne

di A

Una matrice si dice triangolare superiore se le

entrate sotto la diagonale sono zero Per esempio

le matrici

l l
sono matrici triangolari superiori

Esercizio
2 3 4

si a

Calcola te la per ogni n



MATRI CI INVERTIBILI Di solito questa

parte a lezione viene fatta dopo aver fatto le

applicazioni lineari e la matrice associato ad una

applicazione lineare

DEFINIZ E

Una matrice A l x nn si dice invertibile se esitano

una matrice B in l e una matrice C mie

tali che 13 A In e A C Ie

E Anticipo subito che se A è invertibile le

matrici B e C sono uguali e sono univocamente determinato

questo lo vedremo tra un attimo e tale matrice si indica
1

con A e si chiama l'inverso di A Inoltre se A è invertibile

allora mal ovvero la matrice è quadrata gusto lo

vedremo quanto faremo i sistemi lineari

Esempio

Sia A e supponiamo ad b c 0 e na

B c Ì Allora

B A A c

Fare il conto per esercizio



Esercizio

Sia A A è invertibile

Vediamo se esiste B.tl le B A 12

Sia B e calcoliamo

B a L fi l
guidi una qualsiasi matrice della Lora

verifica B A

Ora vediamo se esiste tali le A C 23
a b c

Sia C
g e g e calcoliamo

a L X L
in particolare gusto matrice non può mai essere

uguale a 1 Quinti C non esiste in particolare

A non è invertibile



P Ro P O si 210 NE 1 Sia A una matrice la m invertible

e siano B e C due matrici in l tali le BA In

e A C Ie Allora B C

2 Sia A una matrice invertibile l xm allora

esiste una unica matrice B in e tale che

13 A Im e A D Le

dim
1 Sia B A 2in e Al e

Allora

B B se BLAc A c In C C

e quinti B C

2 Siano B e D tali de BA 2in A B Ie

e DA Im e AD Ie Allora

13 B se B AD BA D Ied D

e quinti B D

Come abbiamo già detto se A è invertibile l'unica

matrice B tale che DA 2 e AB 2 si chiama

l inversa di A e si indica con A



E siano A e B due matrici invertibili

Alla

1 A è invertible e LÀ A

2 A B è invertible e LAB È A

3 È è invertible e At A pt

Àlvaro Sia A l m e B in xp

1 sia C A allora A C Ie e C A 2

Alla A C ovvero LA 5 A

2 Sia C B A Per dimostre al d B è invertible

e le LAB È A basta verificareche

LAB C Le e ClAB Ip
Verifichiamolo

A B c A Bl A B B A A Im A

A A Il

C AB A B B A A B È In B

B B Ip
3 Sia C A Per verificare le At è

invertible e che LA C basta veline le

Atc 1 e Cat
em

questo lo lasciano per esercizio si ricordi le

µ yf.pt it


