
 

PREREQUISITI E RICHIAMI

Il corso assumerà che Gli studenti Abbiano qualche
Familiarità con i seguenti argomenti

NUMERI RAZIONALI E NUMERI REALI

IN SI E MI E Funzioni

PIANO CARTESIANO RETTE CERCHI PARABOLE

TRIGONOMETRIA

POLINOMI sol di Eq E dis DI 2 GRADO

PER i primi due DAREMO dei Brevi richiami in queste
NOTE

OLTRE A questo il CORSO ASSUMERÀ ALTRE due
cose

CHE SAPPIATE FARE I conti soprattutto MANIPOLARE
DELLE espressioni ALGEBRICHE SENZA PERDERSI

CHE ABBIATE UNA IDEA DI cosa sia un RAGIONAMENTO
MATEMATICO POSSIBILMENTE di cosa sia una
DIMOSTRAZIONE

L'ultimo punto È PER ESPERIENZA il PIÙ delicato Con
RAGIONAMENTO MATEMATICO MI RIFERISCO AD UN
MODO di PROCEDERE che dica non solo come
ARRIVARE A Risultato MA CHE SOPRATTUTTO
SPIEGHI PERCHÉ Alcune cose sono E RE

PER cui si sente incerto su questo Punto potrebbe
essere ti e avere un esempio personale di ragionamento
di questo tiro c ne sapete di aver capito completamente
un Esempio me non sia banale ma cue non c'è
bisogno sia complicato le dimostrazioni del
TEOREMA di ritagora o che i numeri primi sono infiniti
possono andar BENE MA può ANDAR BENE anche la soluzione
di un esercizio l'importante e cue vi sentiate sicuri su questo esempio

E SR 1 Trovare un tale esempio

ilESR 2 FARE Almeno un esercizio della sezione esercizi
invari NEL FILE degli Esercizi



E S R 3 CALCOLARE LA somma DEGLI INTERI DA 1 A 100

OSSERVANDO CHE 1 100 101 2 59 101 3 98 101

E sn 4 Si calcoli A somma DEI NUMERI DELLA
seguente tabella 100 100

2 3 4 5 100
2 3 4 5 101

3 4 5
4 5
E i

i

i
198

100 101 102 198 19

Aiuto 200 e tra Ss 100 too

E Si consideri un esagono
in cui tutti i lati sono stati

9colorati o di blu o di rosso eseguo
Dimostrare che esiste un triangolo i cui lati sono a

tutti rossi o tutti blu



NUMERI NATURALI INTERI RAZIONALI REALI

Ci aspettiamo che abbiate familiarità con i

seguenti insiemi di numeri e le loro proprieta

IN l'insieme dei numeri naturali 0 1,2

2 l'insieme dei numeri interi I 9 2

Q i l insieme dei numeri razionali ovvero

delle frazioni E con a b interi e b o
b

R l'insieme dei numeri reali ovvero

di tutti i numeri con la virgola
anche non periodici Qualche attenzione
va fatta sul 9 paioli co ma di

questi numeri parleresti diffusamente ad

analisi

Se andiamo a scrivere una frazione
come un numero con la virgola otto m'amo

sempre un numero periodico e viceversa un

numero periodi lo si può scrivere sopra

come una frazione



Esercizio scrivere come numero con la
37

virgola

18 I 37
15 8
3 30 4 891
2 9 6
3 4 O
3 33

33 O

da giri in poi il calcolo si ripete uguale

guidi otteniamo 4 871

Esercizio scrivere 11 35T come frazione

Sia 11 35 7 allora

100 1135 7 57 57

17 3 57 57

58 1124 400

da cui
1124 4 11245 3748 1875

gg 5501 330 165



IN SI EMI

quello che ci aspettiamo sappiate della teoria reali
insiemi sono alcuni concetti E costruzioni di Base
oltre a questo ci aspettiamo che Abbia te qua cm E
Familiarità con alcune notazioni E c ne E
sappiate descrivere un insieme

ao concetti e notazioni FONDAMENTALI

appartenenza E se c A vuol dire la
l'elemento se appartiene all'insieme A

contenimento C A c B vuol dire
che l'insieme A è contenuta nell'insieme B
ovvero che ogni elemento di A è anche un

elemento di B si può anche scrivere B a A
NOTA BENE quanto scrive A C B può
anche essere A B Si diceanche A è un sottoinsieme di B

è un'abbreviazione per per ogni
7 è un'abbreviazione per esiste

il ilI o 7 è un'abbreviazione per esiste un unico

o 1 è un'abbreviazione pe tale che

è l'insieme vuoto È un insieme al non ha alti

card A indica la cardinalità di un insieme
ovvero il numero degli elementi di un insieme

NOTA Non è che se scrivete tt allora state
facendo matematica e se scrivete per ogni non

state facendo matematica Le due cose sono

perfettamente intercambiabili e anzi invita chi
non si senti sicuro ad utilizzare la forma
estesa E bene però che acquisiate un po di

familiarità con questa simbologia perché io la
usero a lesion e la troverete usata nella
maggior parte dei libri



DE SCRI v ER E UN 1 NS I EM E

un insieme si puo descrivere essenzialmente
in due morsi

Primo morso se ne possono Elencare gli

elementi per esempio possiamo dire che

A È l'insieme i cu elementi sono 1 2 3

un modo equivalente è scrivere

A 1 2,3
e ripetizioni E l'ordine non contano quindi abbiamo anche

A 1 3 1 2

A volte utilizzeremo questo metodo in naso

improprio PER Esempio scrivere no

13 1 2 3,4 5

PER indicare tutti i numeri interi maggiori
ovali a uno una ulteriore variante si PRESENTA

NEL seguente modo

3in 1 in c A

D m Guts in c A

E 2in un c b

SONO ALTRI ESEMPI di modi per ELENCARE
GLI ELEMENTI di un insieme ne gli ESEMPI

C I 4 7 io

D 1 0 i

E È l insieme dei numeri PARI



SECONDO modo si PUÒ b E scrivere un
INSIEME fornendo una PROPRIETÀ CHE
CARATTERIZZA i suoi E LE MENTI per

Esempio possiamo DIRE cue F È L INSIEME
DE I NUMERI CHE risolvono l'Equazione
get sett 3mi 2 0

F 7 ns 3 2

con una FORMA più COMPLETA E più corretta
MA NOI USEREMO ENTRAMBE si Possono
SPECIFICARE A CHE tipo di NUMERI Facciano
RIFERIMENTO

G e IR 5 3 1 2 o

H c IN 7 5 3 3 2 o

Ln GENERALE SIA 2 UN INSIEME
E P UNA PROPOSIZIONE DELLA

QUALE possiamo A TAR E LA VERITÀ
SUGLI ELEMENTI di 2 ERO UNA

FRASE CHE DIPENDE DA UNA A MIA BILE
se E cue SE AL POSTO DI se METTIAMO
UN ELEMENTO di 2 POSSIAMO DIRE
SE LA FRASE È VERA PER
ESEMPIO sia I IN E SIA P LA FRASE

se ti È UN NUMERO PRIMO

PER ESEMPIO

P 5 È FALSA

P 12 È VERA

ALLORA POSSIAMO DEFINIRE L 1N SI E ME
DE GLI ELEMENTI di 2 CHE HANNO LA
PROPRIETÀ P CHE SI SCRIVE

J re 2 Pci
Faccia ho DUE PICCOLE OSSERVAZIONI

1 BASTA SCRIVERE P non C'È BISOGNO
DI SCRIVERE PIX È ERA

2 SPESSO l INSIEME I non O SPECIFICHEREMO



ESEMPI

UN insieme può AVERE descrizioni DIVERSE

1 K e IR se 3 3 3 2 3 2 0

L I e IR f x 1 2 o

ANCHE se LA FRASE CHE descrive l'insieme
È MOLTO più SEMPLICE i due insiemi

SONO UGUALI Infatti

L 1 2

PER CAPIRE COME È FATTO L'INSIEME 1C
OSSERVIAMO CHE

se 3 ae 3mi Sat 2 x i 2 Xlii

QUINDI ANCHE

Kali 2

IN PARTICOLARE L K

2 SE DEFINIAMO

M RER n r triti

È un modo un po COMPLICATO di dire M
infatti per c R

E ti 31

E quindi XE t ti O NON HA

SOLUZIONE

MOLTI ESERCIZI consistono proprio NEL PASSARE DA
UNA descrizione DEL secondo tipo Ad una DEL
PRIMO TIPO Per esempio risolvere UN'Equazione COME
ILLUSTRA l ESEMPIO di K E L on air E PASSARE
da una descrizione MEDIANTE una proprieta ad



UNA descrizione E MEDIANTE una vista come
ABBIAMO FATTO SOPRA PER L A

14 c IR n 3 3 3 2 3 2 0

A K 11,21

ESEMPI

Gli ELEMENTI di un insieme possono ESSERE

A LORO VOLTA IN SI E MI

D sia IT il piano E SIA X un cerchio
E P UN PUNTO esterno a X

s

Sia N L insieme delle RETTE PASSANTI
PER P E tangenti A X N HA quindi due
ELEMENTI LA RETTA 2 E LA RETTA A

Si noti CHE 2 e N MA P N è 2 µ
2 NON È contenuto in N

2 L'INSIEME

p IN 2 Q.IR
È UN INSIEME con 4 ELEMENTI CHE sono
A LORO volta 4 insiemi

Esempio capire come sono fatti i seguenti insieme

Q RER I c Rthk ray

R noir f go.IR a y

5 retta I Hyuk se.my



Q è l'insieme dei numeri reali che sono

il quadrato di un numero reale guidi
Q re M I ns o

R è l'insieme dei numeri se tali che
se y per ogni

na gusto vuol dire in particolare
se 02 12

che è impossibile Qui
R p

S o Per far vedere gusto devo

far vedere che 0 è l'unico numero

che ha la proprietà richiesta
Come prima cosa faccio vedere che

se se e 5 allora se 0 Infili
se se E 5 allora se a per

ogni y e in particolare per y o

otteniamo se se È

quindi se rt 5 allora se 0

viceversa se se allora l'equazione
O 0 y

è vero per ogni y e quindi o c s



Come mostra questo esempio l'uso dei quantificatori
per ogni esiste rende subito le cose più
complicate Per esperienza per molti studentiquesto
è un problema

servizio

Sia X l'insieme di tutte le persone

Ci si faccia una idea dei seguenti insiemi

A se e X I y e X tale al e y sono amici

B se e X ti e X se e sono amici

n e X ti 7 e X se sa dell'esistenza li r

D n e X I 7 E X tale la sa dell'esistenza li r

F n e X ti e X y sa dell'esistenza di se

G n e X 7 e X tale oh y sa dell'esistenza di se

nota sa dell'esistenza non è forse per tutti chiaro

cosa significa Io so dell'esistenza di Trump
ma non credo proprio Trump sappia della mia esistenza

Esercizio Fare gli esercizi 1.7 1.8 1 9



O P E R A 2 i 0 n i t R A I N SI E M I

Dati degli insiemi possiamo costruirne io nuovi
mediante le seguenti operazioni

U unione
h INTERSEZIONE

DIFFERENZA
prodotto per questo vedi a prossima sezione

Se A E B sono due insiemi

Aub al re A o re B

Anb se se c A e se e B

A B se I meta e B

l'ultimo DEI TRE SI legge A senza B
E FACILE E MOLTO UTILE RAPPRESENTARE
questi INSIEMI GRA Fl CA MENTE

A B And A B

O S S E R v a o N E

Se A n B si dice che A e B

sono disgiunti allora

card Av B card A card B

In generale però gusto non è vero Per
esempio se



esempio

A 1 2 3 B 2 3 s

alla Av B fi 2 3 s

e non è vero le 4 3 t 3

In generale vale la segnali forarla

card Av B t card An B card A turd B

dei

concentriamoci prima su B

B B A u Bsa

B

e inoltre B A n b na O

guidi
Carl B card B A z card Bra

da cui

Carl B A carl B cod Bsa



Ora osserviamo le

Av B A u B A

00
e che A n B A p Quindi

col Av B card A card B A

se sostituiso la formula trovata
prima per card B A ottengo

cod A VB card A t coro B or Anb

da cui ricevo la tesi

Esercizio
In una classe je gioca
a calcio o a pallavolo

15 giocano a calcio
lo e a pallavolo
5 sia a calcio che a pallavolo

quanti sono gli studenti



A studenti le giocano a calcio

B 4 n n pallavolo
Arbe a te a calcio e apollineo

Aub è tutta la classe

call Aub alla col B art And
I 5 t 10 5

20

PRODOTTO TRA I N SI E MI

definiamo ora il prodotto tra insiemi

DEFINIZIONE

SE A e B sono due insiemi ALLORA
una coppia ORDINATA di A e B è una
Espressione DELLA FORMA

a b

con a un ELEMENTO di A e b un elemento di B

L in si E NE prodotto A B è l'insieme di
tutte LE possibili coppie

A B a b fa e A e be B

Più in GENERALE SE HO M in si E MI As A A
posso e finire una n PLA ORDINATA di A Aa
An COME UNA ESPRESSIONE

a an

con l E A a E A an e An È IL PRODOTTO
A x Az An COME l'insieme delle n Più
ORDINATE



A A n a an e c A a c Aa cenetta

Esempio
A 1 2 3 B 3 s

Allora gli elementi di A B sono

1 3 2 3 3 3

1 4 2 s 3 s

O S s E R A 2 i 0 n E

card A B con A card B

dire
Sia

A 1 2 3 a

B 11 2 3 b

Elenchiamo gli elementi di A lungo le colonne
e quelli di B lungo le righe e

le coppie come qui sotto 2

È e 2 3 4 e

i



i

In questo modo ho elencato tutte le

coppie Quindi ho a la Coppi

FUNZIONI

siano A e B due insiemi Una funzione da A a B
è una regola che associa ad ogni elemento

di A un elemento di B L'espressione regola
è un po impropria qui perché fa pensare
a un procedimento che dato un elemento di A

permette di calcolare un elemento di B La
definizione di funzione è in realtà più generale

di così ma questa definizione intuitiva di

funzione è sufficiente per gli scopi del corso

Se f è una fusione da A a B scriviamo

f A B

e se a c A indichiamo con f a l'elemento
di B associato ad a



Esempi
A 2 3 B a p It
Definisco f A B nel seguente
modo

f i p f a S f s p

In questo caso possiamo anche rappresentare
graficamente la funzione nel seguente modo

Sia A parole della lingua italiana

e sia B lettere dell'alfabeto
e f A B

è definita nel seguente modo

f parola la lettera della parola
Per esempio

carta c

f banco b

Se A B è un insieme non vuole c'è

sempre una funzione Ida A A

definite mediante

Ida a e

per ogni a e A



gsm

Se A B IR e f R R è

definita mediante

fa
a

se se e II e sec 3

se s 3 e

Se A B è il piano euclideo e RCA
è una retta allora

f A A

definito da f P p con P il simmetrico

di P rispetto alla retta R

Sia A l 2 3 e B fa p 8 s

Il disegno seguente è la rappresentazione
grafica di una funzione

Svolge No perché f l non è definito

per bere
Potrebbe essere p oppure 5



funzioni in i etti va e scergettive

Una funzione f A B si dice surgettiva
se ogni elemento di B è l'immagine di un

elemento di A ovvero re

Hb e B 7 a c A tale che I a b

Una funzione f A B si dice iniettivo re

manda elementi distinti in elementi distinti
ovvero se ti a.ae A se a allora Ha Ha
C'è un modo equivalente per descrivere
questa proprietà che spesso risulta utile

a a c A se f a f a allora a L

Esempio

ma non iniettava

non surgettiva



tu quali dei seguenti disegni
sono la rappresentazione grafica di una

funzione quali di una funzione iniettava

e quali di una funzione surgettive

È UNA FUNZIONE

a

È una Funzione

È una FUNZIONE



O

Funzioni bigattive e funzione inversa

Una funzione si dice bigettiva se è sia iniettivo
che surgettiva Se esplicitiamo queste due proprietà
troviamo che una funzione f A B è bisettiva
se e solo se per ogni elementob di B esiste un

unico elemento di A che ha come immagine b Ovvero
se

Hb e B Isa e A tale che fca b



tie

Esempio

f R R f a 3 5

i bigotti va

svolgimento

In questo caso Ae B R Quindi la definizione di bigettività
si scrive

be Ah 1 a IR tale che 3 a 5 b

Quindi si tratta di vedere quante soluzioni ha l'equazione
3 a 5 b

l egrave in questo caso è molto serplice è equivalente a

3 a b 5

e quindi ha come unica soluzione
a

b
3



Quando f A B è una funzione bigettiva allora

possiamo definire una funzione g B A

con la regola
g b a se f a b

La funzione g così costruita si chiama funzione
inversa e si indica con f

Nota La notazione f 1 si può confondere con la notazione

per il reciproco di un numero che si indica anche con è

Ma sono due cose completamente diverse

Eseguo
A li e 3 B fa p 8

f A B f D p f a 8 f s

allora f a 3 I p p f 8 2

segno f IR IR f D 3 5

Alla f
3

svolgerete Abbiano già visto in un esempio precedente
b 5le fca b se e solo se a
3

e guidi f b b
3

Immagine e immagine inversa di un sottoinsieme

Sia f A B una funzione Allora l'immagine di 8 è

definita come

m f fca a c A



Esempio
f 2 2 f x 2

In f è l'insieme dei numeri pari

Esercizio
Sia f R R la funzione

f 3 2

Determinare l'immagine di f

Svolgimento l'immagine sono gli elementi yo IR
tali che esiste se e IR che verifica f ovvero

sono le g e IR tali le l'equazione nella variabile x

y
2 3 2

La soluzione Possiamo riscrivere l'equazione nella
Lone

3 2 y o

che la soluzione se e solo se

D 9 8 4 it 4 7 0

ovvero per y 7 f Quindi

In f e IR y _la f to



Osservazione A B f è surgettiva
In f Bse e solo se

Se f A B e C e A definiamo
l'immagine di C tramite f come

f c fca a c E

Esempio f IR Il fix sin 2 x

Sia C 2 e IR Allora

f c o

Se f A B e D e B definiamo

l'immagine inversa di D tramite L cane

f D a c A fca ED

Esempio
A fi 2 3 s e B 2 p 8 5 E

Sia fli p f a E f 3 p f s 2

Se D 18 f l D

Se D fa p f D 1 3 a



Esempio
Sia A B IR a sua f x 1

Se D lo f D f i a

Se D f 2 f D 0

Se D Rt o xc.IR x o

f D I xc.IR c i o x 1

a Se f A B è una funzione bigettive
abbiamo definito la funzione inversa f B A

Si noti che l'immagine inversa di un

sottoinsieme f D è definita anche quando
f non è bigettiva e la funzione inversa non

è definita Quindi con lo stesso simbolo f indi liceo

in realtà tre cose diverse

Se f A Rito ha senso considerare

la funzione reciproca Noi cerleremo di usare sagre

Se fa A B è bigettiva è definita
le funivie inversa f B A

Se f A B qualsiasi e Da B la segna

senso considerare f D

Esercizio f A B Sia CCA e D e B

Dimostrare le f f c c

Dimostra le f f D c D



CO ionlfmz.li

Siano f A B e gi B C due funzioni
Allora possiamo costruire una nuova funzione

E A C

definito da

L a s f a

ovvero primo calcolo b L a e po calcolo

gcb La funzione così ottenuta si Diana la

funzione composta e si indica con

g of
si legge 7 composto g

Esempio
A persone B parole C lettere

f A B associa ad ogni persona il

suo nome

g B associa ad ogni parola la

prima lettera

Leg of A B associa ad ogni persona

l'iniziale del nome

Esempio

f 2 E f n anti

g 2 2 g n n 2



Allora g of n g f n

g 2 mai

riti t 2

4 n 4 n t 3

Spiego meglio il passaggio indicato con

f n 2h ti m e

g m m t 2 noi 2

Abbiamo già incontrato la funzione identita

Ida A A ida a a a

o sia f A B allora

i tolgo f f
27 faida f
s se f è bigettine

i

f o f Ida e f of 1dB

Restrizione di una funzione ad un sottoinsieme

Se f A B è una funzione e Cc A

possiamo definire la restrizione di f a C

f
c

c B

definito da f e e fcc te e C

Cioè f c è uguale a f ma è definita solo su C



Esempio
sia A IR B e IR x 1

f A B f ti

Sia C xc.IR x ao

f A B è surgettiva ma non iniettata

f c C B è invece bugettiva


