



















APPLICAZIONI LINEARI

DE FIN 1 21 ONE

Siano V e W due K spazi vettoriali Una funzione
F V W si dice lineare o K lineare se

D F n tv F n Fln tu re V

D F in 1 Fin tua V flak

Facciamo due osservazioni che useremo spesso

Oss 1 F f 0W

Infatti F g F o g OF g Ow

Oss 2 Se ti dm e K e se vi In t V

F dio tt va t In im di Fln t In Fiom

infatti

F Ar t t turn F Hu t turn per la proprietà 1

d Fln t t Im F rm per la proprietà2

Esempi

F K K definito da F x E 3 5

F è lineare Verifico le proprietà D e 2

D F y F e a

3 7 5 a 3 5 e 3 5 Ya



F x x F

2 F t y F ix

31 51 I e 5 Xe

I F x

L esergo precedente si generalizza nel seguente modo

Siamo a a m e k fissati e definisco

F K K mediante

F Xm e X o Et t amXin

F è lineare La verifica è lasciata per esercizio

Sia V IL t e sia D V V D f L

l'applicazione che associa ad un polinomio la sua derivata

D è lineare

1 D Lis f g L s'e Dcs Dcs

D it AL IL A DIL

Sia I M R e F V Mi definita

da F f f a

F è lineare

D F fis fig ca f tasca F f FIG
a F if Af a I FG IFIL



Alcuni non esempi

F R R F e si 5
non è lineare Infatti

F 2 Iii F 2,2 8

2 F i i 2 2 4

quid la proprietà 2 non vale seppure la Duole

Se Vi IR.lt e F V IR definiti da

F f ftp.fci non è lineare
Mostriamo che fallisce per esopo la proprietà 2

Prendine f il polinomio astanti 1
F 2 f 2.2 4

2 FIL 2 I I 2

Alcuni esempi particolarmente importanti

io sia A una mafia lime sia LA kl K

l'applicazione associata

Abbiamo già mostrato che queste applicazioni verificano

le proprietà 1 e 2 pertanto sono lineari

a Sia F IR È una isometrie tale
che f a 0 Allora F è lineare

1 Siano P 0 c È e na R pag

Allora 0 p R 0 è un parallelogramma



Una isometrica porta parallelogrammi in

pnellilogrammi pertanto Flo o FIP FLR Fca

è un parallelogramma ovvio

f R F p Fca

2 Sia P e IR e sia i c IR

Sia 0 XP Se 8 0 è chiaro la

F a X F P 0

Se PIO e i 0 Q è l'unico punto
della semiretta OP a distorna 1 IlPil dell'origine
Pertanto F 9 è l'unico punto della semiretta

0 Flo Flip a disfare 1 IlPll X Ilflash dall'origine

quinti F Q I FIP

Se la 0 e PE o si ragiona in modo simile

con la semiretta opposta

Sia V uno spazio vettoriale di bere o um e

si consideri l application F V K data da

f v Io on

F è lineare

a Siamo u v e V Sia le qu t a non

e sia b ht t buon Quindi
un a b v t ameba In



questo vuol dire che

cnn.at cnn.i.fi entra

quid
ntv

o vn io int In vn

2 Sia nell e lek Sia a a ht t amen

Allora tu da a t i camion Quinti

o e t.int

ovvero

tu o vn i Da vn

Se F G V W sono lineari e le k

posso definire due nuove applicazioni lineari
Ft G V W

F V W

mediante

Ft G v F r t Glu

IF v t Fir
Verifichiamo che Ft G è lineare

1 Siano a e del di Ftl

Ft G a v F ut r G n tv



fin di Fe g Fln Flo Glu Lcr

Fln Gin f r Glu

Ft G n Ft G lo

2 Sia re V e sia d e K
Ft G tv F tv t Gl to

I F v x i Glu

I FG Gir

i Ft G co

La verifica che XF è lineare la lasciano per

esercizio

Quando abbiamo studiato la traccia e la tua posta
in pochiclue tra le proprieta dimostrato abbiamo

verificato che

Tr Matrix K K la traccia

T Theban K Thelma T A At

Sono applicazioni lineari anche se non usavano queste parole ovvero

TalatB Tre IN theIB till A Tela e similmentetrasposta
NU CL E 0 E I M M A G I N E

DE FINI 210 ne Siano e W due K spari vettoriali

e sia F V W una applicazione lineare

Il nucleo di F che si indica con N F o Ken F è

il seguente insieme

N F re V Flo o

L'immagine di F che si indica con 2mF è l'insieme

In Flo ve li



Sia A la matricele

ali
Vogliamo capire come sono fatti nucleo e immagine
dell'applicazione F La TE It

Il incleo Il nucleo di F è fallo dei vetri v f c È

tali che Fin ovvio

a L

quindi F e NIF n e solare

È ovvero 2

3 67 0

quid N IF Y y en

Per loro
f e µ r et n'F

L'immagine Prima di descrivere l'immagine in generale provate

a stabilire come esercizio re gust hentai sono mee'immagne

LA e quindi è nell'immagine



W non è nell'immagine Infatti un vettore

sta nell'immagine se e a solo se In I e IR tal ch

A n W ovvio

t 27

È D.li
ovvero se il sistema

a.am
3 6 1

nel nostro caso otteniamo

i 2

fanno I3 6 6 I 3 1

che chiarante non La soluzione peli 2 1

Più in generale e In F se il sistema

III esca
3 6 C

a 2

1 lì
quindi il sistema la soluzione re e solo se b 2 e c 3 e

ovvero In f p a e R



PRO PO SI 210 NE

Siano V W due K sposi vettoriali e

F V W una applicazione lineare alla

D N F è un sotto sp vettoriale d V

2 F è iniettivo se e solo se NIF

din

D Abbiamo già osservato le F f ow quivi q EN F

Supponiamo ora che n o e N F allora

F ntv F n F r tow on

Grid ut E N F

Infine se ne NLF ed e K alla

F du l Fln how ow

quindi tu e N F

2 Supponiamo che F sia iniettivo Se n e NLF alla

F n ow F or

e dall'iniettività ricaviamo q quivi NIF for
Viceversa sia N F q e supponiamo che l a Flo

Alla

F a o Fln F v Ow

quindi n v ovvero a o



PROPOSI 210 NE

Siano V W due K sposi vettoriali e

F V W una applicazione lineare allora
1 In F è un sottospazio vettoriale

D F è surgettive se e solo se In F W

din

D on Flor e 2nF

Se w w e 2nF allora I n e ne c V

con w Fini e w Fine Allora

w w F 4 t F na F 4 tu e In F

Infine se w e 2mF e 1 e K allora I n F n we

tw l Fln F du e 2mF

2 questo è un fatto che abbiamo già osservato

per una funzione generale che non ha nulla a che

fare con la linearità

Applicazioni LINEARI E basi

Come abbiamo visto un modo di descrivere gli
elementi di uno spazio vettoriale è quello di fissare
una base e quindi introdurre delle coordinate La proposizione
seguente mostra come possiamo determinare una applicazione

lineare fissando arbitrariamente il suo valore su una

base dello spazio vettoriale di partenza



PROPOSIZIONE

Sia V uno spazio vettoriale e n'e vi una

base di V Sia W un secondo spazio vettoriale

e siano 4 va un E W in questo caso

no chiediamo che siano una base Allora

esiste una unica applicazione lineare F V W

tale che F ri v Flr va F on un

dime Se e V sappiano che si può scrivere in

modo unico come combinazione lineare di v sia

v X o t t In on

Dalla osservazione fatta subito dopo la definizione di applicazione
lineare ricaviamo

F v I F v t In Fiom d v t In un
Questa formula determina come si debba calcolare F e in particolare

ne dimostra l'unicità Dimostriamo ora che la F cosìdefinita è lineare

Siano n o e V e sia

v I o t Inv
u µ v µ in

quinti tu t µ v t t Inter e

F ven µ µ v t tHatin Un
1 W t In un t µ w t treno
F r Fln

Se inoltre le k rinviano lo Ht o t fin on e

F to tl v t ti.hn v I lini t t.vn I FW



Una conseguenza della proposizione appena dimostrato è

che ogni applicazione lineare da K a ke è della

forma LA per una opportuna matrice A sia infatti

F K Ke e sia e em la base

standard di K Sia µ tele non Fleur

Si consideri la matrice

A v um

Allora sappiamo che ha lei vi F ei Essendo

A e F lineari della proposizione ricaviamo LA F

MA T R I C E ASSOCIATA AD UNA APPLICAZIONE LINEARE

Come abbiamo appena visto ogni applicazione lineare da K
a ke è della forma la In questa sezione mostriamo

come utilizzare le matrici per descrivere le applicazioni
lineari tra spesi vettoriale che non siano K

DE Finizione calcolo dellamatrice associata

Siano V e W due K spari vettoriali e si

F V W una applicazione lineare
Sia inoltre vi on una base di V e

w we una base di W

La matrice associata al F rispetto alle basi v um e



W we è una matrice l in che si indica an

F on
w We

e le cui colonne sono le coordinate dei vettori Fly
rispetto alla base w we Più esplicitamente

supponiamo di voler calcolare la colonna j esima

di questa matrice Consideriamo allora F 5

e lo esprimiamo nella base in We ovvero

F v a W a ht t aaj We

0 ho

Finito we i

v vn
Queste soni la colonna j esima della matrice ftp.i.ee

Esempio

Sia V IR e W IR Sia F È È definita

i e p
Consideriamo le bare v va f di V

e le bare v v v I

Calcolino E w V 3



Calcoliamo E lui e scriviamolo nella base vi vs

Fln aw bwai.cn III

vi
1 L L

guidi la prima colonna della matrice è

Ora facciamo un calcolo analogo per FLI

Flr aw pura tu IIII
e con conti analoghi ricaviamo 2 7 p te

Quid

in f i

Se invece avessimo scelto le basistandard avremmo

ottenuto

e e 2 e e

F cit sei te te



ti
e L

Esempio
Se F La i K Ke allora

pe
e

AA e le

infetti La e j esima colonna d A

a j e t tae ce

L'ultimo esempio mostra come quando calcoliamo

la matrice associata ad una applicazione linea

da K a ke rispetto alle basi standard
otteniamo la relazione già spiegata in precedenza

tra matrici e applicazioni lineari da K kl

Spieghiamo ora il significato della

matrice associata nel caso generale Il

significato è molto sinteticamente il seguente

la matrice associata descrive una applicazione

lineare una volta che sei due spari vettoriali sono state

introdotte delle coordinate



PROPOSIZIONESIE
s In una base di V

Sia io ve una bara di W

Sia F V W una applicazione lineare

Allora v Vm

f Flo FI we Io vnW We

dim
Sia u Fln

w we un Fiom
µ we

guidi
A f

on

n we
n um

Siano inoltre Ì a
µ vn

le coordinate

di rispetto alla ben v um Quinti
N 1 o t In Fn

da cu Flo 1 Fln t In Flow Calcoliamo

ora le coordinate di Flo

Fir
we 1 Fa w we

t i In Non
ua

di u t thin Un

A I Im
v In

F
i

Di vnW e



O S S E RU A 210 N E

La proprietà della matrice associata ad una

applicazione lineare appena dimostrato caratterizza

la matrice associata in gusto senso

Sia F V W un'applicazione lineare
ma vi in una base di V e sia

w we una base di W e sia A una

matrice e x m Se

Flo
we

A Io vn

allora A f
F In
w We

dimostrazione

Siano C Cn le colonne della matrice

Dimostriamo che Cj è uguale alla j esima

colonna della matrice F
i on

4 we
ovvero al

rettore colonna Elf
µ w Infatti

Fti
we

A riso vn
c Cin e Ci

dimostrano la tesi



Esercizio
Sia W c È il piano di equazione 27 o a

sua S PI FI la simmetria rispetto a questo

piano
e la es

y Calcola s
e e e

2
Sia w f wa usi

Questa è una base di M non c'è bisogno di

verificarlo Calcola s
w w

Svolgimento

D sia a È allora W è il piano per

l'origine ortogonale a Rn Abbiano visto che
ce

S v 2 n
non

Per calcolare la natica associata a S dobbiamo

calcolare Sla sez se

Sca e 2 e 2g e E

e e 2 È e 25

S es e

2 Osserviamo le we w e che iv 4

S v w

S vs vs



S we w 2W W

is

APPLICAZIONE associata a una MATRICE

Vogliamo fare una ultima osservazione sulla matrice

associata Sia uno sp vettoriale con bare v um che

indicherà con I e W uno sp veh con bare 4 Te che

indicherò con Abbiamo visto come associare ad

una applicazione lineare F V W una natica F È
che è l m Viceversa re A è una matrice l xm

esiste una unica applicazione lineare F V W tale
cheHa F È Se A ai i e graziej i

maquanto detto nella sezione applicazioni lineari

e basi esiste una msn.ca F V in taleche

F Y a w t t e we
e gusta è la F cercata

Quindi abbiamo una corrispondenza perfetta tra

applicazioni lineari e matrici Notiamo inoltre che

Ft G Io FI LI

e le it I F È



MATRICI DI CAMBIAMENTO DI BASE

Sia V uno spazio vettoriale e siamo

I i v um e V una bara

f un c una seconda bere

Se s e V possiamo calcolare le coordinate rispetto
alla base o alla base e ottenendo

o JE

Vogliamo capire come calcolare la seconda saperlo
le prime o viceversa Nella formula della

sezione precedente consideriamo F Idv allora

o Idv Ì RI

W
Le matrici Idv e Ed si chiamano

W

matrici cambiamento di bare la prima dalla bara

alla base e la seconda viceversa

Esercizio

Sia v L v L e sia o I Quali
sono le coordinate di v rispetto alla base v

sono le coordinate rispetto alla base e e guidi
dobbiamo calcolare Ed È



Abbiano dopo qualche conto

la 24 V

la v t

quia Eris È

mi
I I

L
Osserviamo che se A 21 JIE e B 21 È

io È e cose È

abbiano ti e ti

A z e B I
e guidi anche

A B I z e B A

ovvero A B 2 e B A 2 in particolare

213ft e 21 sono invertibili e solo

una l'inversa dell'altra


