COMPITI E COMPITINI DELL’ANNO 2017

Le soluzioni degli esercizi sono in fondo al file.

CoOMPITO DI GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE DEL 9 GENNAIO 2017

Istruzioni: I fogli per svolgere gli esercizi vi saranno forniti. Consegnate solo la bella e il foglio
con gli esercizi e motivate sempre le vostre risposte. Sara valutata anche I’esposizione e non
saranno corretti esercizi illeggibili. Non si possono usare libri, appunti, calcolatrici, cellulari,
pena 'annullamento del compito. Avete a disposizione 3 ore di tempo.

Esercizio 1. Sia V uno spazio vettoriale sui numeri complessi di dimensione finita e sia F' :
V — V una applicazione lineare.

a) Sia A un autovalore di F. Si dia la definizione di molteplicita geometrica e molteplicita
algebrica di X rispetto a F'.

b) Supponiamo che dim V' = 4. Si dimostri che se la molteplicita geometrica di 2 ¢ uguale a
4 allora F = 21d.

Esercizio 2. Sia V lo spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 e sia

a b
a= (2 3)
una matrice invertibile. Si considerino le applicazione lineari F'4,G4 : V — V definite da
Fa(X)=AXA"! e Ga(X)=AX - XA.

a) Si calcoli il polinomio caratteristico di Fi4 e G4 nel caso in cuia=1,b=c=0,d = 2.
b) Si dimostri che I'autospazio relativo all’autovalore 1 per 'applicazione F4 ¢ uguale all’au-
tospazio relativo all’autovalore 0 per G 4.

Esercizio 3. Sia r una riflessione di R? rispetto ad un piano affine 7 che sposti il punto P
di coordinate (1,1,1) nel punto B di coordinate (1,3,1). Dato un vettore ¢ € R3, sia inoltre
F.:R3 — R3 Iisometria definita da F.(v) = r(v) + c.
a) Determinare il piano 7.
b) Determinare la matrice A e il vettore b tali che r(v) = A-v + b.
c¢) Determinare per quali ¢ € R? I’isometria F,. ¢ una riflessione rispetto ad un piano. Che
tipo di isometria ¢ negli altri casi?

Esercizio 4. Si consideri il fascio di coniche
(1 -t +2tr—2(1—t)y+2—-t=0
dipendenti da un parametro reale t € R.

a) Per quali valori di ¢ la conica ¢ non vuota?

b) Per quali valori di ¢ la conica ¢ una ellisse? una parabola? una iperbole?
c¢) Determinare il centro della conica, per quei valori di ¢ in cui esiste.

d) Per quali valori di ¢ la conica & una circonferenza?

CoMPITO DI GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE DEL 27 GENNAIO 2017

Istruzioni: I fogli per svolgere gli esercizi vi saranno forniti. Consegnate solo la bella e il foglio
con gli esercizi e motivate sempre le vostre risposte. Sara valutata anche I’esposizione e non
saranno corretti esercizi illeggibili. Non si possono usare libri, appunti, calcolatrici, cellulari,
pena 'annullamento del compito. Avete a disposizione 3 ore di tempo.
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Esercizio 1. Sia T: V — V un endomorfismo. Mostra che se vy, ..., v sono autovettori per
T con autovalori Ay, ..., A\, tutti distinti, allora i vettori vy, ..., v sono indipendenti.

Esercizio 2. Costruisci una matrice A di taglia 3 x 3 tale che I'applicazione L: R? — R?
soddisfi entrambe le proprieta seguenti:

e l'immagine di L4 ¢ il piano definito da  + y = 0;

e 'endomorfismo L4 non e diagonalizzabile.

Esercizio 3. Sia W C R? il piano definito dall’equazione 22 + z = 0. Sia py : R> — R? la
proiezione ortogonale di R? su W rispetto al prodotto scalare standard su R? e sia R : R3 — R3
la rotazione attorno all’asse z di 7/4 radianti. Sia infine T': W — W D’applicazione definita
da T'(w) = pw (R(w)).

a) Scrivi la matrice associata a R e a py rispetto alla base canonica di R?;

b) L’endomorfismo T' & diagonalizzabile? Motivare la risposta.

Esercizio 4. Sia V uno spazio vettoriale reale e g un prodotto scalare su V. Se W e un
sottospazio di V' indichiamo con gy : W x W — R la restrizione di ¢ a W ovvero il prodotto
scalare di W definito da gw (w1, w2) = g(wi,w2) per ogni wy,ws € W.
a) Se g ha segnatura (2,2,0) esiste un sottospazio W di dimensione 3 di V' tale che gy sia
definito positivo? Motivare la risposta.
b) Se g ha segnatura (2,2, 0) esiste un sottospazio W di dimensione 3 di V' tale che gy abbia
segnatura (1,1,1)? Motivare la risposta.

CoMPITO DI GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE DEL 15 FEBBRAIO 2017

Istruzioni: I fogli per svolgere gli esercizi vi saranno forniti. Consegnate solo la bella e il foglio
con gli esercizi e motivate sempre le vostre risposte. Sara valutata anche I’esposizione e non
saranno corretti esercizi illeggibili. Non si possono usare libri, appunti, calcolatrici, cellulari,
pena I'annullamento del compito. Avete a disposizione 3 ore di tempo.

Esercizio 1. Sia V uno spazio vettoriale reale, sia g un prodotto scalare su V.eT :V — V
una applicazione lineare che sia una isometria rispetto al prodotto scalare g. Sia infine A € R
un autovalore di T

a) Dimostrare che se g ¢ definito positivo allora A = +1;
b) L’affermazione precedente rimane vera se si assume che g abbia segnatura (1,1,0)?

(521)

Esercizio 3. Sia U un piano affine (non necessariamente passante per 1'origine) di R? e sia Py
la proiezione ortogonale di R? su U. Similmente se ¢ & una retta affine sia P, la proiezione di
R3 su /.

a) Trovare A e b tali che Py(x) = Ax + b nel caso in cui U sia il piano  +y + z = 1.

b) Trovare A e b tali che Py(x) = Ax + b nel caso in cui /¢ sia la retta passante per e; ed es.

c¢) Fissato U come nel punto a) esiste una retta ¢ tale che la trasformazione F(v) = Py(v) +
Py(v) sia una isometria affine?

Esercizio 2. Sia A la matrice

Si calcoli A199,

Esercizio 4. Siano a,b,c € R e sia V lo spazio vettoriale dei polinomi di grado minore o uguale
a 2 a coefficienti reali. Siano ¢; e g2 due prodotti scalari su V' definiti nel modo seguente:

q1(f,9) = fa)g(a) + f'(b)g'(b) + f"(c)g" (c),
q2(f,9) = f(a)g(a) + f(b)g(b) + f(c)g(c).

a) Calcolare la segnatura di ¢; al variare di a, b, c.
b) Per quali a, b, ¢ il prodotto scalare go & definito positivo?
2



A COMPITINO DI ALGEBRA LINEARE DEL 21 FEBBRAIO 2017: PRIMA PARTE

Istruzioni: Avete 25 minuti di tempo a disposizione. Come prima cosa scrivete nome, cognome
e matricola nello spazio qui sotto. Scrivete solo i risultati senza nessuna spiegazione negli
appositi spazi. Effettuate i calcoli necessari sui fogli che vi saranno consegnati a parte. Dovete
consegnare solo questo foglio. Prima di consegnare il foglio trascrivetevi su un foglietto i risultati.
Non si possono usare libri, appunti, calcolatrice, cellulari, pena ’annullamento del compito. Per
essere ammessi alla seconda parte del compito e necessario aver risposto correttamente a tutte
e 5 le domande.

Nome e cognome e matricola:

Domanda 1. Si determinino tutti i numeri complessi z tali che |z|> = 2 e Re(z) = Im(z).

Risposta:

Domanda 2. Si calcoli il polinomio caratteristico della seguente matrice

21 7
0 0
0

A= 1
3 -1

Risposta: pa(t) =

Domanda 3. Sia data la seguente base di R3:

1 0 0
v = 1 Vo = 1 V3 = 1
0 0 -1
Sia @1, 2, @3 la base duale. Si calcoli ¢s.
x
Risposta: oo |y | =
z

Domanda 4. Sia I : C* — C? una applicazione lineare tale che dim N(F) = 2. Calcolare il
rango di F.

Risposta: rango (F') =

Domanda 5. Siano U e W sottospazi dello spazio vettoriale V' delle matrici 2x2: V' = Matgxs.
SeU+W =V,dim(UNW)=1edimW = 2 quale ¢ la dimensione di U?

Risposta: dimU =




B COMPITINO DI ALGEBRA LINEARE DEL 21 FEBBRAIO 2017: PRIMA PARTE

Istruzioni: Avete 25 minuti di tempo a disposizione. Come prima cosa scrivete nome, cognome
e matricola nello spazio qui sotto. Scrivete solo i risultati senza nessuna spiegazione negli
appositi spazi. Effettuate i calcoli necessari sui fogli che vi saranno consegnati a parte. Dovete
consegnare solo questo foglio. Prima di consegnare il foglio trascrivetevi su un foglietto i risultati.
Non si possono usare libri, appunti, calcolatrice, cellulari, pena ’annullamento del compito. Per
essere ammessi alla seconda parte del compito e necessario aver risposto correttamente a tutte
e 5 le domande.

Nome e cognome e matricola:

Domanda 1. Si determinino tutti i numeri complessi z tali che |z|?> = 2 e Re(z) = —Im(2).

Risposta:

Domanda 2. Si calcoli il polinomio caratteristico della seguente matrice

1 1 7
A=10 -1 0
0 3 -2

Risposta: pa(t) =

Domanda 3. Sia data la seguente base di R3:

-1 0 0
v = 1 Vo = 1 V3 = 1
0 0 1
Sia @1, 2, @3 la base duale. Si calcoli 3.
x
Risposta: oo |y | =
z

Domanda 4. Sia F' : C° — C* una applicazione lineare tale che dim N(F) = 2. Calcolare il
rango di F.

Risposta: rango (F') =

Domanda 5. Siano U e W sottospazi dello spazio vettoriale V' delle matrici 2x3: V' = Matgxs.
SeU+W =V,dim(UNW) =2edimW = 3 quale ¢ la dimensione di U?

Risposta: dimU =




COMPITINO DI ALGEBRA LINEARE DEL 19 FEBBRAIO 2017: SECONDA PARTE

Istruzioni: I fogli per svolgere gli esercizi vi saranno forniti. Consegnate solo la bella e il foglio
con gli esercizi e motivate sempre le vostre risposte. Sara valutata anche ’esposizione e non
saranno corretti esercizi illeggibili. Non si possono usare libri, appunti, calcolatrici, cellulari,
pena 'annullamento del compito.

Esercizio 1.
a) Si enunci il teorema della dimensione.
b) Esistono due applicazioni lineari

fR* —R?  g:R*—R

tali che la loro composizione g o f sia iniettiva? Motivare la risposta.

Esercizio 2. Sia I il sottospazio di R? definito dall’equazione z+y+2z = 0 e sia V' il sottospazio
vettoriale dei polinomi di grado minore o uguale a 3 che si annullano in 1: V' = {p(t) € R[t]<3 :
p(1) =0}. Sia F': W — V D’applicazione lineare definita da

xr
Fly|l=x+2yt+22+ (z+2)83
z

(per esempio F(1,—1,0) & il polinomio 1 — 2t + t3)

a) Si scelga una base di W e una di V' e si scriva la matrice associata a F' rispetto a queste
basi.
b) Sia G : R — R[t]<3 I'applicazione lineare tale che

1 x T x
Gl|O0]| =1+t e Gly|=Fly]| se |y] eW
0 z z z

Scrivere la matrice associata a G rispetto alle basi standard di R3 e R[t]<3.
Esercizio 3. Si determinino tutti gli z complessi tali che 24z = 32.

Esercizio 4. Sia A la matrice 13 x 13 con tutte le entrate uguali a 1.

a) Si determini una base del nucleo di L 4.
b) Si determini un autovettore con autovalore diverso da zero (si provi ad indovinare!).
c¢) Si determini una base di autovettori per L4 e si calcoli il polinomio caratteristico di L 4.

COMPITINO DI ALGEBRA LINEARE DEL 31 MAGGIO 2017

Istruzioni: I fogli per svolgere gli esercizi vi saranno forniti. Consegnate solo la bella e il foglio
con gli esercizi e motivate sempre le vostre risposte. Sara valutata anche I’esposizione e non
saranno corretti esercizi illeggibili. Non si possono usare libri, appunti, calcolatrice, cellulari,
pena ’annullamento del compito.

Esercizio 1. Sia g un prodotto scalare su uno spazio vettoriale reale V. Sia U C V un
sottospazio.

(1) Definisci U+ e mostra che ¢ un sottospazio vettoriale di V.
(2) Esibisci concretamente un caso in cui dim U + dim U+ = dim V ma U e U~ non sono in
somma diretta (devi scegliere V| g,U opportuni e espliciti).
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Esercizio 2. Considera ’endomorfismo L 4: C* — C* dato dalla matrice

2 2 0 -1
0 0 0 1
A= 1 5 2 -1
0 -4 0 4

(1) Determina due autovettori indipendenti per A.
(2) La matrice A ¢ diagonalizzabile?

(3) Determina il polinomio minimo di A.

(4) Determina la forma di Jordan di A.

Esercizio 3. Sia V = Ry[z] lo spazio vettoriale formato dai polinomi reali di grado al massimo
due. Considera il prodotto scalare g su V' definito nel modo seguente:

g(p.a) = p(0)q(0) +p'(1)¢'(1) — p"(-1)¢"(-1)
dove p’ e p” indicano la derivata prima e seconda di p (e analogamente per ¢’ e ¢”).

(1) Determina la segnatura di g.

(2) Esiste un sottospazio W C V di dimensione 2 tale che la restrizione g|y abbia segnatura
(1,1,0)?

(3) Esiste un sottospazio W C V di dimensione 2 tale che la restrizione g|y abbia segnatura
(0,0,2)7

Esercizio 4. Scrivi una isometria affine f(r) = Az + b di R3 che soddisfi le proprieta seguenti:
(1) f(m) = m dove = ¢ il piano affine 7 = {1 = x2};
(2) f non ha punti fissi;
(3) detA=1e A#1I.
Se non riesci a risolvere l'esercizio in questo modo, puoi togliere l'ipotesi (2), cioé che f non
abbia punti fissi. In questo caso I’esercizio svolto avra un punteggio inferiore.

CoMPITO DI GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE DEL 5 GIUGNO 2017

Istruzioni: I fogli per svolgere gli esercizi vi saranno forniti. Consegnate solo la bella e il foglio
con gli esercizi e motivate sempre le vostre risposte. Sara valutata anche ’esposizione e non
saranno corretti esercizi illeggibili. Non si possono usare libri, appunti, calcolatrici, cellulari,
pena 'annullamento del compito. Avete a disposizione 3 ore di tempo.

Esercizio 1. Sia b un prodotto scalare su R2.

a) Definire cosa € una applicazione ortogonale rispetto a b;

b) Dimostrare che se b & definito positivo e T' & una trasformazione ortogonale rispetto a b
allora gli autovalori di T" sono uguali a +1;

c¢) L’affermazione precedente rimane vera se si assume soltanto che b sia non degenere?

Esercizio 2. Sia F : R? — R3 I’applicazione lineare che ha come matrice associata rispetto
alla base canonica la matrice

1 0 O
0 1 -1
-1 1 -1

Svolgere 2 dei seguenti punti:

a) Calcolare la forma di Jordan di F;
b) Dire se esistono due basi u1, ug, us e v1,v2,v3 di R? tale che [Fly vivs & diagonale.
c) Dire se esiste una base vy, vq,v3 di R? tale che [F]3l 5253 & diagonale.
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Esercizio 3. Considera le due rette affini seguenti in R3:

T:{x:1 Sz{x:y
y=0 y==z

a) Trova la distanza fra r e s.
b) Costruisci una isometria f(z) = Az + b tale che f(r) = s.

Esercizio 4. Considera al variare di & € R la conica affine
Cp = {m2—6xy+ky2+2x+k:0}.

a) Determina il tipo affine di C}, al variare di k € R.
b) Determina per quali & € R la conica ¢ una ellisse o una iperbole, e determina il suo
centro al variare di k in questi casi.

CoMPITO DI GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE DEL 26 GIUGNO 2017

Istruzioni: I fogli per svolgere gli esercizi vi saranno forniti. Consegnate solo la bella e il foglio
con gli esercizi e motivate sempre le vostre risposte. Sara valutata anche I’esposizione e non
saranno corretti esercizi illeggibili. Non si possono usare libri, appunti, calcolatrici, cellulari,
pena 'annullamento del compito. Avete a disposizione 3 ore di tempo.

Esercizio 1. Svolgi i punti seguenti:

a) Scrivi la definizione di prodotto hermitiano e di matrice hermitiana.
b) Dimostra che gli autovalori di una matrice hermitiana sono sempre numeri reali.

Esercizio 2. Sia V = Ry[z] lo spazio vettoriale formato da tutti i polinomi in z di grado al
massimo due. Considera ’endomorfismo F': V — V dato da

F(p) = p/ + 4a?p(0)
dove p’ indica la derivata di p.
a) L’endomorfismo F ¢ diagonalizzabile?

b) Considera lo stesso endomorfismo F definito sui complessi, ciod con V = Cylz]. B
diagonalizzabile?
c¢) Nelle domande precedenti, nei casi in cui sia diagonalizzabile, trova una base di auto-

vettori.

Esercizio 3. Siano r,s C R? due rette affini incidenti e ortogonali. Sia Rg: R?> — R? una
rotazione di angolo ¢ intorno ad r e S, : R3 — R3 una rotazione di angolo ¢ intorno ad s.
(1) Sia ¢ = 6 = 7. Mostra che la composizione Ry o S, ¢ una rotazione intorno ad un asse
e calcola I'angolo di rotazione.
(2) Per quali valori degli angoli ¢ e 6 le isometrie Ry e S, commutano? (Ricordiamo che le
isometrie commutano se Rg o S, = S, 0 Ry.)

Esercizio 4. Sia V = M(2) lo spazio vettoriale formato dalle matrici 2 x 2 a coefficienti reali.

Sia inoltre
a b
s=(; ¢)

una matrice simmetrica 2 x 2 fissata, sempre a coefficienti reali. Definiamo una applicazione
g:V xV — R nel modo seguente:

g X, Y)=Tr(*X SY) per ogni X,Y € V.

a) Dimostra che g € un prodotto scalare.
b) Calcola la segnatura di g se a =c=0e b # 0.
¢) Dimostra che se la matrice simmetrica S ¢ definita positiva allora anche il prodotto
scalare g ¢ definito positivo.
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COMPITO DI GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE DEL 17 LUGLIO 2017

Istruzioni: I fogli per svolgere gli esercizi vi saranno forniti. Consegnate solo la bella e il foglio
con gli esercizi e motivate sempre le vostre risposte. Sara valutata anche ’esposizione e non
saranno corretti esercizi illeggibili. Non si possono usare libri, appunti, calcolatrici, cellulari,
pena 'annullamento del compito. Avete a disposizione 3 ore di tempo.

Esercizio 1. Sia 7 : R?* — R® una applicazione lineare con dim N(T) = 1 e sia W un
sottospazio di R® di dimensione 4

a) dimostrare che W N Im(T) # 0;
b) quali sono le possibili dimensioni di W N Im(T) # 07 motivare la risposta

Esercizio 2. Considera la matrice

3 -1 3 —-1
9 -3 9 -3
4= 0 0 3 -1
0 0 9 -3

a) La matrice A ¢ diagonalizzabile?
b) Determina forma di Jordan e polinomio minimo di A.

Esercizio 3. Considera la retta affine in R?

o) TS 1
|l z=y+1
a) Scrivi una isometria f(z) = Az 4 b che sia una rotazione di angolo 7 intorno a r.

b) Scrivi una isometria g(x) = Cx + d con C # I tale che g(r) = r e che non abbia punti
fissi.

Esercizio 4. Sia b il seguente prodotto scalare su R”

b((z1,--- 27), (Y1, -5 y7)) = Zfﬁz Yj
i#£]

Determinare la segnatura di b.

CoMPITO DI GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE DEL 7 SETTEMBRE 2017

Istruzioni: I fogli per svolgere gli esercizi vi saranno forniti. Consegnate solo la bella e il foglio
con gli esercizi e motivate sempre le vostre risposte. Sara valutata anche I’esposizione e non
saranno corretti esercizi illeggibili. Non si possono usare libri, appunti, calcolatrici, cellulari,
pena 'annullamento del compito. Avete a disposizione 3 ore di tempo.

Esercizio 1. Sia V uno spazio vettoriale su R di dimensione finita e sia F' : V — V una
applicazione lineare.

a) E vero che se F2? = allora F & diagonalizzabile?
b) E vero che se F2 = — allora F & diagonalizzabile?
¢) E vero che se F? = 0 allora F & diagonalizzabile?
motivare la risposta con una dimostrazione nel caso sia diagonalizzabile o con un controesempio

in caso contrario.
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Esercizio 2. Sia W il sottospazio di R? definito dall’equazione 2z + z = 0, sia E lo spazio
vettoriale delle matrici 2 x 2 e sia T : W — E D'applicazione lineare definita da

x x
[z Y .
T z = (y $+22> per ogni g e W.

Sia inoltre S : R®> — E D'applicazione lineare definita da

T T T 1 0 0
Slyl=T1y perogni |yl eW e S|1 :<0 1>
z z z 1
a) scegliere una base di W e una di E e scrivere la matrice associata a T' rispetto a queste

basi.
b) scrivere la matrice associata ad S rispetto alla basi standard di R3 ed E.

Esercizio 3. Considera 'isometria f(z) = Az di R? data da

(1 -2 2
A=—-|-2 1 2
3\e 9 1

a) Stabilisci se f € una riflessione, una rotazione o una antirotazione e determina l'insieme
dei punti z tali che f(z) = x;

b) Trova un vettore non nullo b € R? tale che I'isometria g(z) = Az +b non abbia punti fissi.

¢) Trova un vettore non nullo b € R3 tale che I'isometria g(x) = Az + b abbia punti fissi.

Esercizio 4. Sia V = R[z]|<2 lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore
o uguale a 2 e sia b il seguente prodotto scalare:

b(f,9) = f(0)g(0) = f(1)g(1) + f(2)9(2)  per ogni f,g € V.
Determinare una base ortogonale e la segnatura di b. Esiste un sottospazio di dimensione 2
ristretta al quale b & degenere?



SOLUZIONI DEL COMPITO DEL 9 GENNAIO

Esercizio 1. a) La molteplicita geometrica di un autovalore A ¢ la dimensione di ker(F — \Id).
La molteplicita algebrica di un autovalore A ¢ il massimo n tale che (¢ — \)™ divide il polinomio
caratteristico di F'.

b) Se dim V' = 4 e la molteplicita geometrica di 2 & quattro allora ker(F — 2Id) = V ovvero
F —21d = 0 o equivalentemente F' = 21d.

Esercizio 2. a) Sia & la base standard di V: FEy;, Ei2, Eo1, F2s. Abbiamo
L0 (= y\ (1 0\ _ [z 1/2y\.
0 2 z w 0 1/2) \2z2 w )’
L 0\ (z y\ (z y) (1 0\_ (0 —y
0 2 z w z w 0 2/ \z 0

Quindi le matrici associate ad F)y e G4 sono

1 0 00 0 0 00
e [0 12 0 0 e [0 =100
Fale=10 0 2 0 © [Gale=10 o 1 0
0 0 01 0 0 0 0

Quindi pp(t) = (t — 1)2(t — 2)(t — 1/2) e pg = t2(t* — 1).

b) L’autospazio relativo all’autovalore 1 di F4 € I'insieme delle matrici X tali che F4(X) = X
ovvero AXA™! = X. Moltiplicando per A a destra otteniamo che & I'insieme delle matrici X
tali che AX = XA.

L’autospazio relativo all’autovalore G di G4 ¢ I'insieme delle matrici X tali che G4(X) =0
ovvero AX — XA = 0. Sommando XA otteniamo che & l'insieme delle matrici X tali che
AX = XA

Quindi i due autospazi coincidono.

Esercizio 3. a) Il piano 7 ¢ il piano ortogonale al vettore vyp = Q — P e passante per il punto
medio tra P e (). Nel nostro caso & il piano y = 2.

b) Per trovare 'espressione della riflessione r rispetto al piano 7 realizziamo tale riflessione
nel seguente modo:

e applichiamo la traslazione che porta il punto del piano (0,2,0) nell’origine (va bene un
qualsiasi punto del piano), in coordinate:

X i
yl—1ly—2
z z

e applichiamo la riflessione rispetto al piano mg : y = 0, in coordinate:

x x
yl—=1-v
z z

e applichiamo la traslazione che porta 1’origine nel punto (0,2,0) (lo stesso scelto prima),
in coordinate:

T x
yl— |ly+2
z z

componendo le applicazioni una dopo l’altra otteniamo

T T T xT
yl—ly-2]—|-y+2|+—|-yt+4
z z —Z —z

10



Quindi

1 0 0 0
A=10 -1 0 e b= 14
0 0 1 0

¢) Se F. ¢ una riflessione allora deve avere almeno un punto fisso. Studiamo quindi inanzitutto
i punti fissi di F. ovvero i punti che risolvono ’equazione F,.(v) = Av+b+ ¢ = v che riscriviamo
nella forma (I — A)v =b+c.

Osserviamo che

0 00
I-A=A=1[0 2 0
0 00

Quindi se ¢ ¢ della forma (0, s,0) allora I’applicazione ha come punti fissi il piano y = 2 + §
e quindi F, ¢ la riflessione rispetto a tale piano.

Se ¢ non ¢ di tale forma allora F,. non ha punti fissi e I’applicazione ¢ la composizione di una
riflessione e di una traslazione non nulla nella direzione del piano ovvero una glissoriflessione.
Verifichiamo questo fatto.

Sia ¢ = d + e con d della forma (0, s,0) ed e nel piano y = 0. Abbiamo che

F.(v) = F4(v) +e.

Per quanto gia osservato Fy € una riflessione rispetto ad un piano parallelo ad y = 0 ed e ¢ nella
direzione dello stesso piano, come volevamo.

Esercizio 4. Riscrivendo i termini 22 + 2tz e (1 — t)(y? — 2y) come differenza di due quadrati
possiamo riscrivere la conica nella forma (z +t)% + (1 —t)(y — 1)2 =t 4+t —1+2—t = 0 ovvero,
semplificando,

(z+t)2+(1-t)(y—1)*=t* -1

Cambiando variabili e chiamando v = x +t e v = y — 1 possiamo riscriverla nella forma
u? + (1 — t)v? = 2 — 1 che @ gia in forma diagonale.

a) La conica & vuotase (1 —¢) >0et? —1<0,ovverose 1 >t > —1.

b) La conica & una ellisse non degenere se (1 —¢) > 0 e (t2 — 1) > 0 ovvero se t < —1.

La conica & una iperbole per (1 —t) < 0 e t> — 1 # 0 ovvero per ¢t > 1.

Rimangono da studiare i valori ¢t = £1. Per t = 1 otteniamo (z + 1)? = 0 ovvero z = —1 che
& una retta, mentre per t = —1 otteniamo (x — 1)2 +2(y — 1)2 = 0 ovvero = y = 1 che & un
punto.

In particolare la conica non € mai una parabola.

c) Per t < —1 o0t > 1 la conica ha centro (—t, 1), altrimenti non ha centro.

d) La conica & una circonferenza non degenere se (1 —t) =1 e t*> — 1 > 0 che non si verifica
mai. Per £ =1 la conica & un punto ovvero una circonferenza degenere di raggio 0.

SOLUZIONI DEL COMPITO DEL 27 GENNAIO 2017
Esercizio 1. Fatto a lezione.

Esercizio 2. Un tentativo consiste nel scegliere una base v; = (1, —1,0),v2 = (0,0, 1) del piano
e scrivere una matrice che contenga questi vettori come colonne, ad esempio

1 00
A=|-1 0 0
0 10

Poi si verifica che questa A non e diagonalizzabile, quindi in questo caso il tentativo e riuscito.
Un metodo piu generale consiste nel costruire una composizione della proiezione ortogonale sul
piano con una rotazione lungo il piano di un certo angolo.
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Esercizio 3. Le matrici associate a py e a R sono

L f1 0 =2 1\/5—\/50
g050, 5\&\/50
-2 0 4 0 0 2

e la loro composizione &

1 V2 —V2 -4
— | 5v2 5v2 0

0\ 22 2v2 38
Prendiamo una base vy, vy di W, ad esempio
-1 0
vp=101, vo= |1
2 0

Le loro immagini tramite py o R sono
—/2 -8 1
pw(Rw))=— | —-5v2 | = E((¢§+ 8)v1 — 5v2uvs),
2v2 + 16
—V/2 1
pw(R(v2)) = — | 5V2 | = —(V2v1 + 5V2us).
10 93 10

Quindi la matrice associata a py o R nella base vq, v €

Per valutare la diagonalizzabilita possiamo ignorare il fattore 1—10. Il polinomio caratteristico e

A2 — (6V2 + 8)A + 20 + 40V/2.

Si vede che A < 0 e quindi non ¢ diagonalizzabile.
E anche possibile dare una dimostrazione geometrica del fatto che non ci sono autovettori
per T'.

Esercizio 4.

a) L’indice di positivita 2 ¢ la massima dimensione di un sottospazio su cui la restrizione sia
definita positiva. Quindi la risposta € no.

b) La risposta ¢ si. Per il teorema di Sylvester, il prodotto scalare ha una base ortogonale
v1, V9, U3, V4 Tispetto a cui la matrice associata e

10 0 O
01 0 O
00 -1 0
00 0 -1

Un sottospazio W con le proprieta richieste ¢ dato da

W = Span(vi,v3, vy + v4).

1. SOLUZIONI DEL COMPITO DEL 15 FEBBRAIO 2017

Esercizio 1.

a) Svolto a lezione
12



b) No, non rimane vera. Se la segnatura ¢ (1,1, 0), esiste una base vy, vy rispetto alla quale
il prodotto scalare & determinato dalla matrice

s=(3 ).

Una isometria & determinata da una matrice M tale che "M SM = S. Scrivo

=2 )
(o)l S (a6 5

Svolgendo il prodotto, questa & equivalente a
a?—c* ab—ecd\ (1 0
ab—cd vV —d*) \0o -1)°

Non e necessario determinare tutte le soluzioni. Ne cerchiamo ad esempio una con a = d

e b = c. Otteniamo
a? — b? 0 (1 0
0 —a?2)  \0 -1/

Quindi basta risolvere a? —b? = 1. Ad esempio, con b = 1 ¢ a = v/2 otteniamo isometria
V2 1
1 V2)

Questa isometria ha autovalori v/2 + 1.

e ’equazione diventa

Esercizio 2. Diagonalizzando la matrice troviamo

a—aon = (L) (39) (5 )

100 _ 100y =1 _ 1 (-1 1 3100 ¢ -2 -1
A" =MD" M~ =MDM _<1 9 0 2100 1 —1

_3100 2100 —92 _1 2. 3100 _ 2100 3100 _ 2100
= ( 3100 _2101> (_1 _1> = (_2,3100 42101 _3100 +2101>-

Quindi

Esercizio 3.

a) Con calcoli standard si ottiene

2 1 —1 1
A=t 9 1), w2l
3\t 21 2 3 \1

b) Con calcoli standard si ottiene

1 -1 0 1
A:% -1 1 0], b:% 1
0 0 0 0

c) Esiste. Basta prendere una retta ¢ perpendicolare a U e si verifica che F' ¢ una traslazione,

perché ¢ del tipo F(x) = = + b.
13



Esercizio 4.

a) La matrice associata a ¢ nella base canonica 1,z, 22 &

1 a a?
a a?+1 a® 4+ 2b
a? @ +20 at+ 42 +4

I determinanti dei minori principali sono 1, 1, 4 e quindi la segnatura ¢ sempre (3,0,0).
Esiste anche un metodo alternativo per arrivare a questa conclusione, simile a quello
descritto nel punto successivo.

b) Un polinomio f # 0 di grado < 2 ha al masimo due radici distinte. Se a, b, ¢ sono distinti,
allora f non puo annullarsi in tutte e tre e quindi

@(f. f) = f(a)* + f(b)* + f(c)* > 0.

Segue che go € definito positivo. Se invece a, b, ¢ non sono distinti, ad esempio vale a = b,
allora prendiamo f(z) = (x — a)(x — ¢) e verifichiamo che

(f) = F(@)?+ f(@)? + f() =0

e quindi f ¢ isotropo. Il prodotto scalare non e definito positivo.

SOLUZIONI DEL COMPITINO DEL 21 FEBBRAIO 2017, PRIMA PARTE VERSIONE A
Domanda l. z=1+7ez2=—1—1.
Domanda 2. pas(t) = —(t —2)(t = 1)(t +1) = —t3 + 262 + ¢t — 2,

x
Domanda 3. p3 |y | = —x+y+ z.
z

Domanda 4. rango(F) = 2.

Domanda 5. dimU = 3.

SOLUZIONI DEL COMPITINO DEL 21 FEBBRAIO 2017, PRIMA PARTE VERSIONE B

Domanda 1. z=1—ie z=—1+41.
Domanda 2. pa(t) = —(t +2)(t — 1)t +1) = —t3 — 212 + t + 2.

x
Domanda 3. p2 |y | =x+y — =.
z

Domanda 4. rango(F) = 3.

Domanda 5. dimU = 5.

SOLUZIONI DEL COMPITINO DEL 21 FEBBRAIO 2017, SECONDA PARTE

Esercizio 1. a) Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita sul campo K esia F': V. — W
una applicazione lineare allora

dimV = dimker F + dim Im F.

b) Una tale coppia di applicazioni non esiste. Infatti per il teorema della dimensione I’applica-
zione f ha nucleo di dimensione almeno 1 quindi esiste v non zero tale che f(v) = 0. Quindi
anche g(f(v)) =0 e go f non ¢ iniettiva.
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Esercizio 2. a)Una base di W ¢
w1, = -1 wo = 1

ed una base di V ¢ data da
prt)=t—1, p(t)=t>—1  ps(t)=t—1

Abbiamo F(wy) =1 — 2t + 13 = p3(t) — 2p1(t) e F(ws) = 2t — 12 — 3 = —p3(t) — p2(t) + 2p1(1).
Quindi
)

Flp ptps = | 0 —i

b) Osserviamo che e, w;, ws € una base di R? e che per definizione di G abbiamo

1 1 0

e1, w1 w 1 -2 2
[G]th’t;,tCSQ = 0 0 _1
o 1 -1

Per determinare la matrice cercata calcoliamo la matrice di cambiamento di base [Id]e} %, -
Tale matrice € I'inversa della matrice

1 1 0
= (0 11
0 0 -1

Possiamo calcolare 'inversa della matrice in vari modi, procediamo per riduzione a scalini della
matrice

11 0 1 00
0 -1 1 010
0 0 -1 001

sommiamo la terza riga alla seconda, poi sommiamo la seconda alla prima e infine cambiamo
segno alla seconda e alla terza riga. Otteniamo

0 01 1 1
100 -1 -1
010 0 -1

o O =

e ricaviamo che [Id]e; 5%, € la matrice costituita dalle ultime tre colonne della matrice appena

calcolata. Quindi

1 1 0 1 0 O
1 -2 2 11 1 1 3 1
aps = o udaes, = [0 0 A Lo ) =8 b
0 1 -1 00—l 0 -1 0
Esercizio 3. Sia p > 0 il modulo di z e # € [0,27) I’argomento. Abbiamo z = pe~* e quindi

32 = 24z = p°e3?. Da questa equazione ricaviamo p® = 32 da cui p = 2 e 30 = 0 come angolo
ovvero 6 = 0,27/3,47/3. Quindi le soluzioni sono

2=20 =2 =22 = _1414iV3 =243 = 1 _iV3
15



Esercizio 4. Tutte le colonne della matrice A sono uguali quindi L 4 ha rango 1 e di conseguenza
il nucleo ha dimensione 12. Il nucleo di L4 ¢ definito dall’equazione x1 + - - - + 213 = 0 ovvero

Tr1 = —xo — X9+ — x13. Una base del nucleo & quindi data da v; =e; —e; peri=2,...,13.
Notiamo che se v; € il vettore con tutte le entrate uguali a 1, abbiamo L 4(v1) = 13 v;. Quindi
v, ,v13 sono una base di autovettori e abbiamo
13 0 0 0
0 0 O 0
[L 4]0 v1s = 0 0 0 0
1.--013
0 00 ... 0

Il polinomio caratteristico di L4 ¢ quindi uguale a t'2(13 — ) = 13¢!2 — ¢13.

2. SOLUZIONI DEL COMPITINO DEL 31 MAGGIO 2017
Esercizio 1.

(1) Fatto a lezione.
(2) Ad esempio R? con prodotto scalare g(x,y) = x1y1 — z2y2 € U = Span(e; + e3).

Esercizio 2. Il polinomio caratteristico ¢ (A — 2)*. Otteniamo

0 2 0 -1 0\ /-3
0 -2 0 1 0 1
Vo=ker| g gy =Spang ||| g
0 -4 0 2 0 2

I due generatori di V5 sono autovalori indipendenti. La matrice non e diagonalizzabile perché la
molteplicita geometrica di 2 € 2 e non 4. Ne ricaviamo in particolare che la matrice di Jordan
J di A ha due blocchi di Jordan con autovalore 2. Verifichiamo che (A — 21)? # 0, quindi c’¢
un blocco di ordine almeno tre. L’unica possibilita quindi e che

OO O N
S O N O
SoON = O
o= OO

Il polinomio minimo quindi & m(z) = (A — 2)3.
Esercizio 3. La matrice associata nella base canonica ¢

S =

O O =
N = O
o NN O

Con il criterio di Jacobi troviamo che la segnatura ¢ (2,1,0). La restrizione sul sottospazio
U = Span(z, 2?) ha segnatura (1, 1,0).

Non puo esistere un sottospazio U di dimensione 2 su cui la restrizione abbia segnatura
(0,0,2): se esistesse, prendendo una base vy, vy di U e completando ad una base B = {v1, va,v3}
di V otterrei che la matrice associata S’ = [g]p in questa base ha una sottomatrice quadrata
2 x 2 tutta nulla, e questo implicherebbe facilmente che det S’ = 0, ma deve essere det .S’ < 0.
Assurdo.
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Esercizio 4. Si puo prendere una rototraslazione di angolo 7 lungo una qualsiasi retta r C .
Ad esempio possiamo scegliere r = {x = y = 0}. In questo caso scriviamo f(z) = Az + b con

~1 0 0 0
A=[(o0o -1 0], b={o0
0 0 1 c

Qui ¢ ¢ un qualsiasi numero diverso da zero, ad esempio ¢ = 1 va bene. Brevemente:

x —T
flyl =1 —v
z z+c

3. SOLUZIONI DEL COMPITO DEL 5 GIUGNO 2017

Esercizio 1. a) Una applicazione lineare T : V' — V| si dice ortogonale se b(T'(u),T(v)) =
b(u,v) per ogni u,v € V

b) Sia b definito positivo e sia A un autovalore di una trasfromazione T' ortogonale rispetto a
b. Allora esiste un vettore non nullo v tale che T'(v) = Av. Quindi

b(v,v) = b(T(v), T(v)) = A2 b(v,v)

e dividendo per b(v,v) che & non nullo, perché b ¢ definito positivo, otteniamo A2 = 1, da cui la
tesi.

c) Sia b il prodotto scalare non degenere su R? associato alla forma quadratica q(x,y) = zy.
La trasformazione T'(x,y) = (2x,y/2) & ortogonale ma ha autovalori uguali a 2 e 1/2.

Esercizio 2. a) Il polinomio caratteristico di F' & (¢ —1)t2. Per determinare la forma di Jordan
bisogna calcolare l'autospazio relativo all’autovalore zero. Tale autospazio risulta uguale ai
vettori della forma (0,y,y) e ha quindi dimensione 1. La forma di Jordan ¢ quindi

OO =
o OO
O = O

b) Se si possono scegliere liberamente una base in partenza e una in arrivo ¢ sempre possibile
diagonalizzare una matrice, & praticamente la dimostrazione della formula della dimensione.

Nel caso specifico possiamo scegliere u; = (0,1,1) che & una base del nucleo di F e ug e ug
qualsiasi tali che w1, us, ug sia una base di R3. Per esempio up = e; € u3 = ey. Osserviamo che
vy = F(u2) = (1,0,1) e v3 = F(u3) = (0,1,1) sono linearmente indipendenti. Sia ora v; un
completamento ad una base di questi due vettori, per esempio v; = e allora

[F]U17u2,u3 —
v1,02,03

o O o

0 0
10
01
c¢) una tale base non esiste infatti supponiamo esista allora avremmo

[F]61,62,63 —

v1,V2,V3

O O e
oS o O
o O O

Inoltre poiché F(e;) # 0 per ogni i abbiamo a, b, ¢ # 0. Il rango della matrice associata sarebbe
quindi uguale a 3 mentre abbiamo visto che F' ha nucleo non banale.
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Esercizio 3. a) Osserviamo che possiamo scrivere r nella forma Py+R ug con ug = ez e Py = €1
e s nella forma Rvg con vg = e1 + eg + e3.

Consideriamo il piano 7 generato da ug e vg. Tale piano avra equazione ax + by +cz =0 e
imponendo che contenga ug e vg otteniamo ¢ = 0 e a = —b. In particolare ¢ il piano di equazione
x —y = 0 ovvero ¢ il piano ortogonale al vettore wg = e; + e2. Indichiamo con T la proiezione
di R3 su questo piano. Ricordiamo che abbiamo

(v - wo)

T == e

wo-.

Tutti i punti della retta » hanno la medesima distanza dal piano 7 e la proiezione di r su 7 e
una retta parallela ad ug e quindi interseca s. Quindi la distanza di r da s & uguale alla distanza
di r da 7 che & uguale alla distanza di Py da T(F). Abbiamo quindi
. . (Po - wo) [(Po-wo)| 1
dist(r,s) = dist(Py,m) = ||Po — T(Ry)|| = | wo| ool 7

b) Procediamo nel seguente modo, prima trasliamo la retta r in una retta r’ passante per
Porigine e poi operiamo una qualsiasi trasformazione ortogonale che porta 7’ in s. Come tra-
slazione possiamo scegliere la traslazione v — v — e; ovvero che porta le retta r nella retta
RUO.

Ora consideriamo una qualsiasi trasformazione ortogonale che manda la retta r’ nella retta
s. La retta r’ & generata da wuy mentre la retta s & generata da v; = vg/v/3 quindi una
trasformazione ortogonale che manda ug in v; manda la retta v’ nella retta s. Per determinare
una tale trasfromazione ortogonale completiamo v ad una base ortonormale, per esempio vy =
1/v2(e1 — e2) e v3 = 1/v/6(e1 + ez — 2e3). Quindi la matrice le cui colonne sono le coordinate
di vg, v3,v1, ovvero la matrice

[[woll?

1/vV2 1/V/6 1/V/3
A=1|-1/v2 1/vV6 1/V3
0 —2/v/6 1/V/3

& ortogonale e verifica Aug = v1. Se compongo le due applicazioni ottengo
fw)=A(v—e1) = Av — Aeg
che & una isometria che porta r in s.

Esercizio 4. a) per determinare la classificazione affine della quadrica determiniamo la segna-
tura della matrice A associata alla quadrica completa e la segnatura della matrice A associata
alla parte quadratica della conica. Abbbiamo

1 =31
A=[-3 k © R A:(_lg _]€3>
1 0 &k

I determinanti dei minori in alto a sinistra della matrice A sono
1,k—9,k(k—10)

quindi della matrice A sono 1,k — 9.
Per k # 0,10 possiamo calcolare le due segnature con il criterio di Sylvester e otteniamo

e per k < 0 A ha segnatura (1,2,0) e A ha segnatura (1,1,0) come 22 —y> —1 =0e
quindi ¢ una iperbole.

e per k = 0 otteniamo z(x — 6y + 2) = 0 che sono due rette incidenti;

e per 0 < k <9 A ha segnatura (2,1,0) e A ha segnatura (1,1,0) come 22 —y?> +1=0e
quindi & una iperbole.

e per 9 < k < 10 A ha segnatura (2,1,0) e A ha segnatura (2,0,0) come 22 +y?> —1 =0
e quindi ¢ una ellisse.

e per 10 < k A ha segnatura (3,0,0) e A ha segnatura (2,0,0) come 22 +¢y> +1=0e
quindi la quadrica & vuota.
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e per k = 10 la segnatura di A & (2,0,1) e quelladi A & (2,0,0) come 22 +%? = 0 e quindi
€ un punto.
Infine per kK = 9 A ¢ non degenere ha determinante negativo e ha il primo minore uguale
a 1. Quindi I'unica possibilitd ¢ che la segnatura di A sia (2,1,0) e quella di A (1,0,1) come
22 — 2y = 0 e quindi & una parabola;
b) Il centro ¢ soluzione del sistema Az + b = 0, cioe
z—3y+1=0
—3x+ky=0

k3
9k 9—k)

4. SOLUZIONI DEL COMPITO DEL 26 GIUGNO 2017

e quindi il centro ¢ il punto

Esercizio 1. Svolto a lezione. Una matrice hermitiana rappresenta un endomorfismo autoag-
giunto rispetto al prodotto hermitiano euclideo di C", quindi il punto b) si riduce a mostrare
che gli autovalori di un endomorfismo autoaggiunto sono reali.

Esercizio 2. La matrice associata nella base canonica ¢

A=

_~ O O

10
0 2
0 0
Il polinomio caratteristico e

p(z) =2 — 8.

Ha solo una radice reale 2, quindi non & diagonalizzabile. Sui complessi, ha tre radici complesse
distinte, quindi ¢ diagonalizzabile. Le radici sono

1
AL =2, )\23:2<2i\/§i>

)

quindi
A =2, )\2:—1+\/§i, )\3:—1—\/§i.
Una base di autovettori corrispondenti e data da

1 1 1
21, —1+3i ], —1—/3i
2 —1—/3i —1+3i

Quindi tornando ai polinomi troviamo gli autovettori
1+ 2z + 222, (1—V3i) — 4z +2(1++3i)z2, (1 —V3i) +2(1 +V3i)x — 422

Esercizio 3. Scegliamo un sistema di riferimento ortonormale in cui l'origine ¢ I'intersezione
fra r e s e le rette ortogonali r ed s sono gli assi e y. In questo sistema di riferimento le
rotazioni si scrivono come

1 0 0 cosp 0 sing
Rog=1|0 cosf sinf |, Sy = 0 1 0
0 —sinf cosf —sinp 0 cosyp
In particolare abbiamo
1 0 0 0 01 0 0 1
Rz=10 0 1], S%: 0 1 0], RgoS%: -1 0 0
0 -1 0 -1 0 0 0 -1 0

La composizione di due rotazioni ¢ sempre una rotazione. L’angolo di rotazione di Ry o S, in

questo caso ¢ un angolo « tale che 1 + 2cosa =0 e quindi cosa = cioe a = :l:%”.
19
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Per quanto riguarda la commutativita, veirifichiamo che

COS 0 sin ¢ cosp —sinpsinf sinpcosf
RpS, = | —sinflsing cosf sinfcosp |, S,Rg= 0 cos 6 sin 6
—cosfsingy —sinf cosfcosy —singp —cospsinf cospcosd

Se 8 = 0 oppure ¢ = 0, una delle due matrici & I'identita e quindi chiaramente commutano. Se
6 e ¢ sono entrambi diversi da zero, allora RyS, = S,Ryg se e solo se sin ¢ = sin¢ = 0. Quindi
le matrici commutano anche nel caso § = ¢ = 7.

Esercizio 4.
a) Per la bilinearita:
g X +X,Y)=Tr((X + X")SY) = Tr(*XSY + 'X'SY) = Tr("XSY) + Tr(*X'SY)
=g9(X,Y) +9(X".Y)
gAX,Y) =Tr("(AX)SY) = Tr(\*XSY) = ATr(*XSY) = \g(X,Y).
Per la simmetria, usiamo le relazioni Tr(A) = Tr(*A) e (AB) = B A e troviamo
g(X,Y) =Tr(*XSY) = Tr('(*XSY)) = Tr(Y 'S '(*X)) = Tr('Y SX) = ¢g(V, X).

b,c) La matrice associata a g nella base B = {e11, €21, €12, €22} €

(S 0

~\0 S/)°

A questo punto e chiaro che gli autovalori di questa matrice sono gli stessi di quelli di
S, con molteplicita doppie. Quindi se a = ¢ = 0 e b # 0 otteniamo che la segnatura &

(2,2,0). Se invece S & definita positiva, ha tutti autovalori positivi, e allora anche la
matrice [¢g]g ha tutti autovalori positivi, quindi ¢ definita positiva.

0
0
[Q]B = a
b

oo T
oo 0 o
o oo O

5. SOLUZIONI DEL COMPITO DEL 17 LUGLIO 2017

Esercizio 1. a) Sia V' = Im(T'). Dal teorema della dimensione ricaviamo che dim V' = 3. Dalla
formula di grassmann otteniamo inoltre che

dimVNW =dmV +dimW —dimV +W =7 —-dimV + W.

Poiché V + W C R® abbiamo che la sua somma ha dimensione minore o uguale a 5 e quindi
dimV NW > 2 ed in particolare € non zero.

b) Nel punto a) abbiamo ricavato che dimV N'W > 2, inoltre poiché V N W C V abbiamo
che dimV N'W < 3. Quindi la dimensione di V N'W & uguale a 2 o a 3. Mostriamo con un
esempio che entrambe le possibilita si verificano.

Supponiamo che sia T'(z1, x2, 3, x4) = T(x1,z2,23,0,0) e che sia W il sottospazio dei vettori
con la prima coordinata uguale a 0. Allora V N W e il sottospazio definito dalle equazioni
1 = x4 = x5 = 0 e ha dimensione 2.

Supponiamo ora invece che W sia il sottospazio dei vettori con 'ultima coordinata uguale
a 0 e che T sia come in precedenza. Allora V NW e il sottospazio definito dalle equazioni
x4 = x5 = 0 e ha dimensione 3.

Esercizio 2. a) A non ¢ diagonalizzabile, infatti se calcoliamo il polinomio caratteristico
otteniamo

pat) =[(t—3)(t+3)+9* =1t
quindi A ha un unico autovalore uguale a 0 con molteplicita uguale a 4. Se fosse diagonalizzabile
sarebbe quindi la matrice nulla.

b) Calcoliamo I'autospazio relativo all’autovalore 0. Otteniamo che & l'insieme dei vettori
della forma (z,3x,z,3z), quindi ha dimensione 2. Questo ci dice che la forma di Jordan &
composta da due blocchi di Jordan che possono avere dimensione 3 ed 1 o 2 e 2. Calcoliamo
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adesso il polinomio minimo, questo sara un divisore di t*. Calcolando A? otteniamo che A% = 0
quindi il polinomio minimo & t?. La forma di Jordan non pud quindi avere blocchi di dimensione
3. Abbiamo quindi che la forma di Jordan di A ¢ la matrice

0100
0 00O
0 001
0 00O

Esercizio 3. a) Laretta r puo essere scritta nella forma r = {vg+tv; : t € R} convy = (1,0,1)
e v = (0, 1, 1)

Calcoliamo prima la matrice associata ad una rotazione R di m/2 attorno alla retta Ruj.
Costruiamo una base ortonormale che ha come primo vettore un vettore parallelo a v1. Possiamo
scegliere

0 0 1
u = [ 1/vV2], up= | 1/v2 |, ug= |0
1/v2 —1/V2 0

In particolare abbiamo

0 0 1 0 1/vV2 1/V2
rdgtez = (V2 V2 0) e R = (0 1/v2 —1/V2
1/vV2 —1/v/2 0 1 0 0

Nella base u, ug, ug possiamo scegliere R in modo che sia

1 0 O
(Rl =0 0 1
0 -1 0
quindi
Rl = Uiz - (RR s - s,

0 0 1 1 0 0 0 1/vV2 1/V2
1/vV2 1/v2 0o]-[0 0 1]-|l0 1/v2 —1/v2
1/vV2 —1/V/2 0 0 -1 0 1 0 0
0 —1/vV2 1/V2
= 1/vV2 1/2 1/2
~1/vV/2  1/)2 1/2

Possiamo calcolare f nel seguente modo: prima applichiamo una traslazione che porta la
retta r nella retta Rovy, poi applichiamo R e poi applichiamo la traslazione opposta a quella
iniziale. Ovvero f(x) = R(x — vg) + vo = R(x) + vg — R(vp) dalla quale otteniamo

0 -1/VZ 1/V2 1-7

A= 1/vV2 12 1)2 e b=|-35-75
—1/V2  1/2 1/2 %+\%

b) Possiamo costruire g componendo l'applicazione f costruita nel punto precedente con una
traslazione lungo I’asse r. In questo modo otteniamo una glissorotazione di asse r che non ha
punti fissi. Per esempio possiamo porre g(z) = f(z) + v1 da cui

1— L
L
C=A4 e d= 2
341
2 V2
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Esercizio 4. Osserviamo che

b((z1,...,27), (@1,...,27)) = (le)Q - Z:pf

Sia W il sottospazio definito dall’equazione x1 + - - - + 7 = 0. W ha dimensione 6 e

b((ajl,...,x7),(a:1,...,x7)) = —Zx? se  (x1,...,27) €W

quindi b e definita negativa su W. In particolare i_ > 6

Sia ora U il sottospazio generato dal vettore ug = (1,...,1). Abbiamo b(ug,ug) = 42 > 0.
Quindi i, > 1.

Poiché la somma degli indici di segnatura deve essere uguale a 7 otteniamo iy =1,7_ =6 e
19 = 0.

Si poteva anche calcolare il polinomio caratteristico della matrice associata o trovare una
base ortonormale.

SOLUZIONI DEL COMPITO DEL 7 SETTEMBRE 2017

Esercizio 1. a) In questo caso F & diagonalizzabile. Infatti F?— = 0 quindi il polinomio
minimo di F divide #* — 1 = (¢ — 1)(¢ + 1) e quindi non ha radici multiple.

b) In questo caso F non & mai diagonalizzabile. Infatti se F24+ = 0 allora ogni autovalore
verifica A2 + 1 = 0. In particolare una tale applicazione non ha autovalori reali e quindi non &
diagonalizzabile. Si noti inoltre che applicazioni di questo tipo esistono: per esempio se V = R?
e I’ ¢ I'applicazione lineare associata alla matrice

< X 1)
-1 0
allora F2 = —Id.

c) In questo caso F' puo essere non diagonalizzabile. Per esempio se V = R? e F' & applicazione

lineare associata
01
0 0

F ha come unico autovalore 0 con molteplicita geometrica 1.

Esercizio 2. a) W ¢ un piano e ha per base i vettori v; = ez e v9 = e — 2e3. Abbiamo

01 1 0
T(vl) = (1 0> = Fi9+ F9y T(Uz) = (0 _3> = F11 — 3F99

Quindi se scegliamo come base di E la base standard: E11, Fh9, Fo1, E92 abbiamo che

0 1

1w |1 0
[T]E}11,2E127E211E22 o 1 0
0 -3

b) Osserviamo che vs = e1 + e3 + e3 ¢ W quindi v, v2,v3 € una base di R3. In particolare
abbiamo che

0 1 0
[ ]vl,vg,wg o 1 0 0
Ei,B12,E1,E22 — |1 0 0
0 -3 1
Effettuiamo adesso il cambio di base. Abbiamo
0 1 1
Hdgiezes =11 0 1
-2 1



e calcolandone 'inversa otteniamo

—2/3 1 —1/3

s =1 13 0 -1/3

2/3 0 1/3

da cui

0 1 0 13 0 —1/3

-2/3 1 —-1/3
[S]el,eg,eg . 1 0 0 1/é 0 _1§3 B —2/3 1 —1/3
Ev1,Er12,EB21,E22 — | 1 0 0 5973 0 /3 - _2/3 1 _1/3
0 -3 1 / / -1/3 0 4/3

Esercizio 3. a) Studiamo l'equazione A-x = x o equivalentemente (A—1I)-z = 0. Sostituendo
il valore di A otteniamo

L2 2 2
A-T=-|—-2 —2 2
3\la2 2 2

da cui si ricava che 'insieme cercato ¢ il piano 7 definito dall’equazione x1 4+ 2o — x3 = 0.

Quindi f & la riflessione definita da questo piano.

b,c) L’applicazione g ha punti fissi se e solo I'equazione g(x) = x ha soluzione ovvero se e
solo I'equazione

(A=1)-z=-b

ha soluzione, equivalentemente se b ¢ nell'immagine di A — I. La matrice A — I ha rango 1 e
Iimmagine ¢ la retta generata dal vettore (1,1, —1). In particolare se b = (1,1, —1) allora g ha
punti fissi e se b = (1,0,0) allora g non ha punti fissi.

Esercizio 4. Per calcolare la segnatura e una base ortogonale si puo calcolare la matrice as-
sociata a b rispetto alla base standard di V' e applicare il procedimento di ortogonalizzazione
di Gram-Schmidt. Qui procederemo in modo diverso usando il fatto che siamo sullo spazio
dei polinomi per svolgerei conti in modo diverso. Osserviamo che la formula che definisce il
prodotto scalare diventa piu semplice se il polinomio f si annullainOeinloin0Oe2o0inle
in 2. Consideriamo quindi i polinomi di V' che si annullano in 0 e 1. Questo € un sottospazio
di dimensione 1 di V' generato dal polinomio fo(x) = z(x — 1). Similmente il sottospazio dei
polinomi che si annulla in 0 e 2 & generato da fi(x) = z(z — 2) e il sottospazio dei polinomi
che si annullano in 1,2 & generato da fo(z) = (z — 1)(x — 2). Osserviamo che fy, f1, f2 sono
linearmente indipendenti, infatti se fosse f = rfy + sf1 + tfs = 0 da f(0) = 0 ricaverremmo
r = 0 e similmente ricaveremmo s = ¢ = 0. Osserviamo inoltre che

b(fo, fo) =4>0  b(f1,f1))=—-1<0  b(fo,fo) =4>0 eb(fi,f;)=0 peri#j

Quindi fo, f1, fo sono una base ortonormale e la segnatura ¢ (2,1,0).

Se un prodotto scalare non e definito allora esiste sempre un sottospazio sul quale la forma
¢ degenere. Infatti in queste ipotesi esiste sempre un vettore isotropo non nullo, nel nostro
caso per esempio f = fo + 2f;. Ora sia W lortogonale di f. Poiche b ¢ non degenere W ha
dimensione 2 e b(f,h) = 0 per ogni h € W quindi b|y & degenere.
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