COMPITI E COMPITINI DELIL’ANNO 2018

Le soluzioni degli esercizi sono in fondo al file.

CoOMPITO DI GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE DELL’8 GENNAIO 2018

Istruzioni: I fogli per svolgere gli esercizi vi saranno forniti. Consegnate solo la bella e il foglio
con gli esercizi e motivate sempre le vostre risposte. Sara valutata anche ’esposizione e non
saranno corretti esercizi illeggibili. Non si possono usare libri, appunti, calcolatrici, cellulari,
pena 'annullamento del compito. Avete a disposizione 3 ore di tempo.

Esercizio 1.

a) Si definisca cosa sia una isometria lineare di R? rispetto al prodotto scalare standard;

b) Si dimostri che se F' & una isometria lineare di R? rispetto al prodotto scalare standard e
A e un autovalore di F allora A = +1;

c) Si faccia un esempio di isometria lineare di R3 rispetto al prodotto scalare standard che
non sia diagonalizzabile e che non abbia 1 come autovalore.

Esercizio 2. Sia W il sottospazio di R? definito dall’equazione = + 2y + 3z = 0. Sia E =
Matox2(R) e sia S il sottospazio delle matrici simmetriche ovvero delle matrici della forma
(‘g Z). Sia F': W — S l'applicazione lineare definita da

a: z x+2y x
Flyl= <_32 . ) perogni [y | € W.
z z
Sia inoltre G : R — E D'applicazione lineare tale che
T T T 1 11
Gly|=Fly perogni [y ]| eW eG|0 :<O 1)
z z z 0

a) Scegliere una base per W e una per S e scrivere la matrice associata a F' rispetto a queste
basi;
b) Scrivere la matrice associata a G rispetto alle basi standard di R? e di Mataxa(R).

Esercizio 3. Si consideri 'isometria F di R3 associata alla matrice

1 -6 3 -2
A= - 2 6 3
3 2 —6

a) Determinare di che tipo di isometria si tratta,;
b) Per quali b € R? l'isometria Fy,(v) = F(v) + b & una rotazione?
c¢) Scrivere F' come composizione di riflessioni;

Esercizio 4. Sia V' = R[t|<2 lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore
o uguale a 2. Sia g : V x V — R il prodotto scalare definito dalla formula

9(p,a) = p(1)q(2) + p(2)q(1) + p'(0)¢'(0).
a) Calcolare la segnatura di g;
b) Esiste una retta W passante per 'origine in V' tale che g|y & nullo?
c¢) Esiste un piano W passante per l'origine in V tale che g|y € nullo?



SOLUZIONI DEL COMPITO DELL’8 GENNAIO 2018

Esercizio 1. a) Sia g(+,-) un prodotto scalare dello spazio vettoriale V. Una isometria lineare
rispetto a g € una applicazione lineare F' : V. — V tale che

9(F(u), F(v)) = g(u,v)

per ogni u,v € V.
b) Sia F una isometria lineare di R? rispetto al prodotto scalare standard. Sia F(v) = v
con A €R, v €R3ewv+#0. Allora

[l = [IF@)II* = [Avll* = A [jo]|*.

Poiché ||v|| # 0 ricaviamo A% = 1 ovvero A\ = +1.
¢) una antirotazione di un angolo diverso da 0 e 7 rispetto ad un asse passante per ’origine
ha questa proprieta. Per esempio I'antirotazione associata alla matrice

-1 0 0
0 0 -1
0 1 0
Esercizio 2. I vettori
-2 -3
v = 1 Vo = 0
0 1
sono una base di W e le matrici
0 1
Eny; E= (1 0> ; Eso
sono una base di S e la matrice associata a F' rispetto a queste basi e
-2 -3
[F]UEllffE,Em = 0 -3
0 1

Scriviamo prima la matrice associata a G rispetto alla base v, v2, e; per R? e alla base standard
per Matay2(R). Abbiamo

-1 -3 1
v1,V2,€ _ 0 -3 1
[G]Elll,QEllz,Ezl,En - 0 -3 0
0 1 1
Quindi
[G]%fffglz,Em,Em = [ ]%17T?E’6112,E21,E22 ) Hie)if)g’;?
Calcoliamo la matrice di cambiamento di base
2 3 1\" /o010
Tsze = (Mezs) " = |1 0 of =fo 01
0 1 0 1 2 3
Quindi
-2 -3 1 10 0
010
Groezes [0 =3 L g g ) 20
Eri1,Ev2,E21,E22 0O -3 0 1 2 3 10 0 -3
0 1 1 1 2 4

[\



Esercizio 3. a) Per capire di che tipo di isometria lineare si tratta calcoliamo l'insieme dei
punti fissati fa F’ ovvero risolviamo il sistema A-x = x. Otteniamo il sistema B -z = 0 associato
alla matrice

1 -13 3 =2
3 2 -13

Se sommo alla prima riga 5 volte la seconda riga ottengo I'opposto della prima riga, quindi la
terza equazione si ottiene dalle prime due. Quindi il sistema € equivalente al sistema

—13£E1 + 3:E2 — 2:E3 =0
201 —x9+3x3 =0

Ricavo xo dalla seconda equazione e sostituisco nella prima equazione trovando x; = z3 e
x9 = brg. In particolare I'insieme dei punti fissi ¢ la retta r generata da (1,5,1). Quindi
I'isometria ¢ una rotazione di asse . NOTA BENE: il sistema lineare si puo‘ risolvere in
moltissimi modi diversi e vanno tutti bene. Quello che non va bene e scrivere la soluzione senza
giustificazioni.

b) Essendo che la parte lineare di Fj, ¢ una rotazione, F, ¢ una rotazione se e solo se ha
almeno un punto fisso ovvero se e solo se I'equazione F,(v) = v ha soluzione. Equivalentemente
se ha soluzione I'equazione

(=F)(v) =b
che ¢ come dire che b € Im(—F). Essendo F' una rotazione diversa dall’identita I'immagine
di —F e il piano ortogonale all’asse di rotazione r. Quindi F; ha un punto fisso se e solo se b
appartiene al piano ortogonale a r passante per l'origine ovvero, visto che (1,5,1) genera r, al
piano di equazione x1 + 55 + x3 = 0.

c¢) La rotazione F' sara la composizione di due riflessioni che contengono la retta r la prima
di queste due riflessioni si puo scegliere a piacere. Sia 7 il piano z1 — x3 = 0. Se u & il vettore
(1,0,—1), la riflessione R rispetto al piano 7 si puo escrivere mediante 1’equazione

u-v
R(v) =v — 2Wu.
Ed & quindi uguale a R(x,y,2) = (z,y, ). Si noti infine che la composizione S = RF & una
isometria di determinante —1 che lascia la retta r fissa e quindi ¢ sicuramente una riflessione.
Infine osservando che R? = ricaviamo

F =RS.

Esercizio 4. a) Calcoliamo la matrice associata a g rispetto alla base standard. Le entrate
della matrice sono i prodotti g(¢*,#’) per i,7 = 0,1, 2, otteniamo quindi

2 3 5
9] 1,2 = 3 5 6
5 6 8

Se calcoliamo i determinanti delle sottomatrici matrici 1 x 1, 2 x 2 in alto a sinistra e di tutta
la matrice otteniamo
2,1,—9.
Quindi la segnatura ¢ (2,1,0).
b) In una qualche base fi, fa, f3 il prodotto scalare si scrivera nella forma

1 0 O
[g]f17f27f3 =101 0
0 0 -1

In particolare la retta generata da fi; — f3 € isotropa. Se vogliamo essere piu espliciti (1’esercizio
non lo chiedeva) per esempio la retta generata dal polinomio ¢?> — 1 & isotropa.

¢) Non esiste un piano isotropo. Infatti supponiamo sia W un piano allora W+ ha dimensione
1 e quindi non puo essere che g(u,v) = 0 per ogni u,v € W.
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