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1 Funzioni uniformemente continue, Lipschitzia-
ne, a-Holderiane
Definizione 1 Una funzione f: A —- R

e si dice continua se

Vee AVe>030Vye A |z—y|<d=|f(x)— fly) <e

e si dice uniformemente continua se

Ve>03Ve,ye A |z—y|<d=|flz)— fly)<e
e si dice Lipschitziana se esiste una costante L > 0 tale che
Ve,ye A |f(x) = f(y)] < Lz —y|
e si dice a-Holderiana (con o > 0) se esiste una costante C > 0 tale che

Vo,ye A |f(z) = fly)l < Cle -yl

Chiaramente ogni funzione uniformemente continua e anche continua. Sinoti che
1-Hélderiano e Lipschitziano sono sinonimi. Notiamo anche che se f & a-Holderiana
con o > 1si ha

[f(x) = f(zo)]

<Clz—xo|* =0 peraz— xo
|z — zo]

e quindi f'(z¢) = 0 per ogni zy € A. Dunque se A & un intervallo allora f & costante.
Per questo le funzioni a-Hoélderiane sono interessanti solo quando a < 1.

Teorema 2 Se f:[a,b] = R e a-Hélderiana per un certo o > 0 allora [ & (-
Hélderiana per ogni B < «. In particolare se f & Lipschitziana allora f & a-
Hoélderiana per ogni o < 1.

Dimostrazione:
Supponiamo dunque che valga

Dato 8 < a poniamo C’ = C|b — a|*~#. Allora se x,y € [a,b] si ha
Cla —y|* < C'a — y|?

e dunque f e S-Holderiana. O



Teorema 3 Per verificare che una funzione f: A — R & uniformemente continua
¢ sufficiente mostrare che esiste una funzione G:R* — R che

o Vz,ye A [f(z) - fy)| < G(lz —yl);
e lim; .o+ G(t) =0.

Dimostrazione:
Essendo G(t) — 0 si ha

Ve>030 t<d=G()<e
dunque
Ve>030Ve,yc A |z—yl<d=|f(z)— fly)|<G(z—y|) <e

cioe f & uniformemente continua. O
Se ne deduce facilmente che ogni funzione Lipschitziana o a-Holderiana € uni-
formemente continua.

Teorema 4 Per verificare che una funzione f: A — R non e uniformemente con-
tinua € sufficiente trovare due successioni xy,yr € A tali che

lim |z, —yx| =0
k—o0

Jim | () = f(g)] > 0.

Dimostrazione:

Siccome |f(xx) — f(yr)| € una successione positiva ma non infinitesima possiamo
trovare un € > 0 e una sottosuccessione indicizzata tramite k; tale che |f(zx,) —
f(yr,)| > € per ogni j. D’altra parte essendo |z} — yx| — 0 si ha

Vo >0 dk |£L’k—yk|<(5
e quindi per ogni § > 0 ¢ possibile trovare k; tale che posto x = z; e y = yi, si
abbia |f(x) — f(y)| > € mentre |z — y| < . Dunque f verifica la negazione della

proprieta di uniforme continuita

Fe>0Vi>0Tz,ye A |z—y|<dmalf(x)— f(y)]>e.

2 Esercizi

1. Mostrare che f(z) = 22 non & uniformemente continua.

2. Mostrare che f(x) = 1/2 non & uniformemente continua.

sin(1/x) non & uniformemente continua.

3
4. Mostrare che f(z) = |x| & Lipschitziana.

(z)
(z)
. Mostrare che f(z)
()
5. Mostrare che f(x)

V/|x| & 1/2-Holderiana ma non Lipschitziana.

6. Trovare una funzione uniformemente continua ma non a-Hélderiana per alcun
a> 0.



3 Successioni di Cauchy

Definizione 5 Una successione xy, si dice di Cauchy se vale la sequente proprieta
Ve >0 3N Vk,j > N |z —az4|<e
Teorema 6 Ogni successione convergente é di Cauchy.

Dimostrazione:
Sia x; — = una successione convergente. Dunque vale

YVe>03INVE>N |z —z|<e
e quindi presi k,7 > N si ha
|z) — ;| < | — x|+ |z — ;] < 2
cioe
Ve >03dNVEk,j >N |z —z;| <2

che ¢ equivalente alla definizione delle successioni di Cauchy. O
Teorema 7 Ogni successione di Cauchy converge.

Dimostrazione:
Data una successione di Cauchy xj definiamo

A={reR:ANVE> N z <z}

Chiaramente se x € A e y > x anche y € A. Dunque A ¢ un intervallo illimitato
superiormente. Se A fosse anche illimitato inferiormente (cioe A = R) si avrebbe

VM AN VE>N z,<-M

che significa x;, — —oo. Questo significa in particolare che dato qualunque € > 0,
qualunque N e qualunque j > N esiste k > N tale che , < x;—¢ cioe |z —x;| > €.
Ma questo va contro l'ipotesi che zj sia di Cauchy.

Dunque A ¢ inferiormente limitato e quindi ammette estremo inferiore. Posto
a = inf A si ha

Ve>0dre A at+e>x

e quindi a + € € A per ogni € > 0. Inoltre per ogni € > 0 si haa—¢ ¢ A. Da
a + ¢ € A ricaviamo che

N1 VE> Ny ap<a+e

edaa—e ¢ A troviamo
VNIj>N z;>a—c¢

dalla proprieta di Cauchy si ha invece
Ny VE,j > Ny xj <z + €.
Mettendo assieme queste proprieta e scegliendo N = max{Ny, No} si ottiene
Ve>03INFj>NVE>N a—ec<zj<zp+e<a+2e

da cui
Ve >0dNVk>Na—2e<zp,<a-+e¢

che significa

lim z, = a.
k—o00



Teorema 8 Se f: A — R ¢& uniformemente continua e x € una successione di
Cauchy in A allora la successione yi, = f(xy) ¢ di Cauchy.

Dimostrazione:
Sia xp una successione di Cauchy e sia f uniformemente continua. Dall’uniforme
continuita di f

Ve>030 |lz—y|l<d=|f(z)—fly)| <e

troviamo
Ve >030: |zk—aj| <0= |y —yil <e.

Essendo xj di Cauchy si ha
Ve > 03N VEk,j >N |z — ;| <9

da cui
Ve >03INVk,j >N |yp—yjl<e

cioe y; € di Cauchy. |

4 Estensioni

Teorema 9 Sia f:]a,b] — R una funzione uniformemente continua. Allora esiste
finito il limite
lim f(x).

r—at
Dimostrazione:
Sia xp > a una qualunque successione convergente ad a. Allora xj € una successione
di Cauchy e quindi f(x}) € a sua volta una successione di Cauchy che quindi converge
ad un certo valore [. D’altra parte il valore [ trovato non dipende dalla successione
scelta. Infatti prese xj e y, due diverse successioni convergenti ad a, sappiamo che
f(zr) = U1 e f(yx) — l2. Ma allora anche la successione

L. — 4 Tk Der k pari
= yr  per k dispari

converge ad a e quindi anche f(zx) converge. Ma i termini pari di f(zx) convergono
a l; e i termini dispari convergono a ls. Dunque per I'unicita del limite Iy = l5. In
conclusione esiste [ € R tale che per qualunque successione 3, — a™ si ha f(z1) — 1
e quindi
lim f(z) =1
r—at
|
Notiamo dunque che una funzione uniformemente continua f:l]a,b] — R pud
essere con continuitd ad una funzione continua f:[a,b] — R. D’altra parte la
funzione f risulta essere anche uniformemente continua per il teorema di Cantor (o
per verifica diretta).

5 Modulo di continuita

Definizione 10 Data una funzione f: A — R, chiamiamo modulo di continuita di
f la funzione M:R™ — R U {+oc} definita da

M(t) = sup{|f(z) — f(Y)|: 2,y € A, |z —y[ <t}



Dalla definizione si verifica facilmente che M(t) ¢ una funzione crescente. In-
fatti se l'insieme di cui si calcola lestremo superiore diventa piu grande (rispetto
all’inclusione di insiemi) al crescere di ¢ e quindi anche I’estremo superiore cresce al
crescere di ¢.

Teorema 11 Se f:A — R ¢ una funzione qualunque e M ¢é il suo modulo di
continuita allora:

o [ ¢ uniformemente continua se e solo se M(t) — 0 pert — 07;
e f ¢ lipschitziana se esiste L > 0 tale che M (t) < Lt;

o f ¢ a-Holderiana se esiste C > 0 tale che M(t) < Ct®.

Dimostrazione:
Innanzitutto si verifica direttamente dalla definizione di M che si ha la seguente
equivalenza

M) <e
)

Ve,ye A fr—yl<d=[f(z) - fly)l <e
e dalla definizione di limite (ricordando che M (t) ¢ positiva e crescente) si ha anche

lim M(t)=0 < Ve>03§ M(§)<e.

t—0+

Mettendo assieme le due precedenti equivalenze si ottiene
Ve>030Ve,yec A |z—y|<d=|f(x)- fly)| <e

che & equivalente alla definizione di uniforme continuita per f.
Chiaramente se M ¢ il modulo di continuita di f allora si ha

|f(x) = f(y)| < M(Jz —y]) Va,ye A

Dunque se M(t) < Lt si trova che f ¢ lipschitziana e se M (t) < Lt* si trova che f
¢ a-Holderiana.
D’altro canto se f & Lipschitziana si ha

M(t) = sup |f(z)— f(y)|< sup Llz—y| < Lt
|z—y|<t lz—y|<t

Risultato analogo si ottiene per le funzione a-Holderiane.



