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1. Determinare la funzione u: R — R tale che

{e””~u’—i—1:u7

lim wu(z) =2.
T ——+00

Soluzione. Sitratta di una equazione differenziale lineare del primo ordine.
Riordinando i termini, e normalizzando si ottiene la forma standard:

Moltiplicando ambo i membri dell’equazione per il fattore integrante e®

(dove e~* viene scelta in quanto primitiva di —e™%), otteniamo:
—x —x —x
e u —e® et u=e°
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e u=e€° +ec

Quando  — 400 si ha e¢ = — 1 e, come specificato dal testo, u — 2.
Dunque per z — +00 si ha

1-2=14+¢c = c=1
Concludiamo »
e +1
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2. Si consideri il problema di Cauchy:



(a) Dimostrare che se u(z) & soluzione dell’equazione differenziale v’ =
11% anche —u(—x) & soluzione.
(b) Determinare, al variare di y € R, la soluzione del problema di Cauchy.

(¢) Determinare, al variare di y € R, l'intervallo massimale di esistenza
della soluzione e gli y € R per i quali la soluzione ¢ limitata.

(d) Sia u la soluzione dell’equazione definita su tutto R con u(z) — +00
per © — +0o. Mostrare che u(x) = x + o(1) per x — +o0.

Soluzione. L’equazione differenziale ¢ del primo ordine, a variabili sepa-
rabili. Vale il teorema di esistenza e unicita delle soluzioni.

Se u = u(z) € una soluzione e poniamo v(x) = —u(—=x), si ha :

C (=) (—u@)? ()
v(w)*u(*z)*u(—m)Q* 1+22  14a?

Dunque anche v & soluzione, come richiesto nel punto (a).

Osserviamo che uw = 0 € soluzione dell’equazione differenziale, e quindi
risolve il problema di Cauchy con y = 0. Visto che c’¢ unicita delle
soluzioni, le altre soluzioni hanno segno costante e, per la simmetria data
dal punto (a), sara sufficiente considerare il caso y > 0.

Se y > 0 abbiamo quindi v > 0 e dunque possiamo dividere per u

separando le variabili:

u 1

w2 142

Integrando ambo i lati e ponendo u = u(x), du = w'dz si ottiene:
-]t
w2 ) 1422

1
—— =arctgx +c.
U

da cui

Imponendo u(0) = y si ottiene

1
——=0+c
Y
da cui c = —%. Dunque la soluzione con la condizione u(0) =y &:
1
U=g————.
i arctgx

sel<y< % il denominatore non si annulla mai (in quanto arctgz > —7)
e quindi la soluzione ¢ definita per ogni x € R.



3.

Anche per y = %, la soluzione ¢ definita per ogni z € R ma il denominatore
tende a 0 per x — 400 e quindi la soluzione tende a +oo per x — 400
come richiesto nel punto (d).

Se y > %, il denominatore si annulla per z = tan 1 e dunque I'intervallo
massimale di esistenza contenente il dato iniziale x = 0, & l'intervallo

(—oo,tan l).
y

Per y = 0 abbiamo la soluzione nulla definita per ogni = € R.

Per simmetria possiamo immediatamente concludere che nel caso —% <

y < 0 (e dunque per ogni y con |y| < %) la soluzione ¢ definita per ogni
z eR.

Mentre per y < —% la soluzione ¢ definita sull’intervallo (tan i, +oo).
Per il punto (d), come abbiamo gia osservato, la soluzione richiesta &

1

u(r) =
() arctg%

r _

2
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e ricordando che per x > 0 si ha arctg% = 5 — arctgx e che arctgt =
t + o(t?) per t — 0, possiamo scrivere, per x — +o0c:

1 1 T
u(a’,’) = = o

arctgl 14 (%2):1+0(%):x-(l—&-O(%)):x—i-o(l).

(a) Trovare tutte le soluzioni dell’equazione
u—u' =1

(b) Trovare tutte le soluzioni dell’equazione

I 1
" /I _ _
" u_(1+x2> 1422

Si tratta di equazioni lineari del secondo ordine, a coeflicienti costanti,
non omogenee.

L’equazione omogenea associata ¢ u”’ —u' = 0. Il polinomio caratteri-
stico associato & A2—\ = A(A—1) e dunque due soluzioni indipendenti
sono u; = e* e ug = 1.

Per risolvere la prima equazione bisogna determinare una soluzione
particolare della non omogenea u” — u' = 1. Possiamo usare il me-
todo di similarita, dovra infatti esistere una soluzione della forma
ux = cx (in quanto le costanti sono soluzioni dell’omogenea e dunque
dobbiamo moltiplicare il polinomio costante ¢ per x). Ma u, = c e



u! = 0, quindi 'equazione diventa 0 — ¢ = 1 da cui ¢ = —1. Tutte le
soluzioni della prima equazioni sono dunque della forma:

u(z) = ae® +b—x, a,beR.

Per la seconda equazione abbiamo la stessa omogenea associata. Dob-
biamo quindi solamente determinare una soluzione particolare. Dalla
forma in cui & scritta 1’equazione risulta ovvio che se u’ = ﬁ, allo-
ra u risolve I’equazione. Dunque una soluzione particolare ¢ arctgx

e tutte le soluzioni della seconda equazione si scrivono nella forma:

u(x) = ae” + b+ arctg x, a,b eR.



