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1. Dire per quali valori di « € R risulta uniformemente continua su (0, +00)
la funzione
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falx)=2%-In{ 1+ —) -sin—

x x

Soluzione. Osserviamo innanzitutto che se fosse a < 0 si avrebbe che non
esiste il limite

e dunque la funzione f, non potrebbe essere uniformemente continua, in
quanto se lo fosse si potrebbe estendere per continuita anche in x = 0
(ogni funzione uniformemente continua puod essere estesa con continuita
alla chiusura del suo dominio). Infatti se il limite per x — 07 di fu(z)
non esiste significa che esistono due successioni xr — 0 e yr — 0 tali
che f(xg) = £, f(yx) = ¢ con £ # ¢'. Ma se xp — yr — 0 e f, fosse
uniformemente continua allora si dovrebbe avere f(zx)— f(yx) — 0 mentre
noi otteniamo f(zx) — f(yx) — £ — € # 0.

Viceversa se a > 0 la funzione f, puo essere estesa per continuita all’in-
tervallo [0, +00) e quindi per il teorema di Heine-Cantor la funzione estesa
sarebbe uniformemente continua sull’intervallo [0, 1] e di conseguenza la
funzione f, sarebbe uniformemente continua almeno su (0, 1].

Dobbiamo ora studiare 'uniforme continuita su [1, +00).
Si ha
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Si osserva che la parentesi quadra nella precedente espressione tende ad
a—1—1=a—2. Dunque se a < 3 la derivata e limitata in un intorno di




400 e dunque, per il teorema di Weierstrass, e limitata in tutto I'intervallo
[1,+00). Risulta quindi che per < 3 la funzione f, ¢ lipschitziana e
quindi uniformemente continua sull’intervallo [1, +00).
Per 0 < a < 3 risulta quindi che f, & uniformemente continua su tutto il
suo dominio (0, 400).
Per o > 3 si ha invece
li =

o Jal®) = oo
in quanto la parentesi quadra in (1) tende ad un numero positivo ma
%73 = +oo.

La funzione f, non puo allora essere uniformemente continua perché dato
qualunque 0 > 0 si ha, per il teorema di Lagrange,

fa(n+0) = fa(n)
)

per un qualche z,, € (n,n + J) e quindi essendo f/, (x,) — 400 si ha
|fa(n + 5) - foz(n)| — +o0.

Ma se f, fosse uniformemente continua per ogni € > 0 esisterebbe un
6 > 0 per cui
|fa(n + 5) - fa(n)| <E.

. Determinare il carattere della serie
100 rn+tl

sin(mx)
>/ dz.
= Jn Inx

Dimostrazione. Facendo il cambio di variabili x = n + ¢ e osservando che
per t € [0,1] si ha sin(mn + nt) = (—1)" sin(nt) otteniamo

/”+1 sin mx dp — /1 sin(mn + wt) it
n Inx o In(n+t)

L sint
=(=1)" ——dt
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La serie data si puo scrivere quindi nella forma
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con



Chiaramente a,, > 0 e

11 1
an < der = — — 0.
o In(n) Inn

Inoltre a,+1 < ay in quanto per ogni x € [0, 1] si ha

sin Tx < sin Tx
In(n+1+2z) =~ In(n+z)

Dunque si puo applicare il criterio di Leibniz e dedurre che la serie data
& convergente.

Potremmo anche osservare (anche se non era richiesto) che la serie non &
assolutamente convergente in quanto
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6 sinmw 6 5 4 1
> /" _dx> S S, [ ———
fn = /é In(n + x) T = /(15 In(n+1) Y76 In(n+1) "
e, chiaramente, > b, = +00 O

. Scrivere le soluzioni u(t) dell’equazione differenziale:

2t

" / .

Dimostrazione. Si tratta di una equazione lineare non omogenea del se-
condo ordine a coefficienti costanti. Il polinomio associato & A2 —3\+2 =
(A —=1)(A—2). Dunque una soluzione generale dell’omogenea associata si
puo scrivere nella forma

u(t) = cret + cpe®

con ci,cy € R.

Per determinare una soluzione particolare dell’equazione non omogenea
utilizziamo il metodo della variazione delle costanti. Cerchiamo una
soluzione della forma

u(t) = c1(t)e’ + ca(t)e?.
Si ha
u/(t) = cr(t)el + 2ca(t)e® + ¢ (t)e! + ch(t)e™.
Se imponiamo
cy(t)et + cy(t)e* =0
si trova poi

u(t) = ci(t)e! + dea(t)e® + &) (t)e! + 2ch(t)e

e imponendo anche

62t

C/l (t)et + 2Cl2(t)€2t = m



si ottiene che u(t) sia soluzione dell’equazione non omogenea. Dobbiamo
quindi trovare ¢ (t) e ca(t) che soddisfano le equazioni

i (t)el + ch(t)e =0,
ci(t)el + 2c5(t)e?t = e

(ef+1)2"
OVVero
O
ch(t)e? = %
da cui

ei(t) = — [ @y dt,

Gli integrali si possono calcolare con la sostituzione s = e!, dt = ds/s

c(t)——/ s 11
ne (s+1)2 s+1 e +1

mentre

”@:/aéhﬂ“:/ﬁ‘&h‘ijJ“

=Ins—In(s+1)+

1
Py S

et +1°

La soluzione generale dell’equazione non omogenea risultera quindi della
forma

t

2t 2t

+ e

u(t) = cre! + coe + [t —In(e! +1) +

e [
et +1 et +1

= (c1 4 1)et + ez + [t —In(e" +1)] et

con ci,cy € R.



