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Dire se la funzione
flx,y) = a® =2y + 4
ha un massimo o minimo, relativo o assoluto nel punto (0, 0).

Soluzione. E sufficiente calcolare una derivata parziale
fo(,y) = 62° = 30”y® = 32°(22° — y°)

per verificare che fissato y la funzione z — f(z,y) ha un minimo assoluto
(stretto) sulla curva 2z® = y5. Considerando poi la funzione f ristretta
a tale curva: y — f(/y°/2,y) = y'9/4 — y'9/2 + y1° = 3y'°/4 si scopre
che per y = 0 tale funzione ha un minimo assoluto (stretto). Dunque per
ogni punto (x,y) si ha f(z,y) > f(/v*/2,y) > f(0,0). Dunque (0,0) & un
punto di minimo assoluto per f su tutto R? (ed ¢ I'unico punto critico di
f)-

Soluzione alternativa. Posto g(x,y) = 2% — xy + y? & facile verificare che
¢ ha un minimo assoluto stretto in 0 (g ¢ una forma quadratica). Essendo
f(z,y) = g(x®,y°) la stessa proprieta vale per f.

(a) Dire per quali xz € R vale

(b) Dimostrare che vale

0 —1)ngp2ntl
Z % =arctgx  Vx e (—1,1).
n

n=0

Soluzione. L’eguaglianza (a) vale per ogni € (—1,1) in quanto a primo
membro non c’¢ altro che la serie geometrica di ragione ¢ = —22 mentre a



secondo membro troviamo 1/(1 — ¢) che & proprio la somma di tale serie
se (e solo se) |g| < 1. Inoltre osserviamo che abbiamo a che fare con una
serie di potenze con raggio di convergenza R = 1, dunque la serie converge
totalmente e uniformemente su tutti gli intervalli [—r, 7] con r < 1.

Per quanto riguarda la serie in (b) osserviamo che derivando termine a ter-
mine si ottiene la serie in (a). Fissato un intervallo [—r,r] C (=1, 1), la serie
in (a) converge uniformemente, inoltre la serie in (b) converge puntualmen-
te per x = 0. Dunque, per il teorema sulla derivazione per serie, possiamo
affermare che la serie (b) converge uniformemente sull’intervallo [—r,7] e
la sua somma ha come derivata 1/(1 + z?). Dunque la somma della serie
in (b) & arctgx + ¢ per qualche costante ¢. Notando poi che per x = 0 la
somma ¢ zero, si deduce ¢ = 0 e dunque 1'uguaglianza in (b) ¢ dimostrata.
. Trovare le soluzioni dell’equazione differenziale

, x

Al

Soluzione. Si tratta di una equazione di Lagrange, definita per y # 0.
Moltiplicando tutto per 2y si ottiene

.2
2uy’ = xe™ " + 2xy°
ponendo poi z = 42 si ha
A
z =xe " +2xz
che € una equazione lineare in z:
2
2 —2xz=ze"
. . . _ 2
moltiplichiamo tutto per e™®" per ottenere
" 22 —222

Ze ™ —2xe " 2z = zxe

cioe
Da

si ottiene dunque

ovvero posto C' = —%c



4. Si consideri il semicerchio D = {(x,y) € R*: 22 +4? < 1, z < 0}.

(a) Calcolare il baricentro (z,y) di D:

. ffD:z:dxdy
- m(D)
j = fnydxdy

m(D)

(m(D) indica la misura del dominio D).
(b) Sia T: R? — R? la mappa T'(z,y) = (zcosy,zsiny). Calcolare la
misura dell’insieme T'(D).
Soluzione. Osserviamo innanzitutto che per questioni di simmetria si deve
avere y = 0.

Per quanto riguarda Z, sappiamo che m(D) = 7/2 in quanto & I'area di
mezzo cerchio di raggio 1. Calcoliamo quindi z passando in coordinate
polari x = pcosf, y = psinb, dedy = pdpdf, 0 € [n/2,37/2], p € [0,1]:

%ﬂ' 1
// xdxdy:/ / p(cos@)p dpdb
D = Jo

[SIE]

.
:/ [p?/3]5 cos 0 do
1 EP 2
— Cfsing]2" = 2.
3 2 3

Dunque si ottiene ¥ = —%7?.

Per quanto riguarda il punto (b) osserviamo innanzitutto che la mappa T
¢ iniettiva per z < 0 e y € (—m, ). Applicando la formula del cambio di
variabili per (§,n) = T(x,y), d§dn = | det DT(x,y)| dz dy

m(T<D))://T(D)dgdn://D|x| d:cdy:—//Dxd:cdy:g



