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1. Dire se la funzione

sin x)2 412
ﬁ per (x,y) 7& (070)

f(x’y) =
0 per (z,y) = (0,0)

¢ continua, derivabile e differenziabile nel punto (0, 0).

Soluzione. Notiamo qualitativamente, che il numeratore della frazione che
definisce la funzione f cresce come una potenza 2 mentre al denominatore
abbiamo una potenza 2/3. Essendo 2 > 1 + 2/3 ci aspettiamo che la fun-
zione sia differenziabile nell’origine (e quindi anche derivabile e continua)
con differenziale nullo.

Per provare che la funzione f e differenziabile con differenziale nullo sara
sufficiente provare che

im _L@y)
(,9)=(0,0) \/22 + 2

Per (z,y) # (0,0) si ha (ricordando che |sinz| < |z|)

fly) | _sin®ot+y? _ 2®+y?
Va2 +y?

Per verifica diretta questa disuguaglianza risulta valida anche per (z,y) =

=0.

— (2 2\
(224 y2)8 ~ (224 y2)8 = (@ y)e

(0,0) e dunque essendo lim s ) (0,0) (22 + y2)é = 0 si ottiene, per con-
fronto, il risultato cercato.

2. Si consideri la successione di funzioni

77/1)2

fn(z) = e

Studiarne la convergenza puntuale e determinare gli intervalli su cui si ha
convergenza uniforme.



Soluzione. Consideriamo innanzitutto la convergenza puntuale. Per x = 0
si ha chiaramente f,(0) = 0. Per |z| < 1, z # 0 si ha |z|™ — 0 e quindi

fa(x) = 0. Per |z| = 1 si ottiene di nuovo f,(x) — oo. Infine per
|z| > 1 si ha |[f,(z)] < |z)? mfm — 0. Dunque la successione di funzioni

converge puntualmente solo sull'insieme {|z| > 1} U {0} dove ha come
limite puntuale la funzione nulla.

Facciamo ora un rapido studio delle funzioni f,,(x). Notiamo innanzitutto
che f, e pari e dunque sara sufficiente studiare la funzione per x > 0.

Si ha f,(0) = 0 e limg 00 frn(2z) = 0. Inoltre dallo studio della derivata
prima
6nr — (n? — 2n)z"+!
fofa) = Sl 2n)
(3 +am)

(che si annulla nel punto x, = 6/(n — 2)) deduciamo che la funzione
¢ crescente per x € [0,x,], ha un massimo assoluto in z, ed ¢ quindi
decrescente per x > x,. Sicuramente la convergenza uniforme non ci puo
essere in nessun intervallo che interseca l'intervallo [—1,1] in quanto per
|z] <1 non si ha neppure convergenza puntuale.

x >0)

Prendiamo dunque in considerazione un intervallo del tipo [a, 0o con a >
1. Su questo intervallo si ha convergenza uniforme in quanto essendo la
funzione decrescente si ha |f,(x)| < fn(a) — 0 per ogni z € [o,00[. Lo
stesso vale per gli intervalli del tipo | — 0o, a] con av < —1. Dunque in ogni
intervallo chiuso contenuto in {|z| > 1} si ha convergenza uniforme.

Per concludere verifichiamo che non c¢’& convergenza puntuale sugli inter-
valli aperti del tipo |1, o[ qualunque sia « > 1. Infatti essendo f,,(1) —, 0o
data una qualunque funzione f,, € possibile trovare un punto z,, sufficien-
temente vicino a 1 e tale che f,,(z,) — oo.

. Trovare tutte le soluzioni di classe C? dell’equazione differenziale
/ / / 1 2
y=xy +y arctan(y)—ilog(l—i—(y) )
Soluzione. Deriviamo entrambi i membri dell’equazione differenziale data
ottenendo la seguente equazione del secondo ordine

/! 1 2y/y//
/: / /! /! t / / y _
Yy =y +xy +y arctany +y1+yl2 21+ 47

che semplificata diviene
(x + arctany’)y” = 0.

Questa equazione pud essere spezzata nelle due equazioni " = 0 e x +
arctany’ = 0. L’equazione y” = 0 ha come soluzione tutte le rette y =
mx + q. Dobbiamo pero ricordarci che le soluzioni dell’equazione ottenuta



per derivazione possono differire dalle soluzioni dell’equazione originaria
per una costante. Dunque imponiamo anche la condizione

(0) =y (0) arctany/(0) — 3 log(1 +/(0)?) (1)

(ottenuna sostituendo x = 0 nell’equazione differenziale originaria) otte-
nendo ¢ = marctanm — %log(l +m?). Abbiamo dunque provato che il
fascio di rette

1 2
y = mx + marctanm — §log(1+m )

¢ soluzione dell’equazione data.

Consideriamo ora I’equazione z + arctany’ = 0 che pud essere riscritta co-
me x = —arctany’. Si vede dunque che necessariamente x €] — /2, 7/2|.
In questo intervallo I’equazione ¢ equivalente a y' = —tanx che puo es-
sere risolta facilmente per integrazione ottenendo y(x) = —logcosz + c.
Anche in questo caso applicando (1) si ottiene ¢ = 0 e dunque la soluzione
“singolare” dell’equazione differenziale data &

y = —logcosz (x € |—7/2,7/2]).
Si puo infine verificare che le rette del fascio sono tangenti alla soluzione
singolare trovata.

4. Calcolare l'integrale curvilineo

/ 2y cosx ds
y

sulla curva v(t) = (¢,sint) per ¢ € [0, 7].

Soluzione. Si ha

/2ycosmd8 = /2sintcost\/1—|—cos2tdt
2l

0

= / —(1+ cos?t) (1 + cos® )7 dt
0

Revisions.
11 aprile 2003: corretta la soluzione dell’ultimo esercizio.

(1 + cos? t)g] = 0.
0
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