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1. Trovare la soluzione x(t) del problema di Cauchy:{
x′ + 2x

sin 2t +
1

2 cos2 t = 0
x(π/4) = 0

Soluzione.

Si tratta dell’equazione lineare

x′ = − 2

sin 2t
x− 1

2 cos2 t
.

Calcoliamo quindi una primitiva A(t) di a(t) = − 2
sin 2y

A(t) = −
∫ t 2

sin 2t
dt = −

∫ t 1

sin t cos t
dt

= −
∫ t sin2 t+ cos2 t

sin t cos t
dt = −

∫ t sin t

cos t
dt−

∫ t cos t

sin t
dt

= log cos t− log sin t = − log tan t

(in quanto sia sin t che cos t sono positive nell’intorno di π
4 ). Moltiplichiamo

l’equazione per e−A(t) = tan t ottenendo

tan t · x′ +
2 tan t

sin 2t
x = − tan t

2 cos2 t

ovvero

tan t · x′ +
2 sin t

2 sin t cos2 t
x = − sin t

2 cos3 t

tan t · x′ +
1

cos2 t
x = − sin t

2 cos3 t

(tan t · x)′ = − sin t

2 cos3 t

tan t · x = −
∫ t sin t

2 cos3 t
dt+ c

= −1

4

∫ t 2

cos3 t
sin t dt+ c = −1

4

1

cos2 t
+ c

e quindi

x(t) = − 1

4 cos2 t tan t
+

c

tan t
= − 1

4 sin t cos t
+

c cos t

sin t
.

Imponendo la condizione x(π/4) = 0 si ottiene

0 = − 1

4
√
2
2

√
2
2

+ c

√
2
2√
2
2

quindi

c =
1

2
.

La soluzione del problema è dunque

x(t) = − 1

4 sin t cos t
+

cos t

2 sin t
.
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2. Dire dove converge la serie
+∞∑
n=1

nx2n

n!

e calcolarne la somma.

Soluzione.

Poniamo x2 = y e studiamo la serie

+∞∑
n=1

nyn

n!
.

Poiché

lim
n→+∞

n+1
(n+1)!

n
n!

= lim
n→+∞

n+ 1

n

n!

(n+ 1)!

= lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)
1

n+ 1
= 0

si ha che la serie converge per ogni y ∈ R. Anche la serie data ha dunque
raggio di convergenza +∞. Per calcolare la somma, osserviamo che

+∞∑
n=1

nyn

n!
=

+∞∑
n=1

yyn−1

(n− 1)!
= y

+∞∑
m=0

ym

m!
= yey

quindi la serie data ha somma

f(x) = x2ex
2

.

3. Calcolare il valore massimo e il valore minimo della funzione

f(x, y) =
√
x2 + y2 − x

3
− y2

sul cerchio di centro l’origine e raggio 1.

Soluzione.

Calcoliamo i punti stazionari (per x2 + y2 ̸= 0)
∂f
∂x = 2x

2
√

x2+y2
− 1

3 = 0

∂f
∂y = 2y

2
√

x2+y2
− 2y = 0

che dà il sistema {
3x =

√
x2 + y2

y = 2y
√
x2 + y2.

La seconda equazione è verificata se y = 0 o
√
x2 + y2 = 1

2 quindi, sostituendo
nella prima equazione, o 3x = |x| o 3x = 1

2 . Nel primo caso si ottiene x ≥ 0
(perché |x| ≥ 0) e quindi 3x = x e x = 0, y = 0. Nel secondo caso

x =
1

6

y = ±
√

1

4
− x2 = ±

√
1

4
− 1

36

= ±
√

8

36
= ±

√
2

3
.
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Nel punto (0, 0) la funzione non è derivabile. Nei punti(
1

6
,

√
2

3

)
,

(
1

6
,−

√
2

3

)

si può calcolare l’hessiano ottenendo

Hf(x, y) =


√

x2+y2− x2√
x2+y2

x2+y2 − xy

(x2+y2)
3
2

− xy

(x2+y2)
3
2

√
x2+y2− y2

√
x2+y2

x2+y2 − 2

 =


y2

(x2+y2)
3
2

−xy

(x2+y2)
3
2

−xy

(x2+y2)
3
2

x2

(x2+y2)
3
2
− 2


quindi

Hf
(1
6
,±

√
2

3

)
=

 16
3 ± 4

√
2

9

± 4
√
2

9 − 16
9


quindi

detHf
(1
6
,±

√
2

3

)
= −256

27
− 32

81
< 0.

ambedue i punti (1/6,±
√
2/3) non sono nè di massimo nè di minimo relativo.

Passiamo alla frontiera x2 + y2 = 1 su cui, posto x = cos θ, y = sin θ, la
funzione vale

g(θ) = 1− cos θ

3
− sin2 θ θ ∈ [0, 2π]

e si trova

g′(θ) =
sin θ

3
− 2 sin θ cos θ.

Dunque la derivata g′ si annulla o per sin θ = 0 o per cos θ = 1/6. Quando
sin θ = 0 si ha θ = 0, π, 2π e la funzione vale

g(0) = g(2π) =
2

3
, g(π) =

4

3
.

Quando cos θ = 1
6 , θ = arccos 1

6 , 2π − arccos 1
6 e la funzione g vale

g(arccos
1

6
) = 1− 1

18
− 35

36
= − 1

36

e analogamente

g(2π − arccos
1

6
) = − 1

36
.

Occorre dunque confrontare i seguenti valori

f(0, 0) = 0

f(1, 0) =
2

3

f(−1, 0) =
4

3

f

(
1

6
,±
√

35

36

)
= − 1

36

quindi il massimo di f è 4
3 ed il minimo è − 1

36 .
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4. Sia P = {(x, y, z) ∈ R3: 2x + y + 2z = 16}. Calcolare quale è il punto del
piano P di minima distanza dall’origine (0, 0, 0) di R3.

Soluzione.

La distanza di un punto (x, y, z) dall’origine è data da
√
x2 + y2 + z2. Sul

piano P si ha y = 16− 2x− 2z quindi basta minimizzare la funzione

g(x, z) =
√
x2 + (16− 2x− 2z)2 + z2

o, che è lo stesso, la funzione

f(x, z) = g2(x, z) = x2 + (16− 2x− 2z)2 + z2

= x2 + 256 + 4x2 + 4z2 − 64x− 64z + 8xz + z2.

Calcoliamo i punti stazionari
∂f
∂x = 10x− 64 + 8z = 0

∂f
∂z = 10z − 64 + 8x = 0

da cui {
5x+ 4z = 32
4x+ 5z = 32

cioè

9z = 32 z =
32

9

e quindi

x =
32− 4z

5
=

32− 128
9

5
=

160

45
=

32

9
.

Poiché un punto di minima distanza certamente esiste, il punto x = 32
9 , z = 32

9
è tale punto. Il punto cercato su P è dunque

x =
32

9
, y = 16− 2x− 2z =

16

9
, z =

32

9
.
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