ELEMENTI DI MATEMATICA E STATISTICA

CLAUDIO BONANNO

INDICE
1. Notazioni 1
2. Insiemi numerici 1
3. Spazi vettoriali 4
4. Equazioni e sistemi lineari omogenei 8
5.  Dimensione e base di uno spazio vettoriale 9
6. Somma e intersezione di sottospazi vettoriali 13
1. NOTAZIONI

e € significa “appartiene a”

e V significa “per ogni”;

e J significa “esiste (almeno)”;

e J! significa “esiste unico”;

e : 0 t.c. significa “tale che”;

e = significa “implica che”

e & significa “se e solo se” o “@ equivalente a”

2. INSIEMI NUMERICI

Indichiamo con N = {1,2,3,...} l'insieme dei numeri naturali, e con Ng = {0,1,2,3,...}
I'insieme dei numeri naturali a cui abbiamo aggiunto lo 0.
Proprieta di Ny rispetto all’operazione somma +. I numeri naturali ¢ un insieme chiuso
rispetto a +, ossia se n,m € N allora n +m € N. Valgono le seguenti proprieta:

(i) esiste I’elemento neutro 0 (per ogni n € N, si ha n + 0 = n);
(ii) vale la proprieta associativa (per ogni ni,n2,ng € N, si ha n; + (n2 + n3) =
(n1 + 712) =+ 77,3).
Non esiste pero in generale I’elemento inverso di ogni n € N, ossia un m € N tale che
m+n=0.
Per questo motivo, consideriamo Z = {...,—3,—-2,—-1,0,1,2,3, ...}, 'insieme dei numeri

interi.
Proprieta di Z rispetto all’operazione somma +. Z € un insieme chiuso rispetto a 4. Inol-
tre, valgono le seguenti proprieta:

(i) esiste 1’elemento neutro 0;
(ii) vale la proprieta associativa;
(iii) esiste I’elemento inverso (per ogni n € Z esiste —n € Z tale che n + (—n) = 0);
(iv) vale la proprieta commutativa (per ogni n,m € Z, si ha n +m = m + n).
Un insieme numerico con le proprieta (i), (ii) e (iii) rispetto ad un’operazione binaria si
chiama gruppo. Se vale anche la (iv), si chiama gruppo commutativo. Pertanto (Z,+) ¢ un
gruppo commutativo.
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Consideriamo ora ’operazione di prodotto -. Z € un insieme chiuso anche rispetto a -
Inoltre, per (Z,+,-) si ha:
(v) esiste elemento neutro 1 per - (per ogni n € Z, si ha n -1 = n);
(vi) vale la proprieta associativa del prodotto (per ogni ny,ng,ng € Z, si hany-(na-ng) =
(n1 - n2) - n3);
(vii) vale la proprieta distributiva del prodotto rispetto alla somma (per ogni ni,n2,ns €
Z,si hany - (n2+ng) =n1-na +nq - n3).

Non esiste pero in generale I’elemento inverso rispetto al prodotto. Dato n € Z, non esiste
necessariamente m € Z tale che n-m = 1.

Per questo motivo, consideriamo Q = {g :p€Z, geN }, I'insieme dei numeri razionali.
Proprieta di (Q,+, ). Q & un insieme chiuso rispetto a + e -. Inoltre, valgono le proprieta
da (i) a (vii), e in piu

(viii) esiste I’elemento inverso rispetto al prodotto (per ogni p/q € Q con p # 0, esiste
q/p€Qtale &1 =+1).
(ix) vale la proprieta commutativa per il prodotto.
Pertanto Q & un gruppo commutativo rispetto alla somma.
Inoltre, un insieme numerico con le proprieta da (i) a (ix) rispetto a due operazioni
binarie + e - si chiama campo. Pertanto (Q, +,-) & un campo.

Infine, osserviamo che rappresentando i numeri razionali su una retta, resterebbero dei
“buchi”, come ad esempio le radici del polinomio a coefficienti interi 2 — 2. Mostriamo
infatti che

Proposizione 2.1. /2 non é un numero razionale.

Dimostrazione. Procediamo per assurdo, ossia supponiamo che v/2 € Q, e ne ricaviamo
qualcosa di assurdo.
Se v/2 € Q, esistono p,q € N tali che

V2 = g e MCD(p,q) = 1.

Da )
- ()
segue !
2= p—z <= 2q2 = p2.
q

Pertanto p ¢ pari. Possiamo dunque scrivere p = 2p’ con p’ € N. Ne segue
20° = (20)? = 2¢¢=4(0)? = ¢F=20)°

Quindi anche ¢ ¢ pari, in contraddizione con MCD(p,q) = 1. Abbiamo ottenuto un
assurdo. O

Riempiendo i “buchi” sulla retta lasciati da Q, troviamo I'insieme R dei numeri reali,
che ¢ un campo rispetto alle operazioni + e -.
Abbiamo quindi costruito la seguente gerarchia di insiemi numerici
NCNyCZCQGR.

Passiamo adesso alla costruzione dei prodotti cartesiani R™ con n € N.

Definizione 2.2 (Prodotto cartesiano). Siano A e B due insiemi. Il loro prodotto cartesiano

\

&
Ax B:={(a,b):a€ A, be B}.
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In particolare,
RxR=R?={(r,y): z € R, y € R},
e analogamente si definiscono
R?={(z,y,2):z €R, y €R, z € R},
e R" conn € N.
Consideriamo R? con l'operazione di somma. Dati (z1,y1), (22, y2) € R?,
(z1,91) + (2, 92) = (21 + 22,91 + 12) € R%.
Valgono inoltre:

e Desistenza dell’elemento neutro (0, 0);
e la proprieta associativa;
e l'esistenza dell’elemento inverso rispetto alla somma:

e la proprieta commutativa.

Pertanto (R2, +) e in generale (R™,+) sono gruppi commutativi.

Partendo da R? possiamo definire I'insieme C dei numeri complessi. Introduciamo un
simbolo i, che rappresenta un numero con la proprieta che i> = —1. Allora, un numero
complesso & un numero della forma

z=x+1y, xz,y € R.
Possiamo pensare alla seguente identificazione
(z,y) eR? «— z+iyeC.
Su C possiamo anche introdurre il seguente prodotto
(21 +iy1) (w2 + iy2) = 2129 + G192 + i1 22 + Y170
= 1172 — Y1y2 + i(T1Y2 + Y172).
In termini di coppie, esso ¢ quindi definito da
(z1,71) - (72,92) = (172 — Y12, T1Y2 + Y172).

Con le operazioni di somma e prodotto appena definite, C & un campo. Infatti, C (o R?) &
un gruppo commutativo rispetto a 4, inoltre

e l'elemento neutro del prodotto ¢ (1,0), poiché

(z,y)- (L,0)=(z-1-y-0,2-0+y-1) = (2,y);

e valgono le proprieta (vi) e (vii), associativa e distributiva;
e l'inverso di (z,y) # (0,0) &

( : ; )
I‘2 + y2 ) 1'2 + y2 )
poiché

) ()
x . J—
VBT 242

(o (i) = ) o)
22+ o2 Yy 2+42) 22+ o2 yx2+y2

= (170);

e vale la proprieta commutativa per il prodotto.
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3. SPAZI VETTORIALI
Un primo esempio ¢

R'=RXxRx---xR={(x1,29,...,2) :x; ERVi=1,...,n}.

n volte

In particolare, usando adesso una notazione “verticale”,

x
RQ—{(z):x,yeR}, R3 = y|:z,y,z€eR

z
x
v =
Y
si chiamano wvettor:, mentre x e y sono le loro componenti.
Yy

Il piano euclideo R?. Gli elementi

N

L’operazione di somma tra i vettori di R? & definita da

)+ G =)
+ = .
n Y2 Y1+ Y2

Geometricamente, la somma si rappresenta mediante la regola del parallelogramma.

o <x1+mz)
U1+ Vg 7 \y1tye

() ’
()
Y2
Si definisce anche la moltiplicazione per uno scalare A € R dato un vettore v tramite

o=\ (“) — (A“) € R2.
Y1 Ay1

Geometricamente, i multipli scalari di un vettore v giacciono sulla retta passante per
I’origine e contenente v.
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j’u
1

v =

Y1

Valgono inoltre le proprieta
Av+w) = v+ Aw, VA eR, Yu,weR?
(A4 p)v = Mo + pw, VA, ueR, YveR?

(Ap)v = A(pv), VA, pn€eR, VveR?
Le proprieta che abbiamo visto per il piano euclideo sono quelle che devono essere
verificate da uno spazio vettoriale reale.

Definizione 3.1 (Spazio vettoriale reale). Uno spazio vettoriale reale & un insieme V,
i cui elementi sono chiamati vettor:, dotato di un’operazione di somma tra vettori e di
un’operazione di moltiplicazione per scalari reali tali che

v+w eV, Yv,w eV,

A eV, VAeR, WYvelV.

Inoltre, (V,+) deve essere un gruppo commutativo e devono valere le proprieta
(i)
A+ p)v = v + pw, VA pueR, YveV;
AMv+w) = v+ Aw, VAeR, Yo,welV;
(Ap)v = A(pv), VaueR, YveV;

1-v=nu, Yv e V.

Esempi di spazi vettoriali euclidei.

Lo spazio R? & uno spazio vettoriale con elemento neutro

0= (o)
GG =Gorm) 26 =C)

Analogamente, R3 & uno spazio vettoriale con elemento neutro

-

e operazioni
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e operazioni

T T2 T+ T2 x AT
|+l =(nty], Myl =1
21 Z9 21+ 29 z Az

Piu in generale, R™ & uno spazio vettoriale con le operazioni definite componente per
componente.

Lo spazio vettoriale dei polinomi.
Indichiamo con

1

R[l’]:{amfﬂm-l-amfwm_ 4+ -4+ aix+ag:m € Ny, aiERVizo,...,m}

I'insieme dei polinomi a coefficienti reali. Tale insieme ¢ uno spazio vettoriale rispetto alle
usuali operazioni di somma tra polinomi e di moltiplicazione per uno scalare.
Il polinomio nullo & ’elemento neutro rispetto alla somma. Ad esempio, se

p(z) =322 + 22 — 1, 0(x) =0,
allora p(x) + 0(x) = p(x). L’inverso additivo di p(x) & il polinomio
q(z) = =322 — 2z +1,

per il quale p(z) + g(x) = 0. La somma tra polinomi ¢ associativa e commutativa.

Se

1

p(x) = amz™ 4+ amo12™ "+ -+ a1+ ap

e A € R, definiamo
Mp(z) = (Aam)z™ 4+ (Aam—1)z™ 1 + - + (Aay)z + Aao.

Con questa operazione valgono anche le proprieta (i)—(iv) della definizione di spazio
vettoriale.

Lo spazio vettoriale delle matrici.
Dati m,n € N, indichiamo con M(m x n,R) I'insieme delle tabelle di m - n numeri reali
organizzati in m righe e n colonne. I suoi elementi si chiamano matrici reali m x n. Ad

esempio,
A (627 V3 ‘5> € M(2 x 3.R).

0 1
Una matrice A € M(m x n,R) si indica anche con
A = (a;5), i=1,....m, j=1,...,n,

dove a;; ¢ I’elemento che si trova nella riga ¢ e nella colonna j. Nell’esempio precedente,

a1 = e e a3 = —H.
Indichiamo con A, ..., A,, le righe di A e con A',..., A" le sue colonne. Per la matrice
precedente,
Av=(2 V3 —5),  Ay=(cT 0 1),
mentre

Al = (627) . A= (‘f) . AP (‘15> .

Proposizione 3.2. Per ogni m,n € N, l'insieme M(m x n,R) é uno spazio vettoriale
rispetto alle operazioni di somma tra matrici e di moltiplicazione per uno scalare definite
componente per componente.
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Precisamente, date A = (a;j) € B = (b;;) in M(m x n,R), la matrice
C=A+B= (Cij)

¢ definita da
cij = ai; + byj, 1=1,....m, j5=1,...,n.

2 V3 =5 -1 —/3 7
A:<e—7 0 1)’ BZ(O e 2)’

Ad esempio, se

allora
1 0 2
A+ B= <e‘7 e 3)'
Se A = (aij) € M(m xn,R) e A € R, la matrice
C = A = (Cij)
e definita da
cij:)\aij, i=1,...,m, j=1,...,n.
Ad esempio, per la matrice A precedente e per A = —2 si ha
[ -4 —2V3 10
—24= <2e—7 0 2) '

Definizione 3.3 (Sottospazio vettoriale). Dato uno spazio vettoriale (V, +,R), un sottoin-
sieme W C V' & un sottospazio vettoriale di V se valgono le seguenti proprieta:

(i) 0 e W,
(ii) per ogni vi,ve € W, si ha vy + vy € W,
(iii) per ogni v € W e per ogni A € R, si ha Av € W.

Per ogni spazio vettoriale V', i sottoinsiemi {0} e V' sono sottospazi vettoriali di V.

Esempi di sottospazi vettoriali.

In R?, oltre a {0} e a R?, sono sottospazi vettoriali tutte e sole le rette passanti per
lorigine. Una retta che non passa per l'origine non € invece un sottospazio vettoriale,
poiché non contiene il vettore nullo.

In R3, oltre a {0} e a R3, sono sottospazi vettoriali le rette passanti per l'origine e i
piani passanti per 'origine.

Consideriamo ora lo spazio vettoriale R[z] e fissiamo un polinomio

p(z) = asz® + a1z + ao, ap,a1,a2 €R, az # 0.
L’insieme
W = {Ap(z): A e R}
¢ un sottospazio vettoriale di R[z]. Infatti:
(i) 0 € W, poiché 0 =0 - p(x);
(ii) se v1,v9 € W, esistono A1, Ay € R tali che
vy = A\1p(z), vy = Aap(7),
e quindi
V1 + Vg = ()\1 + )\z)p(l‘) e W,
(iii) se v € W e X € R, allora v = up(z) per qualche p € R, e dunque

v = (Ap)p(z) € W.
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Non ¢ invece un sottospazio vettoriale 'insieme
W = {p € Rlz] : degp = 2}.
Infatti, presi
p($)2$2+l‘*1, Q(x)zim )
si ha p,g € W, ma
p(x) +qlx) =z —1¢&W,

poiché x — 1 ha grado 1.

Per ogni k € Ny, & invece un sottospazio vettoriale di R[z]| I'insieme

Ryla] = {p € R[] : degp < k} U {0}.
Infine, nello spazio vettoriale M(2 x 3,R), I'insieme
W ={A = (a;;) € M(2 x 3,R) : a13 = 0}
¢ un sottospazio vettoriale. Esso ¢ formato dalle matrici della forma

a1 a2 0 R
) ail, @12, a21, a2, a23 € K.
a1 Q22 @23

4. EQUAZIONI E SISTEMI LINEARI OMOGENEI

Un’equazione lineare omogenea in n variabili a coefficienti reali & un’equazione della
forma,

a1r1 +asre + - + apTy, =0,
dove x1,...,x, sono le variabili e a1, ...,a, € R sono i coefficienti.
Ad esempio,
20 +y=0
¢ un’equazione lineare omogenea in due variabili,
r—2y+32=0
& un’equazione lineare omogenea in tre variabili, mentre
1 —3x9 +4x3+ x4 =0
& un’equazione lineare omogenea in quattro variabili.
Proposizione 4.1. L’insieme delle soluzioni di un’equazione lineare omogenea in n variabili
e un sottospazio vettoriale di R™.
Dimostrazione. Sia
T
W = CleR" v+ -+ apT, =0
In
Verifichiamo le tre proprieta che caratterizzano i sottospazi vettoriali.
Il vettore nullo appartiene a W, poiché
a;-04+---+a,-0=0.

Siano ora
U1 w1
v=1| | €W, w=|: | eW
Un Wn,
Allora
a1v1 + -+ apvy =0, aiwy + -+ apw, = 0.
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Pertanto

ar(vr +wi) + -+ an(vn + wy)
= (av1 + -+ - + apvy) + (w1 + -+ - + apwy,) =0,

e quindi v +w € W.
Infine, se v € W e A € R, allora

a1 (Avr) + -+ an(Avp) = Mayvy + - + apvy) =0,
da cui v € W. O

Un sistema lineare omogeneo di m equazioni in n variabili a coefficienti reali ¢ un sistema
della forma

anT + a2 + -+ apr, = 0,
ao1T1 + a2 + - - + azpxy, = 0,
Am1T1 + Q2T + - -+ apnTy, = 0.
Le incognite sono x4, ..., z,, mentre

A = (ai;) € M(m x n,R)
¢ la matrice dei coeflicienti.

Proposizione 4.2. L’insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo in n variabili
e un sottospazio vettoriale di R™.

Dimostrazione. L’insieme delle soluzioni del sistema ¢ 'intersezione degli insiemi delle
soluzioni delle singole equazioni. Il vettore nullo risolve tutte le equazioni; inoltre, la
somma di due soluzioni e il prodotto di una soluzione per uno scalare risolvono ancora
simultaneamente tutte le equazioni. Si tratta quindi di un sottospazio vettoriale di R™. [

Esempi.

L’equazione y = 0 & un’equazione lineare omogenea nelle due variabili z, y, con coefficienti
a1 = 0 e as = 1. Il suo insieme delle soluzioni &

wo{() rer).

r+y—2=0

ossia 1’asse delle ascisse.
L’equazione

& un’equazione lineare omogenea in tre variabili. Il suo insieme delle soluzioni & un
sottospazio vettoriale proprio di R?, diverso da {0}: geometricamente, ¢ il piano passante
per lorigine di equazione z = x + y.

5. DIMENSIONE E BASE DI UNO SPAZIO VETTORIALE

Definizione 5.1. Siano V uno spazio vettoriale e vq,...,v; € V. Si chiama sottospazio
vettoriale generato da v1,..., v, e si indica con
Span(vy, ..., V),

il sottospazio formato da tutte le loro combinazioni lineari, ossia

Span(vl,...,vk) = {)\1U1+"'+/\kvk AL e, AR ER}.
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{0 ((3)

Ad esempio,
poiché

Consideriamo nuovamente il piano

x
W = y|leR¥:z+y—2=0
z

1 1
v=|(1], w=1|2].
2 3
I vettori v e w appartengono a W e non sono I'uno multiplo dell’altro. Le loro combinazioni

lineari formano quindi un piano contenuto in W:

Span(v,w) = {\v + dow : A\, \a € R} CW.

e i vettori

Poiché entrambi sono piani passanti per 'origine, si ha
W = Span(v, w).

Per verificare, ad esempio, se
1
u= 1|0
1

appartiene a W = Span(v,w), dobbiamo stabilire se esistono A1, A\a € R tali che

)-)0)

Cio equivale al sistema

AM+X = 1,
A+2X = 0,
2M1 +3X = 1.
Sottraendo la prima equazione dalla seconda otteniamo Ao = —1 e quindi A\; = 2. Questi

valori soddisfano anche la terza equazione; pertanto
U=20—w
e dunque u € Span(v, w).

Dipendenza e indipendenza lineare.

Definizione 5.2. Siano vy,...,v; € V. I vettori vy, ..., v si dicono linearmente dipendenti
se esistono Aq, ..., A € R, non tutti nulli, tali che

Av1 4+ 4 Ao = 0.

In caso contrario si dicono linearmente indipendenti; dunque vy, ..., v, sono linearmente
indipendenti se
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Se wv1,...,v; sono linearmente dipendenti, almeno uno di essi si puo scrivere come
combinazione lineare degli altri. Infatti, se per esempio A1 # 0, allora
A2 Ak
V] = ——Uy— - — —U
A1 A1

In particolare, due vettori non nulli v, v9 sono linearmente dipendenti se e solo se uno &
multiplo dell’altro, ossia se esiste A € R tale che vy = Avs.

w

v, w linearmente dipendenti v, w linearmente indipendenti

In R3, se v e w sono linearmente indipendenti, allora Span(v,w) & un piano passante
per l'origine. Un terzo vettore vz rende v, w, v3 linearmente dipendenti se appartiene a tale
piano e linearmente indipendenti se non vi appartiene.

Dimensione e basi.

Definizione 5.3. Uno spazio vettoriale V ha dimensione d € Ny se ogni vettore di V'
si puo scrivere come combinazione lineare di d vettori linearmente indipendenti e non &
possibile generare V' con un numero minore di vettori. In tal caso si scrive

dimV =d.
Ad esempio, dimR = 1, dimR? = 2 e dim R?® = 3. Infatti,

=3 ((0)-(2)
§)-+() ()

e 1 due vettori sono linearmente indipendenti. Analogamente,

poiché per ogni z,y € R si ha

1 0 0
R*=Span | |0],{1],{0]],
0 0 1

e i tre generatori sono linearmente indipendenti. Ogni retta passante per l'origine ha invece
dimensione 1.

Definizione 5.4. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione d. Una base di V' € un insieme
di d vettori linearmente indipendenti che generano V.

() )

formano la base canonica di R?, mentre
1 0 0
€1 = 0 , €9 = 1 s e3 = 0
0 0 1

I vettori
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formano la base canonica di R?.

Definizione 5.5. Sia vy,...,vq una base di V. Per ogni w € V, gli unici scalari A\1,...,\g €
R tali che

w = A\v1+ -+ A

si chiamano coordinate di w rispetto alla base vy, ..., vq4.

Ad esempio, rispetto alla base canonica di R? il vettore

1
v = <2> =e1 + 2ey

ha coordinate (1,2). Consideriamo invece la base

we) e (V)

Le coordinate di v rispetto a questa base si determinano risolvendo

(o) =2 (1) 2 (1),

ossia
N — 20 = 1,
AM+A = 2
Si ottiene A\; = 5/4 e Ay = 3/4; pertanto
5 3 5/4
v=gortgee e = (3/4) '

La scelta della base non & unica. Ad esempio,

R? = Span(ey, e2) = Span (6’1,6’2, G)) ;

ma il secondo insieme di generatori non ¢ una base, perché contiene tre vettori ed e
linearmente dipendente. Analogamente,

oo ) )

e questi tre vettori formano una base di R?: infatti, da
1 2 0

MO +A2 1] +A310]) =0
0 1 1

Dimensione dello spazio delle matrici.
Consideriamo lo spazio vettoriale M (2 x 2,R). Le matrici

1 0 0 1 0 0 0 0
E11=(0 0>, E12=<0 0>, E21=<1 0), E22:<0 1)

formano una base. Infatti, ogni matrice si scrive nella forma

segue A1 = Ao = A3 = 0.

b
((CZ d) =aF11 + bE12 + cEo1 + dEy,

e questi quattro generatori sono linearmente indipendenti. Quindi

dim M (2 x 2,R) = 4.
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Piu in generale, indicando con E;; la matrice che ha 1 nella posizione (7, ) e 0 in tutte le
altre posizioni, le mn matrici E;; formano una base di M (m x n,R). Pertanto

dim M (m x n,R) = mn.

6. SOMMA E INTERSEZIONE DI SOTTOSPAZI VETTORIALI

Definizione 6.1. Siano U, W due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V. Si
chiama intersezione di U e W l'insieme

UnNW={veV:velUeveW}
Proposizione 6.2. L’intersezione U N W € un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione. Poiché 0 e U e 0 € W,siha0e UNW. Se vi,v9 € UNW, allora v, v
appartengono sia a U sia a W; pertanto v; +vo € UNW. Infine, se v e UNW e A € R,
allora \v appartiene sia a U sia a W, e dunque A\v e UNW. O

Ad esempio, in R? consideriamo i piani

x x
U= yl:iz+y—2=0,, W = yl:x—y+2z2=0
z z

Allora dimU =dimW =2 e

v z+y—2z = 0,
Unw = ZZ :{:c—yy+22 =0
Risolvendo il sistema si trova
1 3
T = —52, Yy = 52,
e quindi
-1
UNW = Span 3 , dim(UNW) = 1.
2

Geometricamente, due rette distinte passanti per I'origine in R? si intersecano soltanto
nell’origine.

YUaw = (o)

w

Definizione 6.3. Siano U, W due sottospazi vettoriali di V. Si chiama somma di U e W
I’insieme
U+W={ut+w:ueclU, weW}

Proposizione 6.4. La somma U + W €& un sottospazio vettoriale di V.
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vspn (1)), w=son((1)).

allora dimU =dimW =1, UNW = {0} e

v ow=spun (). (1)) =%

Teorema 6.5 (Formula di Grassmann). Siano U, W due sottospazi vettoriali di uno spazio
vettoriale V' di dimensione finita. Allora

dim(UNW) 4+ dim(U + W) = dim U + dim W.

Se, ad esempio,

Ad esempio, se U e W sono due piani di R3, entrambi di dimensione 2, allora:
e se U+ W =R3 si hadim(UNW) = 1;
e se U + W ha dimensione 2, si ha dim(U N W) =2, e quindi U = W.
Se invece dimU = 2 e dim W =1 in R3, le sole possibilita sono
dim(U + W) | dim(U N W)
3 0
2 1.

La prima si verifica quando la retta W non € contenuta nel piano U; la seconda quando
W CU.
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