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Esercizio 1. (10 punti)
SiaK':{(x,y)eR2 x>0, xﬁygm—x?’—i-l}.
a) (3 punti) Utilizzare il teorema di Stokes (o Poincaré-Cartan) per calcolare

/ x dx Ady
K

Poniamo w = z dx Ady. La 2-forma w ¢ chiusa e definita su tutto R?, quindi
e esatta. Una sua primitiva e v = %xz dy (oppure v = —zy dx). Il teorema di

Sl()keS Cl dl'Ce Clle
/ N / .
K Ot K

Per concludere bisogna quindi parametrizzare il bordo di K. Possiamo scrivere
OTK =T UT,UT;

dove: T’y & il supporto della curva ¢ — ~1(t) = (¢t,t) con t € [0,1]; T'p ¢ il
supporto della curva t — vo(t) = (t,t —t3 4+ 1) con t € [0,1]; I's & il supporto
della curva t — ~y3(t) = (0,¢) con t € [0,1]. Notiamo che I' e I'3 cosi scritte sono
orientate in senso anti-orario, quindi 'integrale su di loro dovra essere preso con
il segno meno.

In conclusione otteniamo

1 1 1 1
1 1
/ V= / —t2dt — / —t(1 — 3t%)dt — / 0dt = / Sprgr— 3
OtK 0 2 0 2 0 0 2 10

b) (3 punti) Calcolare larea di K;

Usiamo la formula
Area(K) = / dx A dy
K

Quindi, se w = dx A dy, troviamo come sua primitiva v = x dy. Applichiamo di
nuovo il teorema di Stokes come sopra e abbiamo

1 1 1 1
Area(K)z/ xdyz/ tdt—/ t(1—3t2)dt—/ Odt:/ 363t = 3
O+tK 0 0 0 0 4

¢) (4 punti) Calcolare

/ rdy—ydr
OtK

DN | =



Poniamo v = %(x dy —y dz). Usando nuovamente il teorema di Stokes

possiamo scrivere
/ V= / dv
+K K

Calcoliamo quindi dv = § (dz A dy — dy A dz) = do A dy. Quindi

/duz/ dx/\dy:ATea(K):§
K K 4

Esercizio 2. (10 punti)
a) (8 punti) Studiare le singolarita della funzione

z

1
23+F2«'

flz) =

Cerchiamo i valori per cui si annulla il denominatore di f(z), ossia le soluzioni
di )
23+ — z= 0
n
Si trova facilmente che le soluzioni sono: zgp = 0; z; = %; 29 = —%. Quindi f(z)
ha 3 singolarita.
La singolarita in zgp = 0 € eliminabile, come si deduce dal fatto che

lim f(z)=n?ecC

z—0

Mentre le singolarita z; 2 sono poli di ordine 1, come si deduce dal fatto che

lim <z¢;) £(2) :ﬁ:% £0

i
z—E =

b) (7 punti) Utilizzare il metodo dei residui per calcolare

1 [t
lim —/ Ldm

n—oo n oo .'1/‘3—"—%1‘

Dalla discussione delle singolarita al punto a), deduciamo che possiamo scri-
vere f(z) = ﬁ, eliminando la singolarita in zg = 0. La nuova funzione f(z)
nZ

non ha singolarita reali, quindi possiamo scegliere di integrare lungo il cammino

Cr:=vrUTlR



dove t — vg(t) =t cont € [-R,R], e 0 — I'r(0) = Rexp(if) con 6 € [0,7].
Otteniamo

f(2) dz—/ / c*? dy = 27i Res | f(z) ‘
Cn R R2e2’9+$ o n

essendo z; = % I'unica singolarita di f(z) contenuta all’interno della curva
chiusa Cg.
D’altra parte
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Infine ricordiamo che
1 1

R , — .

s (1005) = 4
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quindi

Esercizio 3. (14 punti)
Un professore disperato si lancia da un aereo in volo. La sua caduta seque
la legge oraria

i(t) = —g — ki (1)

dove k > 0 e un coefficiente di attrito dato dalla resistenza dell’aria che varia a
seconda che il paracadute sia chiuso o aperto.
a) (4 punti) trovare Uintegrale generale del moto;

Se riscriviamo ’equazione come
T+ki=—g

I'integrale generale si trova sommando una soluzione particolare alle soluzioni
dell’equazione omogenea associata

T+ k=0



Le soluzioni dell’equazione omogenea sono della forma
x(t) = creMt + coet?

dove ¢1,co € R sono due costanti e Ay, Ay sono le radici del polinomio caratte-
ristico p(A) associato all’equazione. In questo caso

p(A) = X2+ kA= A\ +k)

e le radici sono quindi \; = 0 e A2 = —k < 0. Le soluzioni dell’equazione
omogenea sono quindi
z(t) = 1 + coe™Ft

Una soluzione particolare si trova ponendo Z(t) = At + B e sostituendo nell’e-
quazione. Si trova A = —7 e B qualsiasi.
L’integrale generale del moto ¢ quindi dato da

kt_gt

z(t) = c¢1 + cae” ?

b) (3 punti) qual é la velocitd asintotica del moto (ossia il limy_,oo E(t)) ?

Dal punto precedente troviamo

x(t) = —kege Rt — g
k
quindi, usando k > 0, otteniamo che la velocita asintotica ¢ #(co) = —£.

¢) (7 punti) supponiamo che il professore si lanci da un’altezza x(0) = 990
metri con velocitd iniziale £(0) = 0 metri al secondo, e cada inizialmente con

il paracadute chiuso, quindi con k = 1. Dopo t; = log, 10 secondi, apre il
paracadute, e quindi il coefficiente di attrito diventa k = 5. Ponendo g = 10,
dopo quanti secondi T > t1 avrad raggiunto velocita &(T) = —6 metri al secondo?

Si tratta di risolvere il problema di Cauchy

#(t) + @(t) = —10
(I) 2(0) = 990
#(0) =0

per t € [0,t1], e se x1(t) & la soluzione di (I), risolvere poi

#(t) + 5 (t) = —10
(11) z(t1) = z1(t1)
&(t1) = &1(t1)

pert > t;.
Usando i punti precedenti, la soluzione di (I) & data da

x1(t) = c1 + coe”t — 10t



con ¢y e ¢o che devono soddisfare

21(0) = ¢1 + ¢c2 =990
#1(0) = —co —10=0

da cui si trova
x1(t) = 1000 — 10e~* — 10t

Quindi troviamo x(¢;) = 999 — 101log, 10 metri e &1 (¢;) = —9 metri al secondo.
Possiamo allora risolvere il problema (II). La soluzione di (II) & data da

To(t) = c1 + coe™ Pt — 2t
con ¢y e ¢o che devono soddisfare

xa(log, 10) = ¢1 + ¢2107° — 21og, 10 = 999 — 101log, 10
#a(log, 10) = —5c21075 —2 = —9

Cerchiamo T' > t; tale che ©(T) = —6 metri al secondo. Quindi, poiché
T > t; dobbiamo usare la soluzione z5(t) e imporre @5(7T) = —6. Si trova che
deve essere —5cge®T — 2 = —6, quindi per risolvere l’esercizio basta sapere chi
e Ca.

Facendo i calcoli si trova ¢ = %105 e quindi

1

T =log, 10
Oge +5

7
1 —
Oge 4



