Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito A del 25-06-2019

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione

3
1+%7 se (x7y>7é(070)

fxa =
(=.9) {1, se (z,y) = (0,0)

i) determinare in quali punti del dominio naturale & continua;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q:{(a?,y)eRQ:x20,1§2x2+y4§2}.

Esercizio 2. (10 punti) Dato il campo di vettori

VETT4 el 4y
F(l‘,y) =

z — W)
i) dire se & conservativo nel suo dominio naturale;

ii) calcolare il lavoro di F(x,y) lungo la curva (y,I) con I = [0, 5] e

v {O,g} —R?, v(t) = (sint, 1 — cost)

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie

E:{(x,y,z)€R3 s 2?4y —sin®z=0, = <z< ﬂ-}

T T
4 ~ 4

i) fare un disegno approssimativo di 3 e scriverne una parametrizzazione globale;

ii) dato l'insieme

V:{(CE,]/,Z)ER3 cx?4y? —sin?2<0, —

///V (x 4+ y) dedydz

calcolare I'integrale



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione

f(w,y):{ 1+%’ se (z,y) # (0,0)
L se (z,y) = (0,0)

i) determinare in quali punti del dominio naturale é continua;

Il dominio naturale della funzione & R?, e per tutti i punti di R? \ {(0,0)} la funzione si pudo
scrivere come somma e rapporto di polinomi, dunque ¢ continua. Rimane da studiare la continuita
in (0,0).

Dobbiamo quindi determinare se

lim - f(z,y) = f(0,0)

(z,)—(0,0)

Iniziamo studiando il limite lungo alcune direzioni. Iniziamo con le rette {y = Az} con A € R. Si
trova

A3
HH“J@ZE%@+mu4%Q:1NA

Passando alle curve della forma {y = 2®} con a > 0, si trova

(.. 14+3a
lim, o+ (14—#0@2)) =1, sea>;3
1+3« 143
: : T : AN L
iy s = i (14 55 ) = g (14 53F) <1 was)
. 1+3
limg o+ <1+m>=1, se 0<a< 3

Avendo ottenuto sempre lo stesso limite, proviamo a dimostrare 1’esistenza del limite applicando il
Teorema del Confronto. Possiamo scrivere

acy3

2% +y!

(22 +yH)y|

222 1 4 < |yl =:g(z,y)

0<[f(z,y) -1 =

<

Poiché la funzione g(z,y) trovata e definita in un intorno di (0, 0), verifica la disuguaglianza vista
sopra e
lim z,y) =0
Easion 90V

per i teoremi di carattere generale, abbiamo dimostrato che

lim z,y) =1
(z,y)—(0,0) f@.9)

Visto che f(0,0) = 1 si ha che la funzione f(x,y) ¢ continua anche in (0, 0).
In conclusione, la funzione f(x,%) & continua in tutto il suo dominio naturale R2.



i1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

Q={(z,y) eR® : 2>0,1< 22> +y* <2} .

L’insieme 2 & rappresentato nella figura 1.

0.0 0‘,5 1‘0 1,‘5 2‘,0 2‘5
Figure 1: L’insieme §2.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su {2 dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume su eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici liberi interni a €2, sugli eventuali
spigoli del bordo e sui punti critici vincolati al bordo di €.

La funzione f & certamente differenziabile in R? \ {(0,0)} per i teoremi di carattere generale.
Poiché Q non contiene (0,0), non ci sono punti di eventuale non differenziabilita in Q. Quindi
possiamo anche cercare i punti critici liberi interni a {2 come punti in cui si annulla il gradiente di

f, che in Q ¢ dato da

v (=22 +y*)
(2x2+y4)2

y? (62° —y*)
(2221 47)2

Vi(z,y) =

per ogni (z,y) # (0,0). Dobbiamo quindi risolvere il sistema

y3 (=222 4yh) 0

(222 1y%)2
zy?(62—y") _
@ T
(z,y) # (0,0)
Dalla prima equazione troviamo y = 0 oppure y* = 222. Ci riduciamo quindi a
. (y#0
y =
y4 — 21’2
oy (622 —yt) _ U
(2z2+y%)2 zy? (622 —y*) _
@ =0
(z,y) # (0,0)
( (z,9) # (0,0)




Nel primo sotto-sistema si trova che tutti i punti della forma (z,0) con x # 0 sono soluzioni, quindi
annotiamo i punti critici liberi interni a €2

o) e ()

Nel secondo sotto-sistema, la seconda equazione si riduce a 4v/2x3 |x| = 0, che non & compatibile
con le prime due equazioni.
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di 2. Gli spigoli sono i punti

() () () o8

Il bordo lo dividiamo in quattro parti:

lhz{xzofaigys—q

ng{x:0,1§y§2%}
Iy={22+y*'=1,2>0}
F4:{2x2+y4:2,m20}.

Per quanto riguarda I'; possiamo usare la parametrizzazione
1
Nt =01, te|-2f -],
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

at)=fm@®)=1, te [—ﬁ, —1] .

Essendo ¢ una funzione costante, tutti i punti di I'; sono punti critici vincolati, e per i valori della
funzione possiamo usare gli spigoli S e Sa.
Per quanto riguarda I'y possiamo usare la parametrizzazione

wt) =(0,1), te [1,2ﬂ ,

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

g2(t) = f(12(t)) = 1, te [1, ﬁ} .

Essendo g2 una funzione costante, tutti i punti di I'y sono punti critici vincolati, e per i valori della
funzione possiamo usare gli spigoli S3 e Sy.
Per quanto riguarda I'3 usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange con G3(z,y) = 222 +y*,
per cui cerchiamo soluzioni (z,y, A) del sistema
v} (=222 4y?)
T AT
ay® (62’ —y*) _ ;4 3
@ WA

222 +yt =1

x>0



Innanzitutto poniamo 222 +y* = 1 nella prima e nella seconda equazione. Studiando poi la seconda
equazione, riscriviamo il sistema come

. y3(—222 +y*) = 4\
Yy (—2x* + y*) = dx A
0 y#0
y= I 2 _ .4
207 +yt =1 U =i
222 +yt =1
x>0
L >0

Dal primo sotto-sistema otteniamo 'unica soluzione (%, 0,0), e quindi il punto critico vincolato

o - (v
0

Dal secondo sotto-sistema, sostituendo il valore di A dalla terza equazione nella prima equazione,

abbiamo
y' (22" +yt) = 2% (62 —y*)

Usando infine y* = 1 — 222, arriviamo all’equazione z? = %, e quindi troviamo due punti critici
vincolati
1 1
V5 NG
Q2 = e Q3= 1

1
3\1 3\1
(5)* - (5"
Per quanto riguarda I'y potremmo utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange come fatto
per I's, oppure usiamo la parametrizzazione

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
t3 t4 1o
() = fou) =1+ 5415,  te|-2i,2i].

_ t2(6-5t%)

= =,
44/1-1

Otteniamo quindi altri tre punti critici vincolati

1 2
5
Q4=<0>, Q5 = T Qe = ol
(5) - (3)"
I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

f(C) = f(51) = f(S2) = f(S3) = f(S4) = f(Q1) = f(Qu) =1

N
N
N
S~—

Poiché ¢/ (t) troviamo i punti criticit =0 e t = :l:(g)i, tutti nell’intervallo (—2

[S3{] )

W

o=t (3) - reimigp (3) et () ra-iel 5 (5)

NI



~—
NS

3
Poiché 21 > 1, il massimo di f & 1+ 21 = ()7 e il minimo & 1 — 2

El
[$))

—~
[S3{[SN]

Esercizio 2. Dato il campo di vettori

VITT4el 1y
F(z,y) =

z — W)

i) dire se ¢ conservativo nel suo dominio naturale;

Il dominio naturale del campo F ¢ l'insieme X = {(x, y) €R? : x> —1}. Calcoliamo innanzi-
tutto il rotore del campo. Si ha

oF . OF

rot(F)(z.) = 52 (r.9) = 5

(2.) =1-1=0

quindi il campo e irrotazionale.
Poiché X & semplicemente connesso, per il Lemma di Poincaré il campo F e conservativo nel
suo dominio naturale.

i1) calcolare il lavoro di F(z,y) lungo la curva (y,I) con I =10,5] e

v {O,g} — R?, v(t) = (sint, 1 — cost)

La curva (v,1) & di classe C! e il suo sostegno & contenuto nel dominio naturale del campo,
visto che 71 (t) = sint > 0 per ogni t € [0, 5].

Visto che il campo e conservativo possiamo cercare un potenziale del campo, oppure usare che
il lavoro di due curve con sostegno contenuto in X & uguale se le due curve hanno lo stesso punto
iniziale e lo stesso punto finale.

Abbiamo che il punto iniziale di (y,1) ¢ P = v(0) = (0,0), mentre il suo punto finale &
Q =~v(3) = (1,1). Quindi se scegliamo

¥:[0,1] — R ) () = (t,1)

abbiamo P = 4(0) e Q = (1), e quindi

ViET+e®
L(F,v)—L(Fﬁ)—/O1 < ( i H) : C) > dt_/ol (Vt+1+2t) dt =

t— el

2 2
= (g(t+1)%+t2>‘ =222 -1)+1

Esercizio 3. Data la superficie

Y= {(az,y,z) eR?: 22+ y? —sin?2=0, —

6



i) fare un disegno approssimativo di ¥ e scriverne una parametrizzazione globale;

L’insieme 3 si puo interpretare come superficie di rotazione ottenuta facendo ruotare il grafico
della funzione y = g(z), con g : [-7, 5] — R data da g(z) = |sinz|, intorno all’asse z. Si ottiene
quindi il disegno in figura 2.

051

0.0

Figure 2: La superficie X.

Possiamo poi scrivere la parametrizzazione globale

o:D—=R3, o(t,0) = (|sint| cosf, |sint| sinf, t) .
con - -
D:{(t,Q)ERx[O,%]:ffgtgf}
4 4
i1) dato linsieme
3.2 .2 2 Ll il
V:{(x,y,z)ER : 2”4+ y° —sin zSO,—ZSZSZ,x—i—yZO}

calcolare 'integrale
/// (x +y)dxdydz
v

L’insieme V' si puo scrivere nella forma

V:{(x,y,z)e]R3: 7T<z§£,(m,y)€VZ}

- <
dove V. = {(z,y) €R? : 22 +y*> <sin’z, x +y > 0}.
Possiamo quindi calcolare I'integrale utilizzando la formula di integrazione per strati, da cui

///V(x+y)d:pdydz:/zi (//z(:ﬂ—i-y)da:dy)dz

Esprimendo lo strato V in coordinate polari come V, = (S.) dove

x = pcosf
¢(P7‘9) = (xay) con { y = zsine e |det Jw(p,9)| =p

7



S. = {(p,0) € (0,400) x [0,27] : p* <sin’z, pcos® + psinf >0} = [0, ]sinzq X [—Z, ?Zr] ,

otteniamo
| sin z|
// (x+v) dxdy—// cos@+51n9)dpd0—/ (/ p2(cost9+sin0)dp) df =
. = \Jo
| sin 2|3 F | sin 23 &
:3/ (cos@—i—sinﬁ)d@z7<sm0—cosﬁ> w f\[\smz\?’
_% vy
Quindi

12
/// (z—|—y)dxdydz:/ // (x+v) d:rdy dz— ) \f|smz|3dz—
v I 2 -3 3

4 jus 4 1 us
:\/5/4 sin3zdz:f\/§(—cosz+—cos?’z)‘ = ( 8 —5V2).
3V, 3 3 0

INE
@\%



Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito B del 25-06-2019

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione

f(z,y) :{

2, se (z,y) = (0,0)

i) determinare in quali punti del dominio naturale & continua;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q:{(m,y)eRz:y20,1§x4+2y2§2}.

Esercizio 2. (10 punti) Dato il campo di vettori
sin <e(“2)) + 2zxy
F(z,y) = . )
22 +\/y+ 1 +sin (e(y )>
i) dire se ¢ conservativo nel suo dominio naturale;
ii) calcolare il lavoro di F(z,y) lungo la curva (v,1) con I = [0, 5] e
m 2 .
7:[0,5}%]1% , v(t) = (—sint, 1 — cost)

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie

2
Z:{(x,y,z)€R3 : x2+y2—cos2220,g§z§§}

i) fare un disegno approssimativo di 3 e scriverne una parametrizzazione globale;

ii) dato l'insieme

V—{(w,y,z)E]R{S st 4y —cos?2 <0,

i /V (x — y) dudyds

calcolare l'integrale



Svolgimento
Esercizio 1. Vedi Esercizio 1 del compito A. Basta scambiare x e y.

Esercizio 2. Dato il campo di vettori
sin (e(x2)> + 2zy

F(z,y) =
22+ /y + 1 +sin (e(y2)>

i) dire se é conservativo nel suo dominio naturale;

Il dominio naturale del campo F & I'insieme X = {(:L’, y) ER? : y > —1}. Calcoliamo innanzi-
tutto il rotore del campo. Si ha

oF, . OF

I‘Ot(F)(.’L‘,y) = ox (CU,y) - Ty

(x,y) =22 —2x=0
quindi il campo e irrotazionale.

Poiché X & semplicemente connesso, per il Lemma di Poincaré il campo F e conservativo nel
suo dominio naturale.

i) calcolare il lavoro di F(x,y) lungo la curva (y,I) con I =10,5] e

v [O,g} — R2, ~v(t) = (—sint, 1 — cost)

La curva (v,1) & di classe C! e il suo sostegno & contenuto nel dominio naturale del campo,
visto che y2(t) = 1 — cost > 0 per ogni ¢ € [0, F].

Visto che il campo ¢ conservativo possiamo cercare un potenziale del campo, oppure usare che
il lavoro di due curve con sostegno contenuto in X & uguale se le due curve hanno lo stesso punto
iniziale e lo stesso punto finale.

Abbiamo che il punto iniziale di (y,1) ¢ P = (0) = (0,0), mentre il suo punto finale &
Q =~7(3) = (—1,1). Quindi se scegliamo

:}/ : [07 1] - RQa :Y(t) = (_ta t)
abbiamo P = 4(0) e @ = (1), e quindi

sin (e(tZ)) — 2t?

t2+\/m+sin<e(t2)) 1

. 2 3\ |1 2 3
_ (43 “ 5 — Loy _
—(t —|—3(t—|—1)2)‘0 14525 - 1)

10



Esercizio 3. Data la superficie

2
Z:{(x,y,z)eR?’ : $2+y2—C082220,g§z§37r}

i) fare un disegno approssimativo di ¥ e scriverne una parametrizzazione globale;

L’insieme Y si puo interpretare come superficie di rotazione ottenuta facendo ruotare il grafico
della funzione y = g(z), con g : [T, 27

53,5 — R data da g(z) = |cos 2|, intorno all’asse z. Si ottiene
quindi il disegno in figura 3.

Figure 3: La superficie X.

Possiamo poi scrivere la parametrizzazione globale

o:D—R3, o(x,y) = (| cost| cos@, |cost| sinf, t) .
con )
D:{@&eRxWﬂﬂ:ggtggq
ii) dato l’insieme
2
V= {(a:,y,z) eR3: 22+ % —cos’2<0, g <z< ;,x—yEO}

calcolare 'integrale

i /V (x — y) dudyds

L’insieme V' si puo scrivere nella forma

VZ{W%QGW:gSZS3,@w€%}

dove V. = {(z,y) € R? : 2® +y? <cos’z,z —y > 0}.

11



Possiamo quindi calcolare 'integrale utilizzando la formula di integrazione per strati, da cui

///V(a:—y)dxdydz:/f?’w (//Vz (x—y)dxdy) dz

Esprimendo lo strato V in coordinate polari come V, = 1(S,) dove

_ x = pcosf _
$(0,0) = (5,y) con { Presl e Jdendu(p )l = p
e
3
S, ={(p,0) € (0,+00) x [0,27] : p? < cos’z, pcosf — psinh > 0} = [0, |cosz|} X [—I, Z] ,
otteniamo
I | cos z|
// (x—y)d:cdy:// pQ(COSG—siHH)dpdﬁz/ (/ p2(cos0—sin9)dp>d0:
_3m 0
z z 4
3 jus 3 ™ 2
= | cos 2] /4 (cosf —sinf) df = | cos 2] (sin9+cos0) t = V2|cosz)?.
3 Jos a3
Quindi

2

///v(x_y)dxdyd“/r; (/] (= wasay)az= 2 V3 cos [ dz =

_ V2
18

|

4 B 4 1
:3\/5/2 cos3zdz:f\/§<sinz—§sin3z)‘ (16 — 9v/3) .
%

3

[ERNIE

12



Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito C del 25-06-2019

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione

f(z,y) :{

1, se (z,y) = (0,0)

i) determinare in quali punti del dominio naturale & continua;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q:{(m,y)eRz:y20,1§x4+2y2§2}.

Esercizio 2. (10 punti) Dato il campo di vettori
log (1 + e(x2)> +y?

F(z,y) =
2zy + 'y + 2+ log (1 + e(y2)>

i) dire se ¢ conservativo nel suo dominio naturale;

ii) calcolare il lavoro di F(z,y) lungo la curva (v,1) con I = [0, 5] e

v [O, g} — R?, ~(t) = (sint, —1 + cost)

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie

2
Z:{(x,y,z)€R3 : x2+y2—cos2220,g§z§§}

i) fare un disegno approssimativo di 3 e scriverne una parametrizzazione globale;

ii) dato l'insieme

V—{(w,y,z)E]R{S st 4y —cos?2 <0,

i /V (x — y) dudyds

13

calcolare l'integrale



Svolgimento
Esercizio 1. Vedi Esercizio 1 del compito A. Basta scambiare x e y.

Esercizio 2. Dato il campo di vettori
log (1 + e($2)> + y?
2zy +y + 2+ log (1 + e(y2)>

i) dire se é conservativo nel suo dominio naturale;

F(J}?y) =

Il dominio naturale del campo F ¢ l'insieme X = {(:c, y) ER? : y > —2}. Calcoliamo innanzi-
tutto il rotore del campo. Si ha

OF, . OF

rot(F)(:L',y) = o (.’E,y) - Ty

(r,y) =2y —2y=0

quindi il campo e irrotazionale.
Poiché X & semplicemente connesso, per il Lemma di Poincaré il campo F & conservativo nel
suo dominio naturale.

i1) calcolare il lavoro di F(z,y) lungo la curva (y,I) con I =10,5] e

v [0, g} — R?, ~(t) = (sint, —1 + cost)

La curva (v,1) & di classe C! e il suo sostegno & contenuto nel dominio naturale del campo,
visto che y2(t) = —1 4 cost > —1 per ogni ¢ € [0, F].

Visto che il campo ¢ conservativo possiamo cercare un potenziale del campo, oppure usare che
il lavoro di due curve con sostegno contenuto in X & uguale se le due curve hanno lo stesso punto
iniziale e lo stesso punto finale.

Abbiamo che il punto iniziale di (y,I) ¢ P = ~(0) = (0,0), mentre il suo punto finale &
Q =~7(3) = (1,-1). Quindi se scegliamo

:7 : [07 1] - RQa :Y(t) = (tv _t)
abbiamo P = 4(0) e @ = (1), e quindi

1 log (1 —i—e(tZ)) + 2 1 1
LEA) =LEA) = [ < o)) = [ e va =
0 262 +/—t+2+1og <1+e(t )> 1 0

2 3\ |1 2 3
B 2—1&*)‘ — 14+ 2(1-28
(F+3@-03)| =1+30-2%)

Esercizio 3. Vedi Esercizio 3 del compito B.

14



Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito D del 25-06-2019

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione

i) determinare in quali punti del dominio naturale & continua;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q={(z,y) eR* : x>0,1 <2 +y* <2} .

Esercizio 2. (10 punti) Dato il campo di vettori
6(x2+m) + 2y

F —
(ﬁ’ y) 2x + \/m o €(y2+y)>

i) dire se & conservativo nel suo dominio naturale;

ii) calcolare il lavoro di F(x,y) lungo la curva (y,I) con I = [0, 5] e

o {O,g} —R?, v(t) = (sint, 1 — cost)

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie

E:{(x,y,z)€R3 sl 4y? —sin?z2=0, - <z2< W}

il il
4774

i) fare un disegno approssimativo di X e scriverne una parametrizzazione globale;

ii) dato I'insieme

V:{(CE,]/,Z)ER3 cx?4y? —sin?2<0, —

///V (x +y) dedydz

15

calcolare l'integrale



Svolgimento
Esercizio 1. Vedi Esercizio 1 del compito A.

Esercizio 2. Dato il campo di vettori
e(w2+x) + 2y
2+ g T 1— €(y2+y)>

i) dire se é conservativo nel suo dominio naturale;

F(‘T’y) =

Il dominio naturale del campo F ¢ l'insieme X = {(:C, y) ER? : y > —1}. Calcoliamo innanzi-
tutto il rotore del campo. Si ha

OF, 0Fy

I‘Ot(F)(l‘,y) = %({E,y) - Ty

(x,y)=2-2=0
quindi il campo e irrotazionale.

Poiché X & semplicemente connesso, per il Lemma di Poincaré il campo F e conservativo nel
suo dominio naturale.

ii) calcolare il lavoro di F(z,y) lungo la curva (y,I) con I =10,5] e

v [O,g} - R?, v(t) = (sint, 1 — cost)

La curva (v,1) ¢ di classe C! e il suo sostegno & contenuto nel dominio naturale del campo,
visto che 1 (t) = sint > 0 per ogni ¢ € [0, §].

Visto che il campo ¢ conservativo possiamo cercare un potenziale del campo, oppure usare che
il lavoro di due curve con sostegno contenuto in X & uguale se le due curve hanno lo stesso punto
iniziale e lo stesso punto finale.

Abbiamo che il punto iniziale di (y,1) ¢ P = ~(0) = (0,0), mentre il suo punto finale &
Q =~v(3) = (1,1). Quindi se scegliamo

ok [07 1] — R? ) :Y(t) = (t7t)
abbiamo P = 5(0) e Q =

ol
e+ 4 ot 1 1
L(F,) = / , > dt = / (4t +Vt+1) dt =
2%+t + 1 — el*+D) 1 0

2 3\ |1 2 3
2t 1*)’:2 228 —1
et =242t

(1), e quindi

- <2t2 i

Esercizio 3. Vedi Esercizio 3 del compito A.

16



