Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito del 17-09-2014

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione
f(z,y) = tan(2z® + 3y°)

i) studiare 'esistenza del limite

’ f(z,y)
1m
(@y)—(00) T\/Y

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Esercizio 2. (10 punti) Calcolare 'integrale

3
// _rYy dx dy
Q a4 y?

dove Q= {(z,y) e R? : 22 + 3> <1, (z - 1) +y* <1,y >0}.

Esercizio 3. (12 punti) Data la curva (v,I), con I = [—1, 1] e parametrizzazione
v -L1 S R2, Al = (1og(1 Tt cos(t))

i) dire se la curva ¢ regolare;
ii) scrivere 'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto P = (0, 1);
iii) calcolare il lavoro lungo la curva (v, I) del campo di vettori

T
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Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
f(z,y) = tan(22” + 3y?)

i) studiare lesistenza del limite

f(z,y)

im
(z,y)—(0,0) T \/37

La funzione & la composizione della funzione tangente e di un polinomio, dunque & definita
quando I'argomento della tangente ¢ diverso da (2k + 1)3, k € Z. Poiché 222 4 3y > 0 per ogni
(x,y) € R?, si ha

Dom(f) = {(x,y) ER? : 202 + 32 £ (2k+1)g, k:eN} :

che geometricamente & R? meno infinite ellissi sempre pit1 grandi. Il denominatore della frazione che
si chiede di studiare nel limite ¢ definito per y > 0 e x,/y # 0, che corrisponde al primo e secondo
quadrante del piano meno gli assi. Dunque (0,0) ¢ un punto di accumulazione per la frazione che
dobbiamo studiare, e ha senso studiare il limite richiesto.

Iniziamo a studiare il comportamento del limite lungo le rette della forma y = Az, con A > 0
(stamo nel primo quadrante del piano). Si trova

. f(z,y) . [z, ) - tan <(2 +3)2) x2>
hm —_— = hm 2 — lim ; _ 0
(mvy)—>(070) ,y= x T \/g z—0t g \/)\7:1: 2—0+ \/X i

poiché tan 22 ~ 22 per x — 0. Lo stesso succede se studiamo le rette nel secondo quadrante.

Per trovare un limite diverso da 0, dobbiamo rendere dello stesso ordine numeratore e denomi-
natore. Proviamo con la restrizione y = 22. Si trova

iA@Y f@e?) | tana® + 3ah)
PN i S sy R e B TP

e, ragionando come sopra per la tangente, si trova che questo limite & uguale a +2 se z — 01, ed &
uguale a —2se x — 07
Possiamo concludere che il limite richiesto non esiste.

ii) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

4
QZ{(x,y)GRQ:wZer?Sl, y25}.

L’insieme 2 & rappresentato nella figura 1, e osserviamo che & interamente contenuto nel dominio

di f.
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Figure 1: L’insieme €.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su £ dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume sui punti critici liberi interni a €2, sui punti critici vincolati al bordo di €, e sugli eventuali
spigoli del bordo e punti di non derivabilita della funzione.

La funzione f ¢ di classe C'! sul suo dominio, quindi non ci sono punti di non derivabilita e per
trovare i punti critici dobbiamo risolvere il sistema V f(z,y) = 0, ossia

4z =0
cos?(2z2+3y?%)
cos2(2x2+3y?)
L’unica soluzione (0, 0) del sistema non appartiene a 2, dunque non dobbiamo considerare i punti
critici.
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di £2. Il bordo &€ composto di due parti,
gli insiemi

4 4
} e F?Z{($7y)€R2:x2+y2:1,yz}.

(1) (1)

Per studiare il comportamento di f su I'y usiamo la parametrizzazione

(1) el

Componiamo con f e otteniamo la funzione di una variabile

[SA{FENE{[PN]

g1(t) = f(mn(t)) = tan <2t2+;§> ’ ‘e [_g’ g]
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Abbiamo
4¢

/
= —
a®) cos?(2t2 + 38)

dunque 'unico punto critico & tg = 0. Troviamo quindi il punto critico vincolato

0
Q1=71(0):<4 )
5

Per studiare il comportamento di f su I'y usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange con la

funzione
Ga(z,y) =" + .

Dobbiamo dunque cercare soluzioni (x,y, A) del sistema

4z
s = 2\
2(2 2+3 2
V(z.y) = AVGs(z,y) R ,) =2\
Gl y) = 1 & § ety =2
y > % 2’ +4y2 =1
Yy = 5

Analizzando la prima equazione, otteniamo che il sistema ¢ equivalente a

x#0
=0 ) \
cos2(222+332)
Cosf(ilgyz)zg/\y U Cos(gy y)_ N
y2 -1 cos?(2z243y2) ~ cos?(2z2+3y?)
> 4 P4y’ =1
Y= S 4
(Y =5
e quindi a
x#0
= _ 2
r=0 A= cos2(2)
_ 3
A= cos2(3) U Yy = 0
y=1 2?2 =1
y> 32

11 secondo sotto-sistema non ha soluzione, dunque troviamo il punto critico vincolato

0
Q2 = :
1
I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

s = (s =tan (50) . fQ=tan () . Q) =tan(3).

per cui il massimo di f & tan (3) e il minimo & tan (32).



Esercizio 2. Calcolare l'integrale
3
7y
———— dxdy
//Q 2 + 92
dove Q= {(z,y) eR? : 2 +y* <1, (z —1)*+y*> <1,y > 0}.

L’insieme ) e rappresentato nella figura 2.
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Figure 2: L’insieme (2.

Risolviamo l'integrale usando il cambiamento di variabili in coordinate polari, ossia

x = pcosf

y = psind e |detJy(p,8)=p.

bp0) = (@) con {

Dunque ponendo S l'insieme tale che 1(S) = 2, abbiamo

3y
—_— da:dy:// pt cos® O sind dpds.
//Q Va? 4+ y? S

Determiniamo adesso S e proviamo a scriverlo come insieme semplice. Dalla definizione di €
troviamo

S ={(p,0) € [0,400) x [-m, 7] : p* <1, p® —2pcosf <0, psinf >0}
La prima e la terza condizione ci dicono che
0<p<1l e 6H€]0,n]
mentre la seconda condizione & equivalente a
p < 2cosf.

Osserviamo innanzitutto che se > 7 si ha cosf < 0, dunque la disequazione p < 2cosf ha

soluzione solo per @ € [0, §]. Siamo quindi arrivati a

S:{(p,9)€[0,+oo)><[—7r,7r] : 0§0§g,0§p§1,p§2c050}
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Figure 3: L’insieme S.

L’insieme S ¢ rappresentato nella figura 3, e per scriverlo come insieme semplice dobbiamo
trovare 6 € [0, 7] tale che 2cos = 1. Si trova 6 = %, quindi

S:{(p,e) : Ogﬁgg,OSpgl}U{(pﬁ) :

//Q x;:g—/yﬂ dx dy = //S p4 cos® ) sin 6 dpdf =
1 5 2 cos 6
:/ (/ p' cos*0 sind dp) d0+/ (/ p* cos® 0 sinf dp> df =
0 0 = 0

3

Dunque

[y

1 2
:/ gcos39 sin9d0+/2 %COSSQ sin 6 df =
0 s

3

w3y

™

: — % (cos9 0) ‘

1 1 1 139

“320 Y20 T 720 ~ 2830

1
= ~30 (cos4 9) =

[SERRME]

Esercizio 3. Data la curva (v,1I), con I = [—1,1] e parametrizzazione
vi[-1,1] 5 R2, A() = (log(l ), t—i—cos(t))

i) dire se la curva é regolare;

Bisogna determinare se ci sono punti interni all’intervallo I in cui si annulla il vettore velocita

v/ (t). Essendo
2
/ 1+¢2
v (t) = ;
) < 1 — sin(t) )




il sistema

2 _
T =0
1 —sin(t) =0

non ha soluzioni. Dunque la curva ¢ regolare.

i) scrivere l’equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto P = (0, 1);

Innanzitutto troviamo tg € I tale che y(tg) = P risolvendo
log(1+t%) =0
to + cos(tp) =1

Quindi tg = 0. La retta tangente al sostegno di (v, ) nel punto P ¢ dunque generata dal vettore

velocita
0
¥ (to) ='(0) = ( . )

e quindi un vettore ortogonale alla retta e in vettore

()

L’equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto P ¢ quindi

1 (z—0)+0-(y—1)=0 < z=0.

ii1) calcolare il lavoro lungo la curva (v, 1) del campo di vettori

xT

e e

\/x2+y2 <1+\/:Jc2+y2)

Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. Il suo dominio & R? \ {(0,0)} e

OF: OF
wot(F) (@, ) = 55 (0:9) = 5 Hay) =
) ! .2 ! _
Or iy (14 Vil +i?) Va1 (14 /a1y
2r + —= 2y + L

NG y VT Ve 0
2 2 7
(\/x2+y2 (1+ x2+y2>) (\/xQ—i-yQ (1+ \/xQ—i-yQ))

=Y



Quindi il campo F ¢ irrotazionale. Essendo il suo dominio non semplicemente connesso, per vedere
se F & anche conservativo, dobbiamo valutare il suo lavoro lungo una curva chiusa che vada intorno
al “buco” (0,0). Scegliamo la curva

A(t) = (cost, sint) con te€ [0,2m].

Si trova )
L(F,7) = / ( —sint Fy(cost,sint) 4 cost Fy(cost, sin t)) dt =0,
0

quindi il campo F & anche conservativo.

Possiamo allora scrivere che se f(z,y) ¢ un potenziale del campo, essendo la curva (v, I) non
chiusa, con punto iniziale P = v(—1) = (log(2), —1+cos(—1)) e punto finale @ = v(1) = (log(2), 1+
cos(1)), abbiamo

L(F,y) = f(Q) — f(P) = f(log(2),1 + cos(1)) — f(log(2), =1 + cos(—1)).
Cerchiamo quindi un potenziale f. Dobbiamo quindi trovare una soluzione del sistema

of _ z
7 (%) Va2t (144/224y?)
of — y

7y (©Y) Varty? (14y/o24+y? )

Dalla prima equazione troviamo

z 1 d
f(x,w:/m(Hm) - | (mdm> o
—1log (14 V22 +92) + g(y).

Sostituendo nella seconda troviamo

Y

Y
/7% + 42 <1 + /T2 /72 + 42 (1 /2T y2)
da cui ¢'(y) = 0, e quindi g(y) = costante. Tutti i potenziali del campo F sono quindi della forma

f(z,y) = log <1+\/:1:2+y2) +ec.

+9'(y) =
)

Otteniamo allora

L(F,~) = f(log(2),14cos(1)) — f(log(2), —1+4cos(—1)) = log




