Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito del 08-01-2020

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione

fz,y) = log (1 +zt + 2y2>

i) scrivere per f il polinomio di Taylor di secondo grado nel punto (0,0);

ii) calcolare il limite

P G —y?

(@y)—=(00) /22 + 42

iii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare I'integrale

dx dy

I

dove Q = {(z,y) € R? : yZ—%,xQ—i—yzgl}.

Esercizio 3. (10 punti) Data la superficie
S ={(z,y,2) eR® : 2* +y® =log(l+2), 2 <e-—1}

i) scrivere una parametrizzazione globale di 3;

ii) calcolare il volume dell’insieme

VZ{(%Z/,Z)GR‘(; syt <log(l+2),2<e—1,22 4y > =

)

2



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
f(z,y) =log (1 +at + 2y2)

i) scrivere per f il polinomio di Taylor di secondo grado nel punto (0,0);

La funzione f(x,%) si puo scrivere come composizione delle funzioni g(x,y) = 1+ z* + 22 e
h(t) =log(t). La funzione h ha come dominio (0, +00) ed ¢ differenziabile almeno due volte in tutti
i punti del dominio, e la funzione g ha come dominio R? ed ¢ a valori maggiori o uguali a 1, inoltre
¢ differenziabile almeno due volte in tutti i punti del dominio. Otteniamo quindi che il dominio
naturale di f & X = R? e la funzione ¢ differenziabile almeno due volte in tutti i punti del dominio.
Possiamo quindi scrivere il suo polinomio di Taylor di secondo grado nel punto (0,0) e possiamo
calcolare le derivate parziali in (0,0) usando le solite formule di derivazione.

Per scrivere il polinomio di Taylor di secondo grado di f in (0,0) dobbiamo calcolare

f(0,0)=0
428 0
1.4+2y2
V(0,0) = V/(z,y) =" - ( )
(,y)=(0,0) Ttz ) (@w=00 \0
1222 (1424 4-2y?) —423 (423) —423(4y) 0 0
(1+2%4+2y42)2 (1+z142y2)2
Hf(OaO)ZHf(x>y) = 3 4 2 :< )
(z,y)=(0,0) (I;igii;yg)z 4(1+(T+;Z?i 2)y—24)12/(4y) (x,y)=(0,0) 0 4
Quindi
Ty(z,y) = 2y
i) calcolare il limite
i flzy) —y*
1m

(@9)—00) /22y
fy)—y?

I1 limite ha senso poiché (0, 0) & un punto di accumulazione per il dominio della funzione VT

di cui dobbiamo calcolare il limite. Usando il punto i) possiamo scrivere

pn @y -yt 2oyt -yt P ro(a )
(zy)=(00) /22 +y2  (29)—(00) V2 + y? (zy)—=(0,0) /2?2 + 92

2 2
. Y . Y
= lim ———+4o(vV2?2+y?)= lim ——
(z.9)—=(0,0) /22 + 32 (z,9)—=(0,0) /22 + 32
Usando la disuguaglianza y? < 22 + 32 si mostra che il limite esiste ed ¢ uguale a 0.
Il limite poteva essere svolto senza usare il polinomio di Taylor di f, usando che f(z,y) si
approssima con x* + 2y vicino a (0,0), e poi usando la disuguaglianza z* + y? < 22 + 92, che ¢
verificata se |z| < 1, dunque in un intorno di (0, 0).



ii1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

1
QZ{($,9)6R2 : y2—2,x2+y2§1}.

L’insieme 2 e rappresentato nella figura 1.

Figure 1: L’insieme 2.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su {2 dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume su eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici liberi interni a €2, sugli eventuali
spigoli del bordo e sui punti critici vincolati al bordo di €.

Abbiamo visto che la funzione f & differenziabile in R?. Nel punto i) abbiamo calcolato il
gradiente di f, da cui si trova che 'unico punto critico libero ¢ C = (0,0) che ¢ interno a €2, e va
quindi considerato.

Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di . Come spigoli indichiamo i punti

512 (—\/g —1>, 52: <\/§ —1) (& 33:(0,1)

27 2 27 2

1
F3={$=—v1—y2,—2§y§1}

Per quanto riguarda I'y possiamo usare la parametrizzazione

() = (t,—é), ‘e [—*f ?] ,



e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

V3 V3
2 2 |

(1) = Fon() =log (5 +14),  te [—, =

Si trova g} (t) = —@, 73), e identifica quindi il punto critico

Q1 = 11(0) = <o, ;) |

Per quanto riguarda I'y possiamo usare la parametrizzazione
— 1
’72(25):( 1_t2at)a t€|:_231:|7

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

3 . .
ﬁ, che si annulla in tg = 0 € (
vincolato

92(t) = f(72(t)) = log (2+t4), te [—; 1] .

Si trova gh(t) = %, che si annullainto =0 € (

1
—3,

Q2 ="2(0)=(1,0) .

Per quanto riguarda I's possiamo usare la parametrizzazione

73(t):<—m,t>, te [—1,1] ,

1), e identifica quindi il punto critico vincolato

2

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

g3(t) = f(3(t)) = log (2+t4), te [; 1] .

Si trova g5(t) = 4% che si annulla in to=0¢€¢ (—% , 1), e identifica quindi il punto critico vincolato

2+t
Q3 =73(0)=(-1,0) .

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

FO) =0, f(S1)=f(S2) =logTs, f(S5)=log3,
FQu=logs  F(@) = f(Qs) =log2.

2
Quindi il massimo di f e log 3 e il minimo & 0.

Esercizio 2. Calcolare l'integrale
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Figure 2: L’insieme §2.

dove Q = {(a;,y) cR?:y> —%, 2+ < 1}.
L’insieme 2 & rappresentato nella figura 2.

Per semplificare il calcolo usiamo il cambiamento di variabili in coordinate polari, ossia

x = pcosf

Y = psind e |detJy(p,8)=p.

¥(p,0) = (2,y) con {

Svolgiamolo con il cambiamento di variabili. Dunque ponendo S linsieme tale che ¥ (S) = €,

abbiamo .
————dxdy = // 1dpd0 .
//Q Va2 +y? S

Determiniamo adesso S e proviamo a scriverlo come insieme semplice. Dalla definizione di €2
troviamo

S = {(p,@) € [0,400) x [0,27] : psinf > —%, p* < 1}

La seconda condizione ci dice che

p€[0,1],
mentre la prima si riscrive come
P Z ~35n0 U —  2sinf
9 e [0,7] 0 € [m,2n]
da cui troviamo .
p € (0,+00) U P S ~3sing
0 €0, 0 € [, 2]

Mettendo dunque insieme la seconda condizione e la prima condizione riscritta come sopra, si
ottiene l'insieme rappresentato in figura 3 con p sulle ascisse e 6 sulle ordinate. Per scriverlo come
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Figure 3: L’insieme S.

insieme semplice dobbiamo considerare le soluzioni in [, 27] di

1
_ -1
2sin 6

che sono 07 = %71’ ety = %ﬂ. Dunque

7 7 11
= N S < < - a < < -
S {(079) 0<9<6770_P—1}U{(p’9) 67r<0<67r,0_p_ 2sin 6

11
U{(p,@) : 67r<9<27r,0§p§1}.

Dunque

1
dmdy://ld 40 —
//Q Va2 +y? S P

11

%71’ 1 T _2silﬁ 2 1
:/ (/ 1dp> d9—|—/ / 1dp d9:/ (/ 1dp> df =
0 0 I 0 Ln 0

6 6
11

_ %ﬂwe L e [T
_]A B 2sin 6 *_/; B

%” 6"

7 1 N6 11
=57~ (510g|tan§]> ., +2W_E7T:
4 1 tan L7
S | 12

37r 2 o8 tan%ﬂ

Esercizio 3. Data la superficie

Y= {(z,y,2) €R® : 2? +¢y? =log(l +2), z<e—1}



i) scrivere una parametrizzazione globale di X;

L’insieme X si puo interpretare come superficie di rotazione ottenuta facendo ruotare intorno
all’asse z il grafico della funzione y = g(z) data da g(z) = y/log(1 + 2z). Il dominio naturale della
funzione g ¢ I'insieme {log(1 + z) > 0} = {z > 0}, e quindi per X si considera ¢ : [0,e — 1] — R.

Possiamo quindi scrivere la parametrizzazione globale

c:D—R3, o(t,0) = (x/log(l +1t) cosf, \/log(l+1)sinf, t) .

con

D={(t0) eRx[0,2r] : 0<t<e—1}
ii) calcolare il volume dell’insieme

1
V:{(w,y,z)ERS : x2+y2<log(1+z),Z<e—1,:v2+y2>2}

1
L’insieme V' & definito quando log(1+z) > %, ossia per z > e2 — 1, quindi si puo riscrivere come

1
V:{(x,y,z)€R3 : 2§$2+y2§log(1+z),eé—1§Z§e—1}

In questo modo il volume di V' si puo calcolare utilizzando la formula di integrazione per strati

come .
vol(V') = /// 1dzdydz = /1 (// 1dmdy) dz =
% e2—1 %§x2+y2§10g(1+z)
e—1

e—1

1 =

e2—1

:W/eil (log(l—i-z)—%)dz:w<(1+z)log(1+z)—§z)

2
( e-f— l)
= —_ = 2
m 9 € .




