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1. La funzione f(x) =

Y
]

[
|x|(cos x)

3
sin

1

x

4
se x ”= 0

0 se x = 0,
nel punto x = 0

(a) non è continua (b) ha un punto angoloso

(c) ha un punto di cuspide (d)I è continua ma non ha derivata

Soluzione:

2. La funzione f(x) = |x| sin x, nel punto x0 = 0

(a)I è derivabile (b) ha un punto di cuspide (c) ha un punto angoloso (d) non è continua

Soluzione:



3. La funzione f :

1
0,

fi

2

2
≠æ R definita da f(x) =

tan x

x(1 + tan
2 x)

(a)I non ha asintoti (b) ha due asintoti verticali (c) ha un asintoto verticale (d) ha un asintoto obliquo

Soluzione:

4. La funzione F (x) =

Y
__]

__[

1 +

x⁄

0

arctan
! 1

t

"

1 + t
dt se x > 0

x arcsin x +
Ô

1 ≠ x2 se x Æ 0,

nel punto x = 0

(a) è derivabile (b)I ha un punto angoloso

(c) è continua a sinistra ma non a destra (d) ha un punto di cuspide

Soluzione:



5. Sia F (x) =

(sin x)2⁄

1

t

1 + t4 dt. Allora risulta che

(a) F ha un punto di minimo locale per x = 1 (b) F ha un punto di massimo locale per x = 0

(c)I F ha un punto di minimo locale per x = 0 (d) F ha un punto di massimo locale per x = 1

Soluzione:



6.
fi⁄

0

x sin(3x) dx =

(a)
1

9
(b) 3fi (c)I fi

3
(d)

fi

3
≠ 1

9

Soluzione:

7. La successione an =

3
(cos n)

2
+ (≠1)

n
(sin n)

2

cos(2n)

42



(a) è limitata inferiormente ma non ha minimo (b) diverge positivamente

(c) è infinitesima (d)I ha minimo

Soluzione:

8. Sia (an) la successione definita da an = n2
sin

nfi

2
. Allora

(a)I non esiste lim
næŒ

an (b) (an) è limitata inferiormente

(c) lim
næŒ

an = +Œ (d) (an) è limitata

Soluzione:

9. La successione an = en
(log(en

+ 1) ≠ log(en ≠ 1)), definita per n Ø 1,

(a) non è limitata inferiormente (b)I è limitata superiormente

(c) non ha limite ma è limitata (d) non ha né massimo né minimo

10. Se y(x) è la soluzione del problema di Cauchy

Y
]

[

yÕÕ
+ 2yÕ ≠ 15y = 0

y(≠5) = 3e25
+ 5e≠15

yÕ
(≠5) = ≠15e25

+ 15e≠15
allora y(2) =



(a) 40 +
3

32
(b) 15e≠10

(e4 ≠ 1) (c)I 3e≠10
+ 5e6

(d) ≠75e25
+ 45e≠15

Soluzione:



11. Sia y(x) la soluzione del problema di Cauchy

;
yÕ

= (y + 3)
3

y(0) = ≠2.
Allora y

3
≠3

2

4
=

(a)I ≠5

2
(b) ≠2 (c) ≠1

2
(d)

Ú
1

2
≠ 3

12. Sia y(x) una qualsiasi soluzione dell’equazione di�erenziale yÕ
= y + e3x

. Allora lim
xæ+Œ

y(x) =

(a)
1

2
(b) dipende dalla soluzione scelta

(c) 0 (d)I +Œ
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Esercizio 1 Studiare la funzione

f(x) =

8
<

:
e�1/x2

se x > 0

0 se x  0.

determinandone insiemi di definizione, continuità e derivabilità, eventuali asintoti (compresi quelli obliqui), punti di

massimo e minimo locali, estremi superiore e inferiore o massimo e minimo, intervalli di convessità e concavità e punti

di flesso. Tracciare un grafico approssimativo della funzione.

Soluzione

La funzione è definita per ogni x 2 R e continua per ogni x 6= 0. Verifichiamo la continuità in x = 0 da destra (da

sinistra è ovvia).

lim
x!0+

f(x) = lim
x!0+

e�1/x2

= e�1
= 0

quindi f è continua in x = 0. Vediamo la derivabilità in x = 0. Da sinistra avremo

f 0
�(0) = lim

x!0�

f(x)� f(0)

x� 0
= lim

x!0�

0� 0

x
= 0.

Da destra

f 0
+(0) = lim

x!0+

f(x)� f(0)

x� 0
= lim

x!0+

e�1/x2 � 0

x� 0
= lim

t!+1

e�t2

1
t

= lim
t!+1

t

et2
= 0.

La funzione è quindi derivabile anche in x = 0 (in tutti gli altri punti è ovviamente derivabile) e f 0
(0) = 0. Vediamo

gli asintoti.

lim
x!�1

f(x) = lim
x!�1

0 = 0

quindi f ha l’asintoto orizzontale di equazione y = 0 per x ! �1.

lim
x!+1

f(x) = lim
x!+1

e�1/x2

= e�1/+1
= e0 = 1

quindi abbiamo l’asintoto orizzontale di equazione y = 1 per x ! +1. Non ci sono asintoti verticali o obliqui.

Studiamo la monotonia calcolando la derivata. Ovviamente

f 0
(x) = 0 8x < 0

Se invece x > 0 avremo

f 0
(x) = e�1/x2

(�(�2)x�3
) =

2e�1/x2

x3
> 0 8x > 0.

Ne segue che f è costante in (�1, 0] e strettamente crescente in [0,+1). I punti in (�1, 0] sono tutti di minimo e

la funzione non ha massimo. Inoltre

min(f) = 0, sup(f) = 1.

Calcoliamo ora la derivata seconda per vedere la convessità. Se x < 0 avremo che f 00
(x) = 0. Se x > 0 allora

f 0
(x) = 2e�x�2

(x�3
) quindi

f 00
(x) = 2

⇣
e�x�2

(�(�2)x�3
(x�3

) + e�x�2

(�3)x�4
⌘
= 2e�x�2 �

2x�6 � 3x�4
�
=

2e�1/x2

(2� 3x2
)

x6
.

Dato che e�1/x2

> 0 e x6 > 0 per ogni x > 0, otteniamo che

f 00
(x) > 0 se 0 < x <

r
2

3
, f 00

(x) < 0 se x >

r
2

3



quindi f è convessa in

h
0,
q

2
3

i
e concava in

hq
2
3 ,+1

⌘
. Dato che f è derivabile in x = 0 e che f è (debolmente)

convessa in (�1, 0] possiamo anche dire che f è debolmente convessa in

⇣
�1,

q
2
3

i
. Il punto x =

q
2
3 è punto di

flesso.
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Esercizio 2 Dire se la successione

an = (�1)
n log

�
1
n2

�
� sin

�
1
n2

�

e1/n6 � 1

è superiormente o inferiormente limitata.

Soluzione

Osserviamo che

lim
n!+1

log
�

1
n2

�
� sin

�
1
n2

�

e1/n6 � 1
=

log 0� sin 0

e0 � 1
=

�1� 0

0+
= �1

dove abbiamo tenuto conto del fatto che il denominatore è sempre positivo.

Per la presenza del fattore (�1)
n
otteniamo che la sotto successione di indici pari diverge negativamente, mentre

quella di indici dispari diverge positivamente. Ne segue che la successione (an) non è né superiormente né inferiormente

limitata.

Esercizio 3 Calcolare l’integrale indefinito Z
x2

arctanx dx.

Soluzione

Integriamo per parti derivando arctanx e integrando x2
:

Z
x2

arctanx dx =
x3

3
arctanx�

Z
x3

3

1

1 + x2
dx.



Utilizzando la divisione tra polinomi, otteniamo che

x3
= x(x2

+ 1)� x

quindi Z
x3

1 + x2
dx =

Z
x� x

1 + x2
dx =

x2

2
� 1

2
log(1 + x2

) + c.

Riunendo tutti i risultati otteniamo

Z
x2

arctanx dx =
x3

3
arctanx� 1

3

✓
x2

2
� 1

2
log(1 + x2

)

◆
+ c.


