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1. La funzione f: R\ {0} — R definita da f(z) = Y1+ 3z — cosx —sinz

22
» (a) ¢ limitata inferiormente e ha massimo

(b) ha minimo ma non ha massimo
(¢) non & limitata

(d) non ha né massimo né minimo

Soluzione:
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. L'insieme A = {z%sin(2?) : 2 € R,z > 0}

(a) ¢ limitato (b) ¢ limitato inferiormente ma non superiormente
(c) e limitato superiormente ma non inferiormente »

(d) non & limitato né inferiormente né superiormente
Soluzione:
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3. La funzione F : R — R definita da F'(z) = /t(t — 1)3earetant gi
22

(a)
(b)
(c)
(

non ha né massimi né minimi locali
ha un solo punto di minimo locale e un solo punto di massimo locale
ha un solo punto di minimo locale e nessun massimo locale

d) ha due punti di massimo locale e uno di minimo locale

Soluzione:
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5. /(Sn%dx
1

)
(a) diverge positivamente (b) converge ma non converge assolutamente
(c) diverge negativamente » (d) converge assolutamente
Soluzione:
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6. La funzione F : (0,1] — R definita da F(z) = /T e tdt
0

(a) non & limitata né inferiormente né superiormente» (b) & limitata sia superiormente che inferiormente

(¢) & limitata superiormente ma non inferiormente (d) ¢ limitata inferiormente ma non superiormente

Soluzione:
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7. La successione a,, = log (n + (—1)") 4+ (—1)™ log n, definita per n > 2

» (a) ha minimo ma non ¢ limitata (b) ha sia massimo che minimo

(¢) non ha limite ma & limitata (d) non ha né massimo né minimo

Soluzione:
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(a) 400 (b) Z » (¢)5b (d) 0

Soluzione:
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9. La serie ; m

(a) diverge negativamente (b) converge ma non converge assolutamente
» (c) diverge positivamente (d) converge assolutamente
Soluzione:
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1
10. La serie Z (

log n)2logn
£ (logn)

(a) diverge positivamente

» (b) converge assolutamente
(c) diverge negativamente

(d) converge ma non converge assolutamente
Soluzione:
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11. I punti stazionari della funzione f(z,y) = e**¥(y? — xy) sono

(a) uno > (b) due (¢) infiniti (d) nessuno

Soluzione:
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12. La funzione f : R? — R definita da f(z,y) = 2% + elv=31 — 1

(a) non ha né massimo né minimo » (b) ha minimo ma non ha massimo

(¢) e limitata inferiormente ma non ha minimo (d) ha sia massimo che minimo

Soluzione:
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Esercizio 1 Studiare la funzione

22
flz) = 5 +log |z + 1]

determinandone insiemi di definizione, continuita e derivabilita, eventuali asintoti (compresi quelli obliqui), punti di
massimo e minimo locali, estremi superiore e inferiore o massimo e minimo, intervalli di convessita e concavita e punti
di flesso. Determinare inoltre il numero degli zeri della funzione. Tracciare un grafico approssimativo della funzione.

Soluzione

La funzione non ¢ definita per x = —1, il suo dominio quindi ¢ D = (—o0, —1) U (=1, +00). Si puo esplicitare il
valore assoluto nella funzione ottenendo
22
— +log(z+1) perz>-1
2
5 +log(—x—1) perz<—1

Abbiamo che f(0) = 0. Poiché log(—z — 1) > 0 per x < —2 e tende a —oco per x — —17, si pud concludere che la
funzione f(z) ha almeno un altro zero per z € (—2,—1). La funzione inoltre & sicuramente positiva per > 0 e per
x < —2. Valgono i seguenti limiti

lim f(z)= lim f(z)=4o0,

T——00 T—+00
i = 1 = —00.
lim f(z) = lim f(z) = —oo

La derivata della funzione &

1 22 +zr+1
") =2+ = )

(@) z+1 r+1

Per studiare il segno della derivata prima osserviamo che il numeratore € sempre positivo, quindi il segno dipende solo

dal denominatore. La derivata risulta sempre positiva per z > —1 e negativa per x < —1. Possiamo concludere allora
che la funzione ha solo i due zeri trovati precedentemente. La derivata seconda vale

weN 4 1 _z(r+2)
fia) =1 (x+1)2  (z+1)2

ed e positiva per z < —2 e per x > 0, negativa per —2 <z < —1 e per —1 < x < 0. La funzione presenta due flessi in
r=—-2einx=0.
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Esercizio 2 Discutere la convergenza dell’integrale improprio

e 1 1

/ sin — dx
log x log x

1

Soluzione

La funzione integranda & continua in (1, +00) e non limitata in un intorno di 1. Dividiamo lintervallo di integrazione

nel punto z = 2. Osserviamo che
1
(i) =
log

2
[ ()] =
logx

1

converge assolutamente, quindi converge. Invece, per ogni € > 0, utilizzando la sostituzione x = 1 + ¢, risulta

quindi

2

1
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/ log 1: / log (1+1)
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quindi

/ 1 i 1

/— dr = /—7 dt

log = log(1+1t)

1 0
Dato che

log(1+1t) =t+o(t), t—0
si ha che
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Poiché

per il criterio del confronto asintotico otteniamo che

7 1
/— dr = —00
log x
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1 1
/sin — dxr = —o0.
log x log x
1

Per x — 400, utilizzando lo sviluppo di Taylor di sint con t = @, risulta che

1\ 1 (1
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quindi

1og4 x
quindi
() ~ e ~ e+ ()
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log = log = 6log® log* =
Dato che
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per il criterio del confronto asintotico abbiamo che
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Quindi

diverge negativamente.

Esercizio 3 Determinare, al variare del parametro o € R, il comportamento della serie

nom

D

n>1

Soluzione

La serie € a termini positivi, per ogni a € R. Utilizziamo il criterio del rapporto ponendo

nom,
Ay = 7'
n!
an1 _ (DDl (e
a,  (n+1)! non  pon '
Dato che
1 an 1 n «
fim PEDT <(1+ ) ) _ e
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abbiamo che

0 sea <1

. Ap+1
lim =9 e sea=1
n—+00 Ay

+o0o sea > 1.

Dal criterio del rapporto otteniamo quindi che la serie converge se a < 1 e diverge positivamente se a > 1.



