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1. La funzione f(x) =
x3

x4 + 1
log

1
e(x2)

+ 1

2

(a) ha un asintoto orizzontale e uno verticale

(b)I ha un asintoto obliquo e nessun altro tipo di asintoto

(c) non ha nessun tipo di asintoto

(d) ha un asintoto verticale e nessun altro tipo di asintoto

Soluzione:



2. Sia f : (≠1, + Œ) ≠æ R definita da f(x) =

;
sin x + cos x se x Ø 0

log(1 + x) se x < 0.
Allora

(a) f è continua in (≠1,0] (b)I lim
xæ0≠

f Õ
(x) = f Õ

+(0)

(c) f Õ
(0) = 1 (d) f è continua in (≠1, + Œ)

Soluzione:

3. Se F (x) =

e2⁄

log x

t2

et + e3t
dt allora F Õ

(e2
) =

(a)
4

e2 + e6 (b)
e4

e(e2) + e(3e2) (c)I ≠4

e8 + e4 (d) 0

Soluzione:

4.
≠2⁄

≠3

x + 3

2 ≠ x
dx =

(a)I ≠1 + 5 log
5

4
(b)

1

4
(c) 5 log 4 ≠ 5 log 5 (d) non esiste

Soluzione:



5.
+Œ⁄

0

3
e

x≠1
x+1 ≠ 1

e

4
1

x
3
2

dx

(a) diverge positivamente (b) non esiste (c) diverge negativamente (d)I converge

Soluzione:



6. Sia f :

1
0,

fi

2

2
≠æ R definita da f(x) =

sin x(cos x ≠ 1)

(ex2 ≠ 1)
Ô

x log(1 + x)
. Allora

(a)

fi
2⁄

0

f(x) dx = ≠Œ (b)I

fi
2⁄

0

f(x) dx esiste finito (c)

fi
2⁄

0

f(x) dx non esiste (d)

fi
2⁄

0

f(x) dx = +Œ

Soluzione:



7. lim
næ+Œ

A3
log

3
1 ≠ 1

n

442
≠ 1

n2

B
(n3 ≠ e)

(a) vale +Œ (b) vale ≠Œ
(c)I è un numero reale diverso da 0 (d) vale 0

Soluzione:



8. La successione an = log(2en ≠ n) ≠ n, n Ø 1

(a) non ha né massimo né minimo (b) ha sia massimo che minimo

(c) ha massimo ma non ha minimo (d)I ha minimo ma non ha massimo

Soluzione:



9. La serie

ÿ

nØ1
(≠n)

3
3

n sin
1

n

4(n3)

(a) diverge positivamente (b) converge ma non converge assolutamente

(c)I converge assolutamente (d) diverge negativamente

Soluzione:





10. La serie

ÿ

nØ1

(≠1)
ne≠4n

log
2 n

n + 1

(a) è indeterminata (b) diverge a +Œ
(c) converge semplicemente ma non assolutamente (d)I converge assolutamente

Soluzione:

11. L’insieme dove i gradienti delle due funzioni f(x,y) = x2
+ y2

e g(x,y) = (x ≠ 1)
2

+ (y ≠ 3)
2

sono paralleli

(a)I è costituito da infiniti punti allineati (b) è costituito da un solo punto

(c) è vuoto (d) è costituito da due punti

Soluzione:

12. Gli insiemi di livello della funzione f(x,y) =
3y

x
sono

(a) archi di iperbole (b) archi di parabola

(c)I rette private di un punto (d) ellissi



Soluzione:
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Esercizio 1 Studiare la funzione

f(x) =
2√
|x− 3|

+ 5 log |x− 3|

determinandone insiemi di definizione, continuità e derivabilità, eventuali asintoti (compresi quelli obliqui), punti di
massimo e minimo locali, estremi superiore e inferiore o massimo e minimo, intervalli di convessità e concavità e punti
di flesso. Determinare inoltre il numero degli zeri della funzione. Tracciare un grafico approssimativo della funzione.

Soluzione

Data la presenza del logaritmo e del termine al denominatore, dobbiamo imporre |x−3| 6= 0 quindi si ha che l’insieme
di definizione di f è dato da D = (−∞, 3) ∪ (3,+∞). Osserviamo che la funzione è tale che f(x + 3) = f(−x + 3),
questo implica che il grafico di f è simmetrico rispetto alla retta x = 3. Inoltre possiamo calcolare il limite per x→ 3
con la sostituzione t = |x− 3| come segue

lim
x→3

2√
|x− 3|

+ 5 log |x− 3| = lim
t→0+

2 + 5
√
t log t√
t

= +∞.

La retta x = 3 risulta essere un asintoto verticale per f . Calcoliamo anche

lim
x→+∞

f(x) = +∞

e
lim

x→−∞
f(x) = +∞.

Escludiamo la presenza di asintoti obliqui poichè f(x) ∼ 5 log |x − 3| per x → ±∞. La funzione è derivabile nel suo
insieme di definizione in quanto composizione di funzioni derivabili. Ne calcoliamo la derivata prima ed otteniamo

f ′(x) =


1

x−3

(
5− 1√

3−x

)
se x < 3

1
x−3

(
5− 1√

x−3

)
se x > 3.

Si ha che f ′(x) = 0 in x = 74
25 e in x = 76

25 con f ′(x) > 0 per 74
25 < x < 3 e per x > 76

25 . Ne deduciamo che i punti x = 74
25

e x = 76
25 sono di minimo assoluto per f , f è crescente in

[
74
25 , 3

)
e in

[
76
25 ,+∞

)
, mentre f è decrescente in

(
−∞, 7425

]
e

in
(
3, 7625

]
. Inoltre vale f

(
74
25

)
= f

(
76
25

)
= 10(1− log 5) < 0. Poichè f(0) > 0, il teorema degli zeri ci garantisce che f

ammette quattro zeri x1, x2, x3, x4 con

0 < x1 <
74

25
< x2 < 3 < x3 <

76

25
< x4.

Sfruttiamo ora la simmetria rispetto alla retta x = 3 e calcoliamo f ′′(x) solo per x < 3. Abbiamo per x < 3

f ′′(x) =
3

2

1

(3− x)5/2
− 5

(x− 3)2

che si annulla per x = 291
100 ed è strettamente positiva per 291

100 < x < 3, intervallo ove la funzione risulta quindi
strettamente convessa. La funzione risulta invece concava per −∞ < x < 291

100 . Il punto x = 291
100 è di flesso. Per

simmetria concludiamo nel caso x > 3.
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Esercizio 2 Discutere, al variare del parametro reale α > 0, la continuità e la derivabilità della funzione

f(x) =


0 se x ≤ 0

sin(αx2)− (sinx)2

e(x2) − 1
se x > 0.

Soluzione

Visto che e(x
2) − 1 6= 0 per x > 0, l’unico punto problematico per la continuità è x = 0. Ovviamente si ha

lim
x→0−

f(x) = 0 = f(0), quindi basta preoccuparsi del lim
x→0+

f(x). Usando gli sviluppi di Taylor vediamo che

sin(αx2)− (sinx)2

e(x2) − 1
=

(α− 1)x2 + o(x2)

x2 + o(x2)

da cui segue che il limite lim
x→0+

f(x) è 0 se e solo se α = 1. Dunque la f(x) è continua su tutto R se e solo se α = 1, e

per α 6= 1 è continua su R \ {0}, ma discontinua in 0.
Per quanto riguarda la derivabilità, la f(x) è derivabile in R \ {0} per qualsiasi α, con derivata f ′(x) = 0 se x < 0

e

f ′(x) =
(2αx cos(αx2)− 2 sinx cosx)(e(x

2) − 1)− (sin(αx2)− (sinx)2)(2xe(x
2))

(e(x2) − 1)2

se x > 0.
Rimane da preoccuparsi di x = 0, e visto che derivabile implica continua, l’unica possibilità è che α = 1.

Chiaramente f ′−(0) = 0, quindi dobbiamo vedere se f ′+(0) = lim
h→0+

f(h)−0
h = 0 oppure no.

Per h→ 0+, sviluppando il numeratore a ordine 3 abbiamo

f(h)− 0

h
=

sin(h2)− (sinh)2

h(e(h2) − 1)
=
h2 + o(h3)− (h2 + o(h3))

h3 + o(h3)
=

o(h3)

h3 + o(h3)
→ 0

e quindi la f(x) per α = 1 è effettivamente derivabile su tutto R.



Esercizio 3 Studiare la convergenza, semplice ed assoluta, della serie

∑
n

(−1)n + (n2)
√
n

n
.

Soluzione

La serie è a termini positivi, in quanto (n2)
√
n = n

1
n2 ≥ 1 per ogni n ∈ N, quindi la convergenza semplice e assoluta

sono equivalenti.
Scriviamo ∑

n

(−1)n + (n2)
√
n

n
=
∑
n

(−1)n

n
+
∑
n

(n2)
√
n

n
.

La prima serie converge per il criterio di Leibnitz. Per quanto riguarda la seconda serie, visto che

(n2)
√
n = n

1
n2 = e

log n

n2 → e0 = 1

quando n→ +∞, per il criterio del confronto asintotico si ha lo stesso comportamento della serie armonica
∑
n

1
n , che

diverge positivamente.
In conclusione, la serie data diverge positivamente.


