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xlog(1 + x) — sin(a?)

3 sex >0
x
1. La funzione definita da f(z) = nel punto z =0
— 2)2
—z+27 sz <0,
8
(a) ha un punto di cuspide (b) & continua a sinistra ma non a destra
» (c) ha un punto angoloso (d) & derivabile
2 a?) —2
2. La funzione f : (0, 4+ c0) — R definita da f(z) = cosz+ 51511( )
x
> (a) ¢ limitata inferiormente ma non superiormente (b) non & limitata né superiormente né inferiormente
(c) e limitata superiormente ma non inferiormente (d) é limitata
sin( = 1 T )
3. lim / et =
xr——+00
0
> (a)e (b) non esiste (¢) +o0 (d) o
-6
1—-2z
4. dr =
/ z+3
7
15 3 4910g 3 7
— +log — b —32logd » —1+4log3 —8log2 d) —
(a) 2 +log 2 (b) 2 sl0g4 w (c) ~1+4log3 - Slog2  (d) o
+oo
t -1
5 / ) arc an(x ) I
0
(a) diverge negativamenke (b) non esiste (¢) diverge positivamente (d) converge
6. / .x dx
sin
0
(a) converge (b) diverge negativamenwe (c) diverge positivamente (d) non esiste
Togn
7. lim (1 — cos ) =
n—oo
1
(a) 400 > (b) = (c¢) 0 (d) log2
8. La successione a,, = 5n — sin(4n) + cos(n?)
(a) non ha limite > (b) é strettamente crescente(c) converge (d) ha massimo
n +n
9. La serie Z
n>1
(a) converge assolutamente » (b) diverge positivamente
(c) diverge negativamente (d) converge semplicemente ma non assolutamente
10. La serie Z esinn (sin 1 + (=1)"sin 1)
n en
n>1
(a) converge assolutamente (b) converge ma non converge assolutamente
» (c) diverge positivamente (d) ¢ indeterminata




11. L’insieme di definizione della funzione f(z,y) = /1 — 22 — (y — 3)2 log(y — )
> (a) e chiuso (b) & sia aperto che chiuso

(¢) non & né aperto né chiuso (d) ¢ aperto

12. Sia f(x,y) = e*T¥ + 22 — 2y. In quale dei seguenti insiemi esiste almeno un punto dove si annulla il gradiente di f?
> (a) {(zy) ER?: 1 <2’ +y? <25} (b) {(zy) eR?: 2% +42 <1}
(¢) {(zy) ER*:y —z <0}

(d) {(zy) € R? : zy > 0}

9
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Universita di Pisa - Corso di Laurea in Informatica

Analisi Matematica
Pisa, 15 dicembre 2021

Esercizio 1 Studiare la funzione
f(x) = z/log |z|

determinandone insiemi di definizione, continuita e derivabilita, asintoti (compresi quelli obliqui), massimo e minimo
(oppure estremi superiore e inferiore), punti di massimo e di minimo locali, punti angolosi e di cuspide, intervalli di
convessita e punti di flesso.

Soluzione

La funzione & definita per tutti gli + # 0 per la presenza del logaritmo, quindi il suo insieme di definizione &
D = (—00,0) U (0, +00). Osserviamo che f ¢ una funzione dispari (f(—z) = —f(x)), quindi ¢ sufficiente lo studio del
grafico per > 0 dove la funzione f(x) = x{/log(x). Poiché x = 0 non appartiene all’insieme di definizione, I'unico
punto z € D tale che f(z) =0 ¢ Z = 1. Inoltre f(z) >0sex >1e f(x) <0se 0 <z < 1. Calcoliamo i limiti agli
estremi del dominio, considerando f ristretta a (0, +00). Abbiamo

lim f(z) =0,

z—0t

li = .

A /() = Ho0

Non esistono quindi asintoti orizzontali, né verticali. Verifichiamo se esiste un asintoto obliquo per x — 4o0. Cal-

coliamo 11141_1 flz)/x = liT ¢/log(x) = 400 quindi non pud esistere I'asintoto obliquo per z — +o00. Dal calcolo
T—r+00 Tr—r+00

dei limiti, deduciamo che f non & limitata superiormente. Per cercare eventuali punti di minimo e massimo locali
calcoliamo la derivata prima e ne studiamo il segno. Abbiamo per x > 0ed z # 1

1 1 _ 3log(z) +1
3 {/(log(x))?  3%/(log(x))?

Allora f'(z) = 0 per = e~'/3. Poiché il denominatore di f'(x) & sempre positivo, il segno della derivata prima
dipende dal segno del numeratore. Quindi f’(z) > 0 per e=/3 < 2 < 1ex > 1 mentre f'(z) < Oper 0 <z < e /3. 1l
punto z = e~ /% & un punto di minimo locale, non esistono punti di massimo locale per z > 0. Per 2 — 0, 1 (x) = —o0;
per x — 1, f'(x) — 4oo. Il grafico di f ha tangente verticale in © = 1. Per simmetria della funzione avremo che
z = —e /3 & un punto di massimo locale e non esistono punti di minimo locale per z < 0, z = —1 & un punto a
tangente verticale. Inoltre, sempre utilizzando il fatto che f € una funzione dispari, possiamo affermare che f non e

inferiormente limitata ( lim f(z) = —o00). Studiamo poi la derivata seconda. Si ha per > 0, v # 1
Tr—r—00

f'(x) = (log(2))"/* +

3log(x) — 2

9z {/(log())*

Essa si annulla, ovvero f”(z) = 0, per z = ¢*/3. Per 0 < x < 1 il denominatore di f” ¢ negativo ed anche il numeratore
lo &, quindi f & convessa per z € (0,1). Se invece 1 < < €?/3, il numeratore di f” continua ad essere negativo, ma
il denominatore & positivo, quindi sull’intervallo (1,e2/3) f risulta concava; infine per = > €2/3 la derivata seconda &
sempre positiva e la funzione f & convessa. Il punto z = e2/? & un punto di flesso. Il punto z = 1 & un punto di flesso
a tangente verticale. Un grafico qualitativo di f e il seguente.

f(x) =
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Esercizio 2 Calcolare I'integrale
e3
/ (logz)®
z (1 — (logz)?)
e2
Soluzione
Calcoliamo prima una primitiva. Con la sostituzione
dt 1 d
t=logx, — =—, —x:dt
dr =z T
otteniamo
log z)? t3 t3—t+t t(t? —1 t 1 [ =2t
%da:: ——dt = 7+dt: gdt+ ——dt= [ —tdt — = dt
z (1 — (logx)?) 1—1¢2 1—1¢2 1—1¢2 1—1¢2 2) 1—¢2
21 log? x

1
= —5 —5log[l = +c= — 5 log[1 —log” [ — c.

2
Dal teorema di Torricelli otteniamo che

2

63

(log z)3 log?z 1 9
OBV gy = |- ~ Zlog|l -1
/x(l—(logz)Q) . 5 gl —logal

eS

e2
e2

1 1 1
=3 (log2(63) +log |1 - log2(e?’)| —log?(e?) — log 11— logQ(ez)’) =-3 (9+1log8 —4 —log3) = —3 (5 + log 2) .



Esercizio 3 Calcolare, se esiste, il limite della successione
ap, = (=1)" (el/”3 - 1) n?.

Dire inoltre se la successione ha massimo o minimo.

Soluzione

Utilizziamo lo sviluppo di Taylor della funzione esponenziale

el =1+t+o(t), t—0

con la sostituzione ¢t = % che e lecita dato che t — 0 se n — 4o00. Otteniamo quindi che

1 1 1
an=(-D"{1+—=+o(—=)—1]n"=(-1)"(1+0(1)) -
o= (14 g o (o (1" (1 4+ o(1) -

Poiche la quantita (—1)™ ¢ limitata, si ha che

lim a, = 0.

n—oo
Osserviamo ora che, per ens > 1, per ogni n > 1, quindi la successione assume sia valori positivi che negativi. Per il
teorema di Weierstrass generalizzato (nella versione per successioni) abbiamo allora che la successione ha sia massimo
che minimo.



