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Esercizio 1 Studiare la funzione
f(z) =+/|z? = 1|(z — 1)

determinandone insieme di definizione, eventuali asintoti (compresi quelli obliqui), eventuali punti angolosi e di cuspide,
punti di massimo o di minimo locali, massimo e minimo o estremi superiore e inferiore.

Soluzione

La funzione & definita in tutto R, dato che la quantita sotto radice & sempre non negativa. La funzione inoltre
& continua in ogni punto, quindi non ci sono asintoti verticali. Calcoliamo i limiti per determinare eventuali asintoti

orizzontali.
lim (@) = v/[(=0)2 = 1](—00 = 1) = y/[+ 50](~0) = —o0,
Jim f(2) = V/[(#00)? = Tf(+00 — 1) = V/[+ o0l (+0) = +oo.

Non ci sono quindi asintoti verticali. Verifichiamo ora la presenza di eventuali asintoti obliqui.

[(—o0)2 — 1| 1 = 400,

T——00 I :cﬁf
lim L: Vi [(+00)2 =1 1 =40
z—+oo T x—>+oo ’

quindi non esistono neanche asintoti obliqui.
Dai risultati sui limiti possiamo anche dedurre che

inf(f) = —00,  sup(f) = +o

e che la funzione non ha né massimo né minimo.
Osserviamo ora che
22 —1>0 < z € (—o0,—1]U[l,+0c0)

quindi
22 —1(x—1) sexz € (—oo,—1]UIL, +00)
V1i—22(x—1) sexe(—1,1).
Calcoliamo ora la derivata. Se z € (—oo, —1) U (1, +00) allora
2z rx—1)+ (22 -1) 22%2-2-1
"(z (-1 +vVa2-1= = )
fle)= 22— 1 x?—1 x?—1

Il denominatore ¢ sempre positivo, quindi il segno di f’ & determinato da quello del numeratore

1++v1+8 1
22— —1=0 < x:%zloppure — 3

quindi

1 1
202 —x—1>0 < € (—oo,—)u(l,—l—oo), 202 —r—1<0 < z € (—2,1>.

2

Tenendo conto che il calcolo appena eseguito & stato fatto per x € (—oo, —1) U (1, +00), otteniamo che

z € (—o0,—1) U (1,+00) = f'(z) > 0.



Se invece z € (—1,1) risulta
2z —z(z—1)+(1—-2?) —22°+z+1
21 — 22 V1—a2 V1—1x2
Osserviamo che il denominatore ¢ sempre positivo e che il numeratore ¢ esattamente 'opposto di quello ottenuto
precedentemente. Il calcolo ¢ quindi immediato e si ottiene che

7(@) (x—1)+ V122 =

1 1
-2 +2+1>0 < € (—2,1), 212+ 24+1<0 <= z¢€ <—oo,—2)U(1,+oo).

Combinando questo risultato con il fatto che x € (—1,1) abbiamo che

x € <—1,—;> = f'(x) <0, f (—i) =0, z¢€ (—i,l) > 0.

Mettendo insieme tutti i risultati abbiamo che la funzione & strettamente crescente in (—oo, —1], strettamente de-
crescente in [—1, —é], strettamente crescente in [—%, +oo). Il punto di ascissa x = —1 ¢ di massimo locale mentre
T = —% € di minimo locale. Cerchiamo ora di capire se nei punti x = —1 e x = 1 la funzione & derivabile. Dato che in

tali punti la funzione & continua, possiamo provare a calcolare il limite della derivata.

z(z—1)+ (22 -1) —1(-2)+0 _

. ! . . —
P N =
—z(z—1)+(1—-22) 1(-2)+0
lim f'(z)= lim pe= D=2 H=D+0 —00,

z——1+ rz——1+ V11— 22 0+

quindi il punto x = —1 & di cuspide.
) . —x(r—1)+ (1 —2?) y z(l-z)+(1-2)(1+2) . (1—z)(1+ 2x)
= lim = lim = lim —%———-
z—1- z—=1- V1— a2 z—1- (1-—2)(1+=x) e—1- V1—zV/1+2
 VI—a(l+2) 0-3
x—1— vV 1 +x o \/i -
. ox(r—1)+ (22 -1) i zx—1)+ (z—1)(z+1) . (x=1)(2x+1)
im = lim —(—=——+-—2
1+ z—1t 2 —1 T—1+ (.1‘ — 1)(1‘ + 1) z—1+ \/-m\/‘m
o ver—12zx+1) 0-3
r—1+ v+ 1 n \/§ B

0.

0.

Quindi nel punto z = 1 la funzione & derivabile e f'(1) = 0.
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Esercizio 2 Calcolare l'integrale indefinito

/1og(5c2 +9)dz.

Soluzione

Eseguiamo l'integrazione per parti:

2249-9

/log(x2+9)dx:/1-10g(x2—|—9)dx:xlog(x2—|—9)—/xmdx:xlog(xQ—l—Q)—Z/de

9 dx
2 2

Calcoliamo l'ultimo integrale con la sostituzione 3 = ¢, dz = 3dt

dx 3 x
3 = 5 dt = 3arctant 4+ ¢ = 3arctan - + c.
& +1 t“+1 3

Quindi
/].Og(l'2 + 9) dx = (E].Og($2 + 9) — 2 + 6arctan§ +c.

Esercizio 3 Risolvere il problema di Cauchy

y" — 6y’ + 9y = —2cos(2z) + 29sin(2x)
y(0) =2
y'(0) = 0.

Soluzione

Risolviamo prima l’equazione omogenea associata
y' =6y +9y =0

il cui polinomio caratteristico
A —6A+9

ha la radice A = 3 con molteplicita 2. La soluzione generale dell’omogenea e quindi
yo(z) = 13 + core®®.
Dato che 2i non ¢ radice del polinomio caratteristico, cerchiamo una soluzione particolare della forma
y = Acos(2z) + Bsin(2z).
Deriviamo due volte per determinare i coefficienti A e B.
y = —2Asin(2z) + 2B cos(2x)
y" = —4Acos(2x) — 4B sin(2z).
Sostituendo nell’equazione completa otteniamo
—4Acos(2z) — 4B sin(2x) — 6 (—2Asin(2x) + 2B cos(2z)) + 9 (A cos(2x) + Bsin(2z)) = —2 cos(2x) + 29sin(2z).

Quindi
(—4A —12B + 9A) cos(2x) + (—4B + 12A 4+ 9B) sin(2z) = —2 cos(2x) + 29sin(2z).



Uguagliando i coefficienti di seno e coseno otteniamo il sistema lineare

54 —12B = -2
12A  +5B =29
che ha come unica soluzione A = 2, B = 1. La soluzione particolare ¢ quindi
g = Acos(2z) + Bsin(2z) = 2 cos(2x) + sin(2x).
L’integrale generale dell’equazione completa risulta quindi
y(x) = yo + 7 = 1> + cpxe3® + 2 cos(2z) + sin(2z).

Ne segue che
Y (2) = 3c1€>* + c2€>® + 3caze® — 45sin(27) + 2 cos(2z).

Avremo allora
y(0)=c1+2, 9'(0)=3c1 +ca2+2.

Sostituendo le condizioni iniziali otteniamo il sistema lineare

C1 +2 = 2
3c1 4ecs +2 =0
che ha come unica soluzione ¢; = 0, co = —2. La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

y(r) = =22 + 2 cos(2z) + sin(2z).



