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x+logz
(1 + log® )
A) ha un asintoto orizzontale e nessun altro asintoto B) non ha asintoti
C) ha un asintoto orizzontale e uno verticale D) ha un asintoto obliquo

Domanda 1 La funzione f : (0, +00) — R definita da f(z) =

Domanda 2 La funzione f(z) = arctan(tan z), nel suo insieme di definizione, &
A) strettamente crescente B) continua ma non derivabile C) non continua D) derivabile

Domanda 3 L’insieme A = {z € R : 32%(2? — 2) < 52% + 1}
A) & limitato superiormente ma non inferiormente B) non & limitato né superiormente né inferiormente
C) & limitato inferiormente ma non superiormente D) ¢ limitato

02
Domanda 4 lim M =
n—o00 (—1)”(3n2 + 1)

A)o B) C) non esiste D) +0

[SSER )

1
Domanda 5 La sucessione a,, = log(n?) — log? ()
n

A) non ha limite B) ¢ definitivamente strettamente decrescente e inf(a,) = —co
C) ¢ definitivamente strettamente crescente e sup(ay) = +00 D) ¢ limitata

1

Domanda 6 / da:2 =
xlog®x
3
3log3+6 2log2+4 2 2 1 1
A) log3 —log2 B) og3—|— - og3—|— —— — —3— D) — - —
log” 3 log” 2 log>2 log” 3 log2 log3
e(S—log x)
Domanda 7 Una primitiva della funzione f(z) = —— ¢
x
—2¢3 e3

A (3—zlogz—2x) B (3—logx) C D) ——

) e ) e

I
Domanda 8 /a: cos(2z) dx =
) 0
™ ™
A)g_i B)Z—l C)o D)_ﬁ_
,  a?—logx
- 2
Domanda 9 Sia y(z) la soluzione del problema di Cauchy Y Allora y(2) =
y(1) = —V2.
f 3log2 — 12 1
A) \2/2—610g2 B) \3/8—61Og2 C)T D)m
y' —16y =0

Domanda 10 Sia y(z) la soluzione del problema di Cauchy { y(0) = —3 Allora y(1) =
y'(0) =

1671 _9_ 8
eI ) 29 pyges 3

A) 4e=* — 3¢~ B
) de 3e ) 1 o
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Esercizio 1 Studiare la funzione f(z) = 2z|log|z|| — «

Soluzione

Data la presenza del logaritmo, la funzione ¢ definita per |x| > 0, quindi per x # 0. Osserviamo che la funzione &
dispari, infatti
f(=2) = 2(=z)|log | — x|| — (—z) = —(2z[log |z|| — z) = — f(x)
la studieremo quindi per z € (0, +00), ottenedo i risultati sulla semiretta (—oo, 0) per simmetria. Avremo quindi che
per x > 0 la funzione diventa

—2zlogz —x sex € (0,1]
f(z) =2z|logz| —z =
2zxlogx — x se x € (1,+00),

dato che
loge >0 <— x> 1.

La funzione € continua in tutto il suo insieme di definizione.
Vediamo ora i limiti. Utilizzando il teorema di de I’Hopital, abbiamo

1 2
T

1
lim f(z)= lim —2zlogx —x = ( lim —2x10ga:> —0=-2 lim O%x = -2 lim % =2 lim r_ 0,
z—0t z—0+ z—0+ z—0t > z—0t -2z z—0t T
zgliloof(l') = xgr—ir-loc 2zlogx —x = mgriloox(Q logz — 1) = +o0.
Per simmetria avremo quindi
lim f(z) = —o0, lim f(z)=0.
T—r—00 x—0—

La funzione quindi non & limitata né superiormente né inferiormente. Non sono presenti asintoti né orizzontali né
verticali. Verifichiamo la presenza di asintoti obliqui.

T 2xlogx — x
lim @: lim - A lim 2logx —1 =400
x—+oc0 I r——400 X r—+00
non vi sono quindi asintoti obliqui.
Calcoliamo ora la derivata.

1
o) —210ga:—23:;—1:—210gm—3 sex € (0,1)
xr) = 1
2logz +2x— —1=2logz +1 se x € (1,400).
z

La funzione & quindi derivabile sicuramente per x # 1. Per esaminare il punto = 1, dato che la funzione ¢ continua
in tale punto, possiamo tentare di calcolare il limite della derivata da destra e da sinistra.

lim f'(x) = lim —2logr —3 = —2logl —3=0-3= -3

r—1— Tz—1—
lim f'(z) = lim 2logzx+1=2logl+1=0+1=1
z—1t z—1+
quindi
ffy=-3  fi1)=1
e il punto di ascissa x = 1 & un punto angoloso. Per simmetria, anche il punto x = —1 & un punto angoloso.

Vediamo ora il segno della derivata.
Se x € (0,1) avremo che

o

3
fl(z) >0 < —2logr —3>0 < —-3>2logzx < f§>log:r = e 2>z



quindi se z € (076_%) risulta f/(z) > 0, mentre se = € (e_%,l) abbiamo che f'(z) < 0e f’ (e_%> = 0. Se invece
x € (1,+00) avremo che
f(x) >0 < 2logz+1>0

disuguaglianza sempre vera, dato che se x € (1, +00) allora logx > 0.

Riassumendo, avremo che f & strettamente crescente nell’intervallo (0, e_%}, strettamente decrescente in [6_%, 1} e
strettamente crescente sulla semiretta [1,+00). Per simmetria avremo che f & strettamente crescente sulla semiretta
(—o0, —1], strettamente decrescente nell’intervallo [71, fe*%] e strettamente crescente in [*67%,O>. Il punto di
ascissa x = —1 e di massimo locale, x = —e~% ¢ di minimo locale, z = e~3 & di massimo locale e x = 1 & di minimo

locale.
Calcoliamo ora la derivata seconda per vedere la convessita.

2
—= sexze(0,1)
ey =4

se z € (1,+00),

quindi f”(z) >0sex € (0,1) e f”(x) > 0se xz € (1,+00). La funzione & quindi concava in (0, 1] e convessa in [1, +00).
Per simmetria f ¢ concava in (—oo, —1] e convessa in [—1,0).
A

3+

-2,4 -1,6 -0,8 0 0,8 ,6 2,4

Esercizio 2
/ 29871 log z dx

Soluzione

Osserviamo che ,
log x log“ =
_ _ T e
xlog z—1 xlog T 1

T x

Sostituendo questo risultato nell’integrale otteniamo

elog2:z
/xlog“;_l log z dx :/ log x dx.
x




Eseguiamo ora la sostituzione

dxr
logz =1t, — =dt
X
ottenendo
/ etztdt
e con l'ulteriore sostituzione
2 =5 2t dt = ds

/ e et2 elog2 T (6log :L’)logz

xlogz*llog‘rdz:?JrCZ?JrC: 5 te= 2

Esercizio 3 Risolvere il problema di Cauchy

r Y 1

T R
7

8) = —= —2¢°

y(8) = -3 —2

Soluzione

L’equazione differenziale ¢ lineare del primo ordine della forma

!

y' = a(x)y + b(a)

con

Ora calcoliamo /

Utilizzando la sostituzione )
3 =1, x =13, de = 3t dt

otteniamo

1 .
/67?@3 273 dy = /eigtt713t2 dt =3 / e 3t dt.

Eseguiamo l'integrazione per parti, derivando t e integrando e =3

1 1 1
3/6—3tt dt — 3 (_36_3tt _ / —§6_3t dt) — _e_3tt _ §6_3t —

Sostituendo ¢ = 25 otteniamo che

1
/efA(z)b(:L’) de = —e 377 (zé + ;)) +ec.

La soluzione dell’equazione differenziale ¢ quindi

1 1
y(x) = et /efA(z)b(x) dx = e3%° <e3$3 (;L‘-’li + :1))> + c>

1

—3¢
— t+ =
e (+3



7
Ricaviamo ¢ dalla condizione iniziale y(8) = —~ — 2¢°. Quindi avremo

1 o gd
—g —2e5 = y(8) = — <8§ + 3> +ce?®?

Allora
ceb = -2¢% «— c=-2

e la soluzione del problema di Cauchy risulta

_ 6
3+ce.



