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Domanda 1 lim (log(e + x)) VT =
z—0

+I — x
Domanda 2 La funzione f : (0, +00) — R definita da f(z) = ey
x

A) ha minimo ma non ha massimo B) ¢ limitata ma non ha né massimo né minimo
C) & limitata superiormente ma non ha minimo D) ha sia massimo che minimo

Domanda 3 La derivata della funzione f(x) = (sin :c)sm Te

A) (sinz) 0 2) =1 Jog(sin z) B) (sin )" 7 cos z sin z (2 log(sin z) 4 1)
C) (cosg)?sinzcose D) (sin :::)Si“2 T cosx

' n!
Domanda 4 lim (1 + n) =

n—o00 nm

1
A)+oo  B)O QO 1 D)=

e

n® +8(-1)"
Domanda 5 La successione a,, = —
A) non ¢ limitata superiormente B) ha sia massimo che minimo
C) & debolmente decrescente D) non ha limite
n(—1)"
Domanda 6 lim (n sin <nl)> =
n—o0 2

A) non esiste B) 1 C) 40 D)0

3
Domanda 7 La funzione F(x / log(1 + t2
x2
A) ha un solo punto di flesso B) ha esattamente due punti di flesso

C) & convessa in tutto R D) & concava in tutto R

Domanda 8 3% dx =

L

A)e? B) =~ C) de* — - D) 46e? — 5e
y' + 8y +20y =0
Domanda 9 Sia y(z) la soluzione del problema di Cauchy ¢ 4(0) = —3 Calcolare y (%)
y'(0) = 16.
2 2
A)8 B) —— C) 2¢* D) —
)8 B2 02t D)2
r_
. . . Y =ylogy
Domanda 10 Sia y(z) la soluzione del problema di Cauchy Calcolare y(3).
y(2) =e.

A) e(e” “log2) B) e C) e D) V2
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Esercizio 1 Studiare la funzione f(z) = z+ /|22 — 1|, determinandone insieme di definizione, punti di discontinuita,
di non derivabilita, asintoti (compresi quelli obliqui), estremi superiore e inferiore (0 massimo e minimo), punti di
massimo e di minimo locali. Tracciare un grafico approssimativo della funzione.

Soluzione

La funzione e definita per ogni z € R dato che la quantita sotto radice € sempre maggiore o uguale a zero.
La funzione & continua in tutto il suo insieme di definizione, essendo somma e composizione di funzioni continue.
Osserviamo che

22 —1>0 < z € (~o0,—1]U[l,+c0)

quindi
r+vV22 -1 sex € (—oo,—1]UJL,+o0)
r++v1—22 sexc(—1,1).

Calcoliamo i limiti.

1 1
lim f(z)= lim z4++v22-1= lim z+|z[y/1- = = lim z—2y/1- —
T——00 T——00 T——00 2 T——00 2
. 1 1 . 1 1 . 1 1
:mﬂ@w‘”‘m<1—2mz+°<xz>> :wkﬁlmx<1_1+w+0(ﬁ)> :mﬁ@wzx“(gg) =9

siamo quindi in presenza di un asintoto orizzontale di equazione y = 0 per x — —o0.

fz) =

lim f(z)= lim z++vV2z?2—-1=400+00=400

x—+00 T—+00

quindi la funzione non & superiormente limitata. Verifichiamo l’esistenza di un asintoto obliquo per x — 4oc0.

71 2_ ]
TG I A N el S Vi =1+ V1 =2
Tr— 400 xX r— 400 xT r—+00 X

lim f(z) -2z = liI—P r+vVae2—1—-2r= lim Va2—-1—-z= lim xy/1-—
T—+0o0

T—+00 T—+00 T—+00 €T

. 1 1 . 1 1
xklfoof(lzxa“(ﬁ) 1) xkﬁzo%“(x) =0.

La funzione ha quindi un asintoto obliquo di equazione y = 2z per x — +00.
Calcoliamo ora la derivata. Se z € (—o0,—1) U (1, 4+00) avremo

2z _Vat—1+4ux
ez —1  Va2-1 '

Fla)=1+

se invece z € (—1,1), sara

ron -2z  V1-2? -z
f(x)71+2\/1—x27 Vi-a2?

Studiamo il segno, distinguendo i due casi. Se z € (—oo0, —1) U (1, +00)

fl(2)>0 = Va2—-1+2>0 < Va2-1> —z.




A questo punto occorre distinguere due ulteriori casi. Se z € (—oo, —1) allora —z > 0, quindi possiamo elevare al
quadrato e l'ultima disuguaglianza diventa
22 —1 > z2

che & sempre falsa. Ne consegue che f/(z) < 0 per ogni z € (—o0, —1). Se invece = € (1,400) avremo z > 0 quindi

22 —-1>—2
¢ banalmente sempre vera perché il lato sinistro della disuguaglianza e positivo mentre quello destro & negativo.
In realtd possiamo anche dire che vale la disuguaglianza stretta poiché —x < —1 < 0. Allora f/(z) > 0 per ogni
x € (1,400).
Nel caso = € (—1,1) avremo

R S e it
flw=1 2WT—22  J1—-a2

Per lo studio del segno otteniamo

f@)>0 < V1-22—2>0 < 1—-2%2>1.

Osserviamo che se x € (—1,0) allora il lato destro ¢ negativo mentre il lato sinistro & sempre maggiore o uguale a zero,
quindi la disuguaglianza & sempre vera. Se invece x € [0, 1) possiamo elevare al quadrato ottenendo

2 2

1 1
1—-22>22 <= 1>22% < - >z @»xe[o,)
2 V2

. . . 1 1 1
Quindi abbiamo f'(x) > 0se z € (—1, ﬁ)’ i (ﬁ) =0, f'(x) <0sexe€ (ﬁ’ 1).
Raccogliendo tutti i risultati otteniamo che la funzione & strettamente decrescente in (—oo,—1], strettamente
crescente in [—1, %}, strettamente decrescente in [%, 1] e strettamente crescente in [1,+00). I punti di ascissa
1

x = —1 e x = 1 sono di minimo locale mentre il punto z = 7 ¢ di massimo locale. Valutiamo la funzione nei due

punti di minimo

e otteniamo che —1 ¢ il minimo della funzione.
Resta solo da stabilire se nei punti x = —1 e z = 1 la funzione ¢ derivabile. Dato che la funzione & continua,
proviamo a verificare la derivabilita facendo il limite della derivata

vz —14z -1

"(=1) = i = =

FED = i ol = =
1—22— 1

e i YITEr
z——1t /1 — 2 0+
1—22 — -1

)= YT L
z—1- /1 — 12 ot
Va2 -1 1

f;(l): lim u:—:—&—oo.

z——11 2 —1 0+

I punti x = —1 e £ = 1 sono quindi punti di cuspide.



Esercizio 2 Calcolare I'integrale indefinito

/xgv 1+ 22dzx.

Soluzione

Y

Eseguiamo l’integrale con la sostituzione v/1 + 22 = t in modo che 1 + 22 = t? quindi 22 = 2 — 1 e, scegliendo la

radice positiva per rendere la trasformazione biunivoca, = v/t2 — 1. 1l differenziale diventa

9
de 20 gt g

dat 2z -1 21
Ne segue che

5

wlw

(1+2%)

3 3 14 22)5
/x3\/1—|—x2daﬁ:/(\/t2—1) t%dt:/(tQ—l)tht:/t4—t2dt:%—t—+c:( L L

t2 3 5

Esercizio 3 Risolvere, per x > 0, il problema di Cauchy

Determinare, per quali valori del parametro o € R la soluzione ¢ limitata inferiormente.

Soluzione

3 +c.



L’equazione differenziale ¢ lineare del primo ordine del tipo

/

y = a(z)y + b(x)

con

Troviamo una primitiva di a(z):

T

1 1
A(gj):/a(x)dx:/ +xdx:/;+1dx:log\x|+x:10gx+x

dato che x > 0. L’integrale generale dell’equazione &

y(z) = A ( / e~ A@b(z) d + c) .

Procediamo quindi a calcolare

/e_A(J:)b(OC) dx = /e_(log”l)(:c —2%)dz = /fe_l(w —2%)dz = /e_‘(l —x)dx
T
=—e"1—2)— /—e‘x(—l) dr=—e " 4+xe ™ —(—e *)+c=xze " +ec.
L’integrale generale ¢ quindi
y(z) = 8T (ze™" + ¢) = ze” (ze™” +¢) = 2® + cze”.
Ricaviamo ora la costante ¢ in funzione del parametro a:

-1
a:y(l):1+ce<:>ce:afl<:>c:a .

e
La soluzione del problema di Cauchy risulta quindi

-1
y(r) = 2% + & rer.
e

Osserviamo ora che la soluzione & continua per z € (0,400) e che

lim y(z) =0

z—0t

per ogni valore di . Risulta invece

) +o00 sea>1
lim y(z) =
Tteo —00 sea<l.

Ne consegue che la soluzione & inferiormente limitata se e solo se a > 1.



