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A) non & limitata inferiormente B) ha sia massimo che minimo
C) non ha limite D) ha massimo ma non ha minimo

1 +sin’n
log(1 + n?)
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Esercizio 1 Studiare la funzione

f(2) = log (1 + 1)

2 2%+ x|

determinandone insieme di definizione, asintoti (compresi quelli obliqui), estremi inferiore e superiore (o massimo e
minimo), intervalli di monotonia e punti di massimo o di minimo locali. Tracciare un grafico approssimativo della
funzione.

Soluzione

La funzione & definita quando il denominatore |22 + x| & diverso da zero e quando I’argomento del logaritmo &
strettamente positivo. Questa seconda condizione € sempre verificata perché 'argomento ¢ somma di due quantita
sempre strettamente positive. Dobbiamo quindi richiedere 2% +x # 0 cioe  # 0 e x # —1. L’insieme di definizione
della funzione & quindi

(=00, —-1)U(=1,0) U (0, 400).

Vediamo i limiti

. 1 1 1
xEIPoo f(z) =log <2 + +oo) = log (2 +O> = —log?2
. 1
lim f(z) =log (2 +

z——1

lim f(z) = log <1 + 1) = log(400) = +00

x—0 2 0+
lim f(z)=1 ! + ! 1 ! +0 log 2
im z)=log|=4+— | =log| = = —log2.
T——00 & 2 4o & 2 &
La funzione presenta quindi un asintoto orizzontale a +o0c e a —oo di equazione y = —log 2 e due asintoti verticali di
equazione x = —1 e = 0. Non ci sono asintoti obliqui. Dividiamo ora il dominio in due parti per eliminare il valore
assoluto. Osserviamo che
2 4+2>0 < € (—00,—1)U(0,+00), P +2<0 < ze(-1,0).
Risulta quindi che
1 = + ! € ( 1) U (0, 4+00)
S e se x 00, , 00
f(z) = 1 1
1 - se ¢ € (—1,0).
B\3 2 +x sex € ( )

Consideriamo prima il caso = € (—oo0, —1) U (0, +00). Avremo allora

B 20+ 1

) = (@ + ) _ —2(2z +1)
T T @reP e
2 224z

Osserviamo che in questa parte dell’insieme di definizione risulta 22 +z > 0 quindi il denominatore & positivo. Il segno
della derivata dipendera quindi da quello del numeratore. Avremo quindi, intersecando con l'insieme di definizione:

f() >0V z e (—o0,—1), () <0V z e (0,+00).



Per il caso x € (—1,0) avremo invece

2¢x + 1
/ B m B 2(2z + 1) B 2(2x 4+ 1)
@O =1 1 " @i 20 @ro@i D
2 224z

Studiando il segno di numeratore e denominatore otteniamo che
1
2041>0 <= = > —3 22 420-2>0 <= x € (—00,-2)U(1,+00), 2’42 >0 < z € (—o0,—1)U(0,+0c0).

Avremo quindi
1 1

Riassumendo i risultati trovati otteniamo che f & strettamente crescente in (—oo, —1), strettamente decrescente in
(—1, —%]7 strettamente crescente in [—%,O) e strettamente decrescente in (0,+00). Il punto di ascissa z = —% e di
minimo locale. L’estremo inferiore di f vale —log2, I’estremo superiore vale +00. La funzione non ha né massimo né

minimo.
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Esercizio 2 Calcolare il limite

. 1 1
lim - =
n—oo | xlogr 2

Soluzione

Calcoliamo esplicitamente una primitiva della funzione integranda. Con la sostituzione

d
logz =t, @ =dt
x

otteniamo

d dt
/ il :/—:logt-i-CZlOg(lng)"_c'
zlogx t



Dato che

/ dr 1
- == +ec
x x
avremo ) ) )
/ — —dz =log(logx) + — + ¢
zlogx  x2 x

Calcoliamo ora 'integrale definito che risulta

n2 2
1 1 1" ) 1 1
/ Tlog s ) dx = [log(logm) + x]n = log (log (n )) + ol log(logn)) — -
log(2logn) + - — log(logn)) — ~ = log 2 + log(log n) + —= — log(logn)) — ~ = log2 + — —
=log(2logn) + — — log(logn)) — — =1lo og(logn) + — — log(logn)) — — =1lo — ——.
g(2logn) + — —log(logn)) — — = log 2+ log(logn) + — —log(logn)) — — =log2+ — — ~
Eseguendo il passaggio al limite si ottiene
n2
1 1 1 1
lim — — dz= lim <log2+2—):10g2.
n—00 x log x xT n—00 n n
Esercizio 3 Determinare la soluzione del problema di Cauchy
y/ _ _27 + er
x
y(1) =€
Soluzione
L’equazione & lineare non omogenea. Poniamo quindi a(z) = —2, b(z) = ¢**. Troviamo una primitiva di a(z):

2
mmz/ﬁgmz—m%ML

Calcoliamo ora la primitiva (integrando per parti)

2x 2x 2x 2x 2x
/e_A(g”)b(QC) dzx = /6210g|z\621 dx = /;v262”” dx = %xQ - %21‘ dzx = %oﬁ - <62x - / % d;v)

.’1?2 2x

= 7623” - ge% + eT +c.

La soluzione generale dell’equazione differenziale & quindi

2 2
y(z) = e~2los el (:172621: — gezx + % + c) )

Ricaviamo la costante ¢ dalla condizione iniziale y(1) = e?



