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Esercizio 1 Studiare la funzione f(z) = e®(2® — 322 + 52 — 5) determinandone eventuali asintoti (compresi quelli
obliqui), estremi superiore e inferiore o eventualmente massimo e minimo, punti di massimo o di minimo locali.
Tracciare un grafico approssimativo della funzione.

Soluzione

La funzione ¢ definita in tutta la retta R dove ¢ continua e derivabile. Calcoliamo 1 limiti. Con la sostituzione
t = —x abbiamo

—t3 —3t? =5t -5
lim f(z) = lim e *(—t* —3t* -5t —5) = lim =

T——00 t—+o0 t——+o00 et

0
avendo ottenuto 'ultimo limite applicando il teorema di De L’Hopital 3 volte.

zgrf_loof(x) = €00 = 0.

Abbiamo quindi trovato che la funzione ha un asintoto orizzontale di equazione y = 0 per x — —o0 e che sup(f) = +oo.
Controlliamo la presenza di un eventuale asintoto obliquo per z — +o0.

lim M: lim ez<x2—3x+5—i>:e°°oo:+oo

r——+00 €T xr——+00

quindi non c’¢ asintoto obliquo. Cerchiamo ora i punti di massimo o di minimo locali con lo studio della monotonia.
La derivata della funzione vale

f(x) = e*(2® — 32% + 52 — 5) +e*(32% — 62 +5) = (2% —2) = e"(x — 1)(x + 1)
Risulta quindi che
f(x)>0 < ze€(-1,0)U(1,+00), () <0 <= z € (—00,—1)U(0,1).

Ne segue che f & decrescente sulla semiretta (oo, —1], crescente nell’intervallo [—1, 0], decrescente in [0,1] e crescente
in [1,400). I punti z; = —1 e z3 = 1 sono punti di minimo locale mentre il punto x5 = 0 & di massimo locale. Per
determinare il minimo della funzione dobbiamo confrontare f(z1) e f(x3).

Fla) = F(-1) = e (-1 -3-5-5)= 1, flas) = f(1) =¢'(1-3+5-5) = 2e.

Risulta che 14 14
S > 2% = <2 = T<é?
e e

e I'ultima disuguaglianza & vera perché e > 2,7 quindi e? > 7,29. Il minimo della funzione & quindi —2e.



2,5 5 7,5

Esercizio 2 Determinare una primitiva della funzione f(x) = z arctan(2z).

Soluzione

Eseguendo la sostituzione 2z = ¢t avremo 2dx = dt quindi

4 dt 1
/xarctan(Q:z:) dx :/iarctantE = Z/tarctantdt

Eseguiamo ora per parti l'integrale integrando ¢ e derivando arctant (omettiamo il fattore moltiplicativo % che
reintrodurremo alla fine del calcolo).

t2 2 1 t2 1 (2+1-1
/tarctantdt:iarctant—/imdt:Earctant—§/1++7t2dt

t2 1 1 t2 t 1 t2+1 t
= —arctant — — 1—- ——dt = —arctant — — + — arctant = arctant — —.
2 2 1+ ¢2 2 2 2 2 2

Rimettiamo ora il fattore i e ricordiamo che t = 2x ottenendo che

422 + 1
/xarctan(?x) do = — 8+ arctan(2z) — % +c.
Esercizio 3 Risolvere il problema di Cauchy
Y — 4y = 5
y(0) =3

y'(0) = -1



Soluzione

L’equazione differenziale € del secondo ordine a coefficienti costanti non omogenea. Risolviamo prima I'omogenea
y" — 4y’ = 0 la cui equazione caratteristica @ A — 4\ = 0 che ha le soluzioni A\; = 0, A3 = 4. La soluzione generale
dell’lomogenea sara quindi
yo(z) =1 + coet®, Vep,co € R.

5x

Cerchiamo ora una soluzione particolare con il metodo di somiglianza. Dato che il termine noto & e°* e che 5 non &

radice dell’equazione caratteristica cercheremo una soluzione della forma (z) = Ae®®. Quindi
7 (z) = 5Ae™, 7' (z) = 25Ae°".
Sostituendo nell’equazione completa otteniamo
25Ae5 — 20Ae5 = 5
quindi, dividendo per €%,
5A=1 <<= A= é
Ne segue che una soluzione particolare e
y(w) = %e“-

La soluzione generale dell’equazione completa ¢ allora

1
y(z) = yo(z) + J(2) = c1 + coe™ + 365’”, Yei,co € R.

Determiniamo le costanti ¢; e ¢o utilizzando le condizioni iniziali. Prima calcoliamo
y'(z) = deqe®™ 4 &P

quindi avremo

1
y(O):cl+62+g, y'(0) = 4cp + 1.

Imponendo le condizioni iniziali otteniamo il sistema lineare

61—1—024—%:3

402 +1=-1
che ha come soluzione ¢; = ?—8, cy = —%. La soluzione del problema di Cauchy é quindi
33 01 4, . 15,
y(m)—10—2e +56 .
Esercizio 4 Calcolare il limite
nlogn
lim

n—o00 (log n)n ’

Soluzione

2
nlogn _ e(log n) _ e(log )2 —nlog log n
(log n)n enloglogn :
Basta ora osservare che
1 2
lim (logn)? — nloglogn = lim n ((ogn) —log logn> = 00(0 — 00) = —o0.
n—oo n—oo n
Dal teorema sul limite della composizione segue quindi che
logn
lim S lim e =0.

n— o0 (]Og n)n t——o0



