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Esercizio 1 Studiare la funzione
f(z) =log ((4 —2*)(1 - x))

determinandone insieme di definizione, eventuali asintoti (compresi quelli obliqui), estremi superiore e inferiore o
massimo e minimo, punti di massimo e di minimo locali. Tracciare un grafico approssimativo della funzione.

Soluzione
La funzione & definita quando ’argomento del logaritmo & strettamente positivo, quindi se

(4—2*)(1—-2)>0
e questo si verifica se x € (—2,1) U (2,400). Valutiamo ora i limiti agli estremi del dominio della funzione.

lim f(z) =log(0") = —o0

z——2+
lim f(z) =log(0") = —x
r—1—
lim f(z) =log(0") = —
r—2+1
xglfoo (z) = log(+00) = +00.
La funzione quindi non é né superiormente né inferiormente limitata. Ci cono inoltre 3 asintoti verticali di equazione
rispettivamente x = —2, x = 1, x = 2. Verifichiamo ’eventuale presenza di un asintoto obliquo:
log (4 —22)(1 -z log (z3(1 — L — 4 4+ &4
lim M = lim g(( I )) = lim g( ( z 2 "Ed))
r—r+00 X Tr—r+00 x T—r+00 X
1 4 4
~ i 3loga§+log(1—5—;+w—3): lim 3logx 0 ~0
T rz—+oo I +00

T—r+00
quindi non c¢’e Pasintoto obliquo. Cerchiamo ora eventuali punti di massimo o di minimo locali.
(@) —2z(1 —x) — (4 — 2?) 322 -2z —4
x) = = .
(4—22)(1-2x) (4—22)(1-2)

Osserviamo che il denominatore, nel dominio della funzione sempre positivo, quindi il segno della derivata determinato

da quello del numeratore. Troviamo per quali valori si annulla il trinomio
1++13
302 — 22 —4=0 — x:T

quindi

1—¢E>U<1+\/ﬁ,+oo>.

302 22 —4>0 < z e | —o0,
X X X (OO 3 3

Intersecando questo risultato con il dominio della funzione otteniamo che

1\/ﬁ> U (2, 400).

() >0 < =z € (—2, 3

La funzione ¢ quindi strettamente crescente se x € (—2, 1*3@], strettamente decrescente se x € [17;)/@7 1) e stret-

1_3V 13 di massimo locale.

tamente crescente se x € (2,+00). Il punto z =



Esercizio 2 Calcolare I'integrale

1
|z| + (sinx)3

T4 a2 dr.

-1

Soluzione

Osserviamo che

1 1 1
|z| + sin® = || (sinz)3
———dzr = d dx.

1122 ° 1+ 22 v 1+a22

-1 —1 -1

Per quanto riguarda il primo integrale al secondo membro, la funzione integranda & pari quindi

1

1 1
|| || 2x 1
/1+x2dax: 1+x2dm— 1+x2dx—[log(1+x)]ozlog2.
51 0 0

L’integranda del secondo integrale e invece dispari quindi

1
sinz)
= 0.
/ 14 22 d
e

Ne risulta che )
|z| + (sinx)3

422 dr =log 2.

-1

4,8

\ 4



Esercizio 3 Risolvere il problema di Cauchy

Y+ 3y +2y=22+2x
y(0) = §
y'(0) =3

Soluzione

L’equazione differenziale € del secondo ordine a coefficienti costanti non omogenea. Cominciamo trovando una
soluzione dell’omogenea. Il polinomio caratteristico e

A +31+2
che ha le radici Ay = —1, Ay = —2. Quindi la soluzione generale dell’omogenea &
2z

yo(z) = cr1e™ + coe™

Determiniamo ora una soluzione particolare con il metodo dei coefficienti indeterminati. Dato che il termine noto &
un polinomio di secondo grado e che 0 non e radice del polinomio caratteristico, cercheremo una soluzione del tipo

j= Az’ + Bx +C.

Derivando otteniamo
§ =2Ax + B, y' = 2A.

Sostituiamo ora nell’equazione differenziale ottenendo
2A+3(2A+ B) +2(Az* + Bx + C) = 2® + 2z

quindi
2427 + (6A + 2B)z + (24 + 3B + 2C) = z° + 2.

Uguagliando i coefficienti dei monomi dello stesso grado ricaviamo il sistema lineare
2A=1

6A+2B =2
2A+3B+2C=0

che ha come soluzione A = %, B= —%, C= i. Una soluzione particolare & quindi

La soluzione generale dell’equazione non omogenea risulta quindi

— —x —2x m2 € 1

yx) =yo(x) + gla) = cre ™ + e + — — — + —.

2 2 4
Ricaviamo ora i coefficienti ¢; e ¢o imponendo le condizioni iniziali. Calcoliamo prima la derivata della soluzione
y(z) = —cre™" — 2coe™ % 41 — 3

Sostituendo z = 0 otteniamo

y(0) = ¢4 +CQ+%, y/(o):_01_262_%.
Abbiamo quindi il sistema lineare
ate+i=1
—c1 — 2¢cy — % = g
che ha come soluzione ¢; = 7, ¢o = —5. La soluzione del problema di Cauchy risulta quindi

2
1
y(x) = Te ™™ — 5e 2" 4 % - g + T



