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Domanda 1 La funzione f(z) = sin(log(x?)), definita per ogni = # 0
A) ¢ iniettiva B) ha un solo punto di minimo assoluto
C) ha infiniti punti di massimo locale D) non ¢ limitata superiormente

_ log(1+393)

Domanda 2 Sia f(z) efinita per ogni > 0. Risulta che

x + 2x* 4 22
A) f e limitata superiormente B) f & crescente
C) f non & limitata inferiormente D) f non ha massimo
G >0
———— sex
log(z2 + 1
Domanda 3 Nel punto 2 = 0 la funzione f(z) = &l )
222 + 23 <0
— se
(z —1)2 -
A) & continua a sinistra B) & continua a destra C) ¢ continua D) non ¢ definita
n3
Domanda 4 La successione a,, = o definita per n > 0
A) non ¢ limitata inferiormente B) & debolmente decrescente
C) ha sia massimo che minimo D) non ha limite
S . (H"+ (=1
Domanda 5 Si consideri la successione a,, = ~~——"—_, n > 2. Allora
nlogn
A) lim a, =+ B) ay, non ¢ limitata inferiormente C) esiste finito lim a,
n—oo n— oo

D) da (a,) si possono estrarre due sottosuccessioni convergenti a limiti diversi

Domanda 6 Sia A= {n € N: n? +2n > 5}. Allora

A) A non ha né massimo né minimo B) A ha minimo ma non ha massimo
C) A ha massimo ma non ha minimo D) A ha sia massimo che minimo
62
Domanda 7 / 1tlogz dz =
rlogx
A)1  B)4oo  C)l+log2 D) g

T

1
Domanda 8 lim — /sin(sin(tQ)) dt =
x—0
0

C) 400 D) non esiste

x
Domanda 9 Sia y(z) la soluzione del problema di Cauchy Yy Allora y(1) =
A) V97 B) 2 C) 96 D) V2

11
y' 45y -y =0

Domanda 10 Sia y(z) la soluzione del problema di Cauchy ¢ 4(0) =0 Allora y(2) =
y'(0) =3.
1 el —1 3 11
A)e—ez B)72€11 C) 11 D)?
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Esercizio 1 Studiare la funzione
zlogx

(1 —logx)?

determinandone insieme di definizione, massimo e minimo oppure estremi superiore e inferiore, asintoti (compresi
quelli obliqui), punti di massimo o minimo locali. Tracciare inoltre un grafico approssimativo della funzione.

flz) =

Soluzione

La funzione & definita per x > 0 data la presenza del logaritmo, inoltre dobbiamo escludere i valori per cui si
annulla il denominatore, quindi logxz = 1 cioé © = e. L’insieme di definizione di f sard pertanto (0,e) U (e, +00).
Vediamo ora i limiti. Ricordando che, dal teorema di de I’Hopital, lim+ zlogx = 0, avremo:

x—0

. 0 0
Jm @) = g T Fe
Inoltre 1
g1}_}11161"(36):(16771)22(%:—&-00.
Dividendo numeratore e denominatore per logx si ottiene che
lim f(z) = lim Y i
T—00 z—oo logx — 2

La funzione ha quindi un asintoto verticale di equazione z = e e non ha asintoti orizzontali. Potrebbe avere un asintoto
obliquo. Per verificarne la presenza calcoliamo

. flx) . log x . 1 1
lim —* = lim ————— = lim =—=0.
T—00 I T—00 (1 — 1og m)Q T—00 ]ogx -9 +00

Non c’¢ quindi nessun asintoto obliquo. Calcoliamo ora la derivata

(log + 21)(1 ~ log)? + a(log)2(1 — logz)!  (loga + 1)(1 — loga)? + 2loga(1 — loga)

! _ —
Flz) = (1 —logx)? (1—logx)*
(1 —logz)((logz +1)(1 —logx) +2logz) 1-— log? 2 + 2log
N (1 —logx)* N (1 —logx)?

Studiamo il segno della derivata.
(1—logz)® >0 <= logr <1 < z<e
ponendo t = log x otteniamo che
1—log2x+210gx20 = 12 4+2%A>0 — 1—\/§§t§1+\/§ = elfﬂgwgelﬂﬁ.

Combinando insieme il segno di numeratore e di denominatore otteniamo che

1-v2 V2

fl(x) >0 < e < x < e oppure z > e'T

) <0 &= 0<z< e!=V2 oppure e < z < 1 TV2

fe =2 = (e 2 =o.



La funzione & quindi strettamente decrescente nell’intervallo (0 el™ f} strettamente crescente in [el_‘/i7 e), stret-
tamente decrescente in (6761+\/§} e strettamente crescente sulla semiretta [eHﬁ, +oo). I punti z; = el=V2Z ¢

To = e1+V2 5ono di minimo locale. La funzione assume il suo valore minimo nel punto di ascissa x1 e tale minimo vale

el=V2(1 _
min(f) = fler) = 1=V

2
La funzione non & superiormente limitata quindi sup(f) = +oo.
A=~
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Esercizio 2 Calcolare l'integrale
1

arctan
e”” + e %

0

Soluzione

o de 1 . C . .
Effettuando la sostituzione x = logt avremo — = — e gli estremi di integrazione diventano ¢t = 1 quando x =0 e

dt t
t = e quando z = 1. Avremo quindi
1 e
/ arctan(e / arctant 1 B / arctant gt
er et ) 2+
0 1 1
. , . o dz 1 . . . .
Effettuiamo 1’ulteriore sostituzione z = arctant, i e con il cambiamento di estremi
t:1<:>z:%, t=e <= z = arctane.
Avremo quindi
e arctane

/arctant gt = ds = i arctane _ (arctan e)? B de
241 = 2 32

1

INE)



Esercizio 3 Sia y(x) la soluzione del problema di Cauchy

Determinare il minimo di y(z) per = € (0, 4+00).

Soluzione
L’equazione ¢ lineare a coefficienti continui definiti per x > 0. Scriviamola nel modo canonico y' = a(z)y + b(x)
1
ponendo a(x) = N b(xz) = 1. Cerchiamo una primitiva di a(z):
x

Az) = /—% dx = —2\/7.

dx

Calcoliamo ora, con la sostituzione z = ¢2, T 2t
2t 2/7
/e_A(m)b(w) dx = /GQﬁ dx = /thQt dt = e*'t — /th dt = e*'t — % =z eV — £ 5
Quindi
2z 1
y(z) = e 2V® (ﬁeQﬁ - % + c) = — 3+ ce VT,
Determiniamo ora ¢ imponendo la condizione iniziale.
1 -2
y(1)=1- 3 +ce
quindi dovra essere
1 1 4 ee? e +2 e2+2 1 c 1
R ce frd _—m——m = — <:)> C =
2 2¢2 2¢2 2 e
Ne segue che la soluzione del problema di Cauchy &
y(x) =V — = +e 2V
Cerchiamo il minimo di y(z) calcolando la derivata
-2z
Y(0) = —= -
2z NI
quindi ¢'(z) > 0 se e solo se
1 e 2V 1 ) 1 log 2 (log 2)?
W g g
— > = - > — log - > -2 = = <
NG 9~ ¢ %83 Ve 2 4 o

log 2)?
Abbiamo ottenuto che la funzione y(x) & strettamente decrescente in <0, (log 2) ] e strettamente crescente in
log 2)? log 2)?
{(Oi), —i—oo). Il punto = = (log 2) ¢ quindi di minimo assoluto. Il minimo di y(z) & quindi
y (log2)? _log2 1 o-2io52 log2 1 N 1 log2.
4 2 2 2 2 2 2



